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Les  Nouveaux  Precis  Breal  sont  congus  pour  apporter  aux  etudiants  des  classes  preparatoires 
une  aide  efficace  dans  leur  travail. 

Its  ont  pour  objectif  de  degager,  a travers  des  enonces  varies  et  classiques,  les  methodes  qui 
permettent  la  construction  progressive  et  raisonnee  de  la  solution  d'un  exercice  ou  d'un 
probleme.  C'est  pourquoi  il  est  souhaitable  de  les  utiliser  tout  au  long  de  I'annee,  parallelement  a 
I'acquisition  des  connaissances. 

Les  exercices  proposes  ont  ete  selectionnes  pour  leur  representative  : ils  permettent  de  presenter 
I'ensemble  des  methodes  et  des  raisonnements  qui,  une  fois  assimiles,  doivent  permettre  de 
resoudre,  sans  trap  de  difficultes,  des  exercices  analogues. 

Ce  volume  traite  I'ensemble  du  programme  de  physique  de  premiere  annee  MPSI. 

Chaque  chapitre  propose  une  serie  d'exercices  structures  dont  la  solution  est  tres  detaillee, 
suivis  de  quelques  exercices  corriges  de  reinvestissement. 

Chaque  exercice  de  la  premiere  categorie  est  caracterise  par  : 

■ un  enonce  constitue  de  questions  progressives ; 

■ « Ce  qu'il  faut  savoir  » : la  Liste  des  connaissances  - en  physique  («  Points  de  cours  »)  et 
parfois  en  mathematiques  («  Outils  mathematiques  »)  - necessaires  pour  traiter  I'exercice  ; 

■ « Ce  qu'il  faut  comprendre  » : I'analyse  qui  propose  brievement  les  chemins  a suivre  pour 
repondre  efficacement  aux  questions  posees.  C'est  un  moment  essentiel  dans  la  recherche  de 
la  solution  : assez  breve,  I'analyse  doit  preceder  la  mise  en  oeuvre  des  calculs.  II  nous  parait 
tres  important  que  la  recherche  de  la  solution  passe  systematiquement  par  cette  etape.  II  n'y 
a rien  de  plus  sterile  que  de  se  lancer  dans  les  calculs  sans  savoir  de  fagon  precise  dans  quel 
but  ils  sont  entrepris... 

■ la  solution  proprement  dite  dans  laquelle  sont  souvent  rappeles  et  developpes  quelques 
« Points  cours  » dont  une  bonne  comprehension  est  indispensable.  Des  « Points  methodes  » 
(sur  fond  grise)  permettent  d'affiner  la  reflexion  : il  s'agit  soit  de  mises  en  garde  afin  d'eviter 
une  erreur  frequente  de  raisonnement,  soit  le  plus  souvent  duplications  supplementaires 
justifiant  le  choix  d'un  theoreme  ou  la  pertinence  d'un  raisonnement.  Des  « commentaires  » 
conduisent  a une  discussion  des  resultats  obtenus  et  a une  verification  de  leur  coherence 
(recherche  de  cas  ou  de  valeurs  limites,  approches  differentes  pouvant  donner  un  autre 
eclairage...).  Ces  commentaires  jouent  un  role  comparable  a I'analyse,  mais  cette  fois  apres 
le  developpement  des  calculs  : c'est  une  forme  de  controle  des  resultats  obtenus. 

Analyse  et  discussion,  qui  sont  finalement  les  deux  points  les  plus  importants  pour  le  physicien, 
sont  aussi  sans  doute  les  etapes  les  plus  diffici les  a mettre  en  ceuvre,  mais  leur  bonne  prise  en 
compte  facilitera  considerablement  la  construction  d'une  solution  structure  (et  exacte...)  de 
chaque  exercice. 

Nous  esperons  que  cet  ouvrage  aidera  les  etudiants  dans  cette  voie,  dans  la  perspective  d'une 
reussite  aux  concours.  Nous  accueillerons  avec  reconnaissance  les  remarques  et  les  critiques  des 
lecteurs,  qui  peuvent  nous  etre  adressees  par  courrier  electronique  a I'adresse  suivante  : 

infos@editions-breal.fr. 
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Memento 


Expression  approchee  d'une  grandeur  physique 

On  supposera  dans  ce  memento  que  toutes  les  fonctions  que  l’on  manipule  sont  hon- 
netes  et  frequentables  par  un  physicien,  c’est-a-dire  continues  et  derivables  autant  que 
les  necessites  de  calcul  l’exigeront. 


Derivees 

• Derivee  premiere 

• Derivee  seconde 


/'(*)  = lim  f(x+h}~M 

h 


0 


f"(x)  = lim  + 

’ " h 


h — > 0 


Le  physicien  prefere  les  notations  — ^ pour  les  derivees  respectivement  premiere 

dx  dx2 

et  seconde  par  rapport  a x de  y. 

dy  ■■  d2y 

II  utilise  parfois  la  notation  y pour  et  y pour  derivees  respectivement  pre- 
miere et  seconde  par  rapport  a t de  y(t). 


• Derivees  d’une  fonction  composee 

La  derivee  par  rapport  a t de  la  fonction  y[x(  t)J  se  met  sous  la  forme  : 

dy  _ dy  dx 
df  dx  df 


• Derivee  d’une  fonction  reciproque 

Soit  x(y)  la  fonction  reciproque  de  y(x),  on  a 


dy  = 

dx 


J_ 

dx 

d y 


Differentielle 


Soit/une  fonction  decrivant  les  variations  d’une  grandeur  physique  dependant  de  x. 
Considerons  une  variation  dx  de  x.  On  note  df  l’application  differentielle  de  / au 


point  x,  ou  « differentielle  d e/»,  d’expression 


df  = f'(x)  dx 


La  differentielle  est  une  expression  lineaire  de  l’accroissement  dx  de  la  variable  ; geo- 
metriquement,  elle  donne  l’equation  de  la  tangente  a la  courbe  y = /(x)  au  point  de 
coordonnees  (x0,/(x0)):  df  = y1  ~f(x0)  = f'(x0)(x-x0). 


Developpement  de  Taylor 

fix o + h)  = f(x0)  + ^ f'(x0)  + f"(x0)  + ••■  + yyy  f(n)(x 0)  + hn£(h) 

avec  lim  e(/z)  = 0.  Si  l’on  considere  l’accroissement  A / = /(x0  + h) -/(x0)  de  la 
h — > 0 

fonction  / depuis  le  point  d’abscisse  x0,  celui-ci  est  donne,  en  premiere  approximation 
(c’est-a-dire  pour  h petit)  par  la  valeur  prise  par  la  differentielle. 
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Approximation  des  grandeurs  physiques 

Le  developpement  de  Taylor  va  nous  etre  tres  utile  en  physique. 


En  effet,  le  physicien  elabore  des  « modeles  »,  correspondant  a un  comportement 
« ideal  » pour  lequel  il  existe  des  lois  simples. 

L’examen  des  ecarts  a ces  lois,  lorsqu’ils  sont  mesurables,  permet  d’acceder  a la  con- 
naissance  du  phenomene  complexe. 

Exemples 

Electronique  : AO  ideal  = lim  AO  reel  lorsque  p — > 
avec  p coefficient  d’amplification  de  l’AO. 

Thermodynamique  : gaz  parfait  = lim  gaz  reel  lorsque  P — » 0 . 

Mecanique  newtonienne  d’une  particule  de  vitesse  v : domaine  de  validite  lorsque 
v « c (vitesse  de  la  lumiere  dans  le  vide). 

Optique  : propagation  rectiligne  de  la  lumiere  dans  un  milieu  homogene  : domaine  de 
validite  X « R (X  = longueur  d’onde,  R rayon  du  diaphragme).  C’est  l’approxima- 
tion  de  l’optique  geometrique  qui  permet  de  negliger  le  phenomene  de  diffraction  par 
le  diaphragme. 

Dans  certains  cas  l’utilisation  du  developpement  de  Taylor- Young  permet  de  modeli- 
ser  le  phenomene  au  voisinage  de  x0. 

• Approximation  au  premier  ordre 

Elle  est  obtenue  en  negligeant  les  termes  au-dela  du  ler  ordre. 

On  approximera  /(x)  par  /(x0)  + (x-x0)/'(x0)  soit  ax+b. 

C’est  l’approximation  lineaire  du  physicien  : la  courbe  est  remplacee  par  sa  tangente. 

• Approximation  au  second  ordre 

On  approximera  /(x)  par  /(x0)  + (x-  x0)/'(x0)  + -(x  - x0)2f"(x0) 

soit  ax2  + (3x  + y.  Dans  ce  cas,  la  courbe  est  approximee  par  une  parabole. 

Souvent,  nous  nous  ramenerons  au  developpement  de  Taylor- Young  au  voisinage  de  0 

avec  lim  e(x)  = 0. 
x ->  o 

Les  developpements  suivants  doivent  etre  connus  (on  se  limite  en  general  au  second 
ordre) ; s’il  faut  poursuivre,  on  reprend  la  formule  generale. 

X 2 

(1  +x)“  = 1 + ax  + a(a-  1 ) ■ avec  a positif  ou  negatif,  entier  ou  fractionnaire. 

sinx  = tanx  ~ x. . . (les  termes  suivants  dans  les  deux  cas  sont  du  3e  ordre). 

x2  x^ 

cosx-l-’ ln(l+x)  = x ex=l+x+ 

2 v ’ 2 2 

Le  physicien  choisit  d’approximer  le  resultat  a un  ordre  donne  et  ne  tient  alors  plus 
compte  des  termes  suivants. 

Exemple  : champ  de  pesanteur  g(z ) au  voisinage  du  sol  terrestre. 


f{x)  = /( 0)  + f-J'(O)  + g/"(  0)  + •••  + ^/(n)(  0)  + x”8(x) 
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Expression  generate  de  g(z)  = g0  . + j ■ 

Cherchons  une  expression  approchee  au  premier  ordre  pour  z « R de  : 

( A2 


g(z)  = go  ' 


1 


Ainsi  au  sommet  du  Mont-Blanc  (4  807  m),  en  prenant  g = g0,  on  a une  incertitude 
relative  de  l’ordre  de  1,5  • 10-3. 

Rassurons  immediatement  ceux  qui  sont  genes  de  ne  pas  avoir  pris  le  terme  d’ordre  2. 
Un  calcul  rapide  leur  permettra  de  trouver  : 
f 3z2\ 

g(z)  ~ g0  ■ I 1 - — + — j,  ce  qui  ajoutera  une  incertitude  relative  de  1,7  • 10~6. 

On  remarquera  que  le  terme  d’ordre  2 est  tres  inferieur  au  terme  d’ordre  1 . 

Ce  resultat  est  tres  general : dans  le  developpement  de  Taylor- Young,  le  terme  d’ordre 
n est  inferieur  au  terme  d’ordre  (n  - 1),  ce  qui  justifie  en  physique  de  prendre  un 
nombre  tres  limite  de  termes  (souvent  en  fonction  de  la  precision  souhaitee,  en 
n’oubliant  pas  que  le  physicien  n’a  aucun  besoin  d’une  precision  de  calcul  qui  serait 
superieure  a celle  de  ses  mesures  !). 


Resolution  de  quelques  equations  differentielles 


Preliminaire  : primitive  d’une  fonction 

Soit  F une  primitive  de/. 


Elle  est  definie  par  F'(x)  = f(x ) 

F(x)-F(a)  = 

f(u)du 

a 

ions  d’ecriture  ecrira  le  plus 

Le  physicien  qui  ne  veut  pas  s’embarrasser  de  precaut 
souvent : 

F(x)  - F(a)  = 

f(x)dx 

a 

Equation  differentielle  du  premier  ordre  a variables  separables 


Ce  sont  des  equations  du  premier  ordre  pour  lesquelles  on  peut : 

dx 

-resoudreen  x (t)  x (t)  = — = fx(x,  t) 


- et  separer  les  variables 


= g(t) 


par  integration  par  rapport  a t (on  recherche  une  primitive  H de  h et  G de  g) 
H(x)  = G(f)  + cste. 


MPSI 


Soit  x0  la  valeur  de  x correspondant  a t = t0 


H(x)-H(x0)  = G(t)  - G(f0) 


Exemple : soit  une  particule  de  masse  m soumise  a son  poids  P 
de  Pair  modelisee  par  la  force  / = -Xv2uz.  On  obtient  ma 


mguz  et  a la  resistance 
dv 


m 


dt 


mg-Xv2  par 


projection  de  la  relation  fondamentale  de  la  dynamique  sur  l’axe  z'z.  On  peut  separer  les 
deux  variables  v et  t en  mettant  Pequation  sous  la  forme  : 


m dv 
mg  - Xv2 


dt 


et  pour 


Le  premier  membre  n’est  fonction  que  de  v,  le  second  que  de  t.  II  suffira  alors  de  trou- 

ver  la  primitive  de  chaque  membre,  soit  pour  le  premier  membre  [ — — — — — 
t Jv0mg-Xv2 

le  second  df  avec  v0  la  vitesse  a l’instant  t0. 

Equation  lineaire  du  premier  ordre  a coefficients  constants 


La  forme  generale  est 


ay'(t)  + by(t)  = h(t) 


(E) 


On  appelle  equation  homogene  Pequation  sans  le  second  membre  : 

ay'(t)  + by(t)  = 0 


Pequation  homogene  est  a variables  separables  car  on  peut  ecrire  : 

= --  = -a  d’oii  yAt)  = Ae~at. 
y(t)  a 

La  solution  generale  de  Pequation  complete  est  la  somme  de  la  solution  generale  de 
Pequation  homogene  et  d’une  solution  particuliere  de  l’equation  complete. 

II  ne  reste  plus  qua  trouver  une  solution  particuliere  de  (E)  (peu  importe  laquelle,  la 
plus  simple  fera  Paffaire  !). 

- Si  la  fonction  h est  une  constante  notee  c,  une  solution  particuliere  est  y2  = — ■ 

- Si  h n’est  pas  une  constante,  « on  se  debrouille  » comme  on  peut  pour  trouver  une 
solution  particuliere.  C’est  assez  simple  pour  les  fonctions  polynomes  en  tn  et  pour  les 
fonctions  sinusoidales  ou  Pon  peut  proceder  par  identification. 

Soit  y2  cette  solution  particuliere. 


On  arrive  alors  a : 


y(t)  = y2(t)  + Ae-at 


oil  A est  une  constante  a determiner  a partir  des  conditions  initiales. 


Dans  tous  les  cas,  pour  une  equation  du  premier  ordre,  se  rappeler  qu’il  y aura  une 
constante  a determiner. 


Equation  differentielle  du  second  ordre  lineaire,  a coefficients  constants 

ax"(t)  + bx'(t)  + cx(t)  — f(t) 

De  la  meme  maniere  que  pour  les  equations  du  premier  ordre  : 

la  solution  generale  de  Pequation  complete  est  la  somme  de  la  solution  generale  de 

Pequation  homogene  et  d’une  solution  particuliere  de  Pequation  complete. 
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Si  / est  une  constante  d,  la  solution  particuliere  est  evidente,  c’est  x = - ■ Sinon,  en 
general,  des  considerations  d’ordre  physique  donnent  une  solution  particuliere  (la 
plupart  du  temps,  elle  represente  le  regime  permanent  qui  s’etablit  pour  t suffisam- 
ment  grand). 

• Resolution  de  l’equation  homogene 

Soit  ax"(t)  + bx'(t)  + cx(t)  = 0 (1) 

On  cherche  alors  des  solutions  de  la  forme  x{t)  = Aeat  oil  A,  a e C (ou  IR)  car  les 
mathematiciens  montrent  que  la  solution  la  plus  generale  est  une  combinaison  lineaire 
de  deux  solutions  de  ce  type. 

Recherche  des  valeurs  de  a : x'(t)  = aAeat  etx"(f)  = a2Aeat. 

En  reportant  dans  (1),  il  vient : Aeat(au2  + ba  + c)  = 0. 

L’equation  du  second  degre  dont  a doit  etre  solution  est  dite  « equation  caracteristique  ». 
II  y a trois  cas  possibles  : 


1.  Discriminant  positif  soit  b2  - 4 ac  > 0 

II  y a deux  solutions  et  a2  dans  R,  on  a done  : 


x = Ae“lf+  Be“2t 


Aet  B e R. 


2.  Discriminant  nul  soit  b2  - 4 ac  = 0 

II  y a une  racine  double  a dans  R et  dans  ce  cas  : 


x — (A  + Bt)eaf 


Aet  Be  R. 


(C’est  un  cas  limite,  physiquement  sans  grande  signification.) 


3.  Discriminant  negatif  soit  b2  - 4 ac  < 0 
II  y a deux  solutions  a,  et  a2  dans  C : a = 


- b + ij4ac-  b 2 
2 a 


(On  note  i le  nombre  complexe  tel  que  i2  = -1 . ) On  a alors  : 


x = Aeai'+  Be“2' 


A et  B e C. 


Seules  des  solutions  reelles  peuvent  avoir  une  signification  physique,  a!  et  a2  etant  ima- 
ginaires  conjuguees,  on  peut  poser  a = - X ± ico  et  dans  ces  conditions,  les  solutions 
x(  t)  reelles  sont  de  la  forme 


x = e^^Cj  coscot  + C2sincot) 
x = De_>-tcos(cof  + 4>) 
x = D'e^'sinlcof  + 4>r) 


Cj,  C2,  D,  D',  <(),  (I)'  e 


R 

^1 

ii 

<< 

et 

, 4 ac-b2 

CO2  = 

2 a 

2 a 

II  ne  reste  plus  qu’a  ajouter  une  solution  particuliere  de  l’equation  differentielle  initiale 
et  a determiner  les  valeurs  des  constantes,  a l’aide  des  conditions  initiales. . . 


Dans  tous  les  cas,  pour  une  equation  du  second  ordre,  se  rappeler  qu’il  y a deux 
constantes  a determiner. 
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Elements  de  calcul  vectoriel 

Produit  scalaire  de  deux  vecteurs 

• Definition  - expression 

— ^ > 

Soient  Vj  et  V2  deux  vecteurs  non  nuls  de  composantes  respectives  (X, , Y, , Zt) 
(X2 , Y2 , Z2)  dans  une  base  orthonormee  (ux,  iiy,  u() . Soit  a l’angle  oriente  des  vec- 
teurs Vj  et  V2. 


V,-V2  = V1V2cosa  = XjX2  + YjY2  + ZYZ2 


■ Proprietes 

- Module  du  vecteur  V 


V ■ V = V 
d’ou 


V = Jx2  + Y2  + Z2 


-» 


- Composantes  du  vecteur  V sur  un  axe 

En  remarquent  que  lorsqu’on  ecrit  Vj  ■ V2  = VjV2cosa,  V2cosa  represente  la  pro- 
jection  de  V2  sur  la  direction  de  Vp  la  projection  de  V sur  un  axe  Ox  (resp  Oy,  O z) 
de  vecteur  unitaire  ux  (resp.  ~u  , uz ) s’ecrit : 


V = V ■ u„ 


(resp.  Vy  = V • uy  et  Vz  = V • uz ) 
- Ortho gonalite  de  deux  vecteurs 


Vi±v2«\vv2  = o 


- Derivee  d’un  produit  scalaire 
— ^ — ¥ 

Si  Vj  et  V2  sont  fonctions  du  temps,  alors  : 


H — ^ ^ dVi  — > — > dV2 

di(V  1-V2)  = ^F-V2  + V1-^F 


Consequence  : soit  u un  vecteur  unitaire 


->  -» 

u ■ u — u 
du2 


1 

du 

— = 2u  ■ — 
dt  dt 


0. 


t du  , . ■) 

Le  vecteur  — — est  orthogonal  au  vecteur  u . 
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- Proprietes  metriques  dans  les  triangles 

BC  = BA  + AC 

BC2  = BA2  + AC2  + 2 BA  ■ AC 


BC2  = BA2  + AC2  - 2 BA  • AC  cos  a 


Produit  vectoriel  de  deux  vecteurs 

— > — > 

• Definition  : soit  V2  et  V , deux  vecteurs  non  nuls.  Soit  a Tangle  oriente  des  vecteurs 
— » — > 

Vj  et  V2. 


^ ^ ^ 

V = Vj  a V2  est  un  vecteur  orthogonal  au  plan  defini  par  Vj  et  V2,  oriente  de 

— ^ ^ 

telle  sorte  que  ( Vj , V2 , V ) torment  un  triedre  direct,  de  module  V1 V2 1 sina| . 


• Autres  methodes  pour  definir  le  sens  : 

- regies  des  3 doigts  de  la  main  droite, 

- tire-bouchon  de  Maxwell. 


■ Proprietes 

VV-v,a^ 


Vj  colineaire  a V2  =>  Vj  a V2  = 0 


- Soit  une  base  orthonormee  directe  ( , it2 , i?3) 


ul  a u2 


^3  j U 2 A — U -y  j U 3 A Uj  — ^2* 


->  ->  ->  -> 

- Composantes  de  V dans  une  base  cartesienne  ( ux,  uy,  uz) 

En  utilisant  les  proprietes  enoncees  plus  haut : 

V=VV2  = (Vlxux  + yiyuy  + Vlzuz)A  (V2xux  + V2yuy  + V2zuz) 
V = (Y1Z2-Z1Y2)^  + (Z1X2-X1Z2)^y+(X1Y2-Y1X2)i?z 
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(Xj,  Yj,  Zj),  (X2,  Y2,  Z2)  etant  les  composantes  respectives  de  Vj  et  V2  dans  la 
base  (ux,  uy,  uz). 

On  peut  remarquer  que  chaque  terme  correspond  respectivement  aux  determinants 
2x2: 


Y,  Y2 

Zj  Z, 

Xj  x2 

Zj  Z, 

Xj  x2 

Y,  Y2 

- Moyen  mnemotechnique 

— ^ ^ 

Ecrire  les  composantes  colonnes  des  vecteurs  Vj  et  V2 : 

Ai  a2  On  obtient  le  ler  determinant  (composante  sur  ux ) en  barrant  la 

Yj  Y2  lre  ligne  puis  les  autres  par  permutation  circulaire. 

Zi  Z2 


• Derivee  d’un  produit  vectoriel 

— ^ > 

Si  V,  et  V2  sont  fonctions  du  temps 


• Calcul  de  l’aire  d’un  triangle  ABC 

M(  ABC)  = ^AB  x AC  | sin  a| 
si(  ABC)  = i||^AV2|. 


Produit  mixte  de  trois  vecteurs 

• Definition 

— ) — ) — ) — ) — ) — ) 

Soit  Vj , V2 , V3  trois  vecteurs.  Le  produit  mixte  ( Vj , V2 , V3)  est  defini  par : 


(\^,V2,V3)  = V(V2aV3) 


• Proprietes 

■ (V2  a V3)  = (Vj  a V2)  ■ V3  = V2  ■ (V3  a VJ 

Le  produit  mixte  est  nul  si  deux  vecteurs  sont  colineaires  ou  si  les  trois  vecteurs  sont 
coplanaires. 
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Systemes  de  coordonnees  et  bases 

Soit  un  point  M etudie  dans  un  referential  2 ft.  On  munit  2ft  d’un  repere  d’origine  O, 
d’axes  orthogonaux  Ox,  O y,  Oz. 


Base  cartesienne 


Les  coordonnees  de  M sont  x,  y,  z dans  la  base  car- 
, . -» 
tesienne  ux,  uy,  uz. 

Propriety : uy,uz  sont  fixes  par  rapport  au 

referentiel  2ft. 

OM  = xux  + yuy  + zuz 

Les  donnees  x(  t),  y(  t),  z(  t ) constituent  les  equa- 
tions parametriques  du  mouvement. 


II  est  utile  de  connaitre  l’expression  d’un  petit  deplacement  dM  dans  la  base  ( iix , u , t?z). 


dM  = d xux  + d yu  + dzuz. 

Cette  expression  permettra  de  determiner  le  vecteur 
vitesse : 


-» 

V = 


dOM 
d t 


dx->  d y->  dz-> 

— 7~  U H — -H  H — — U . 

dt  dt  y dt  z 


Elle  permet  egalement  d’exprimer  une  surface  elemen- 
taire  8S  = dxdy  (respectivement  dydz,  dxdz ) 

ainsi  qu’un  volume  elementaire  8t  = dxdydz . 


Base  cylindrique 

Elle  s’obtient  par  rotation  de  iix,  iiy,  iiz  d’un  angle  0 autour  de  l’axe  Oz. 
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Les  coordonnees  cylindriques  de  M dans  la  base  ur,  «e , uz  sont  r,  9 et  z.  En  associant  la 
base  ur,~UQ,uz  au  point  M,  on  obtient  une  base  locale  en  mouvement  par  rapport  a <3i. 

Expression  du  vecteur  position  : OM  = rur  + zuz. 

Les  donnees  r(  f) , 8(f)  etz(f)  constituent  les  equations  parametriques  du  mouvement. 

Expression  d’un  petit  deplacement  de  M dans 
— ^ ^ ^ 

Ur,  Mg,  U 


dzu. ' 


Z * 

dM  = dOM 
Cette  expression  permet  de  determiner  le  vecteur 
vitesse  : 


dri?r  + rd0u^  ■ 


V 


dOM 

df 


dr~^  d0-^>  dz-> 
— ur+  r—Ua  + — m_. 
df  r df  H df  z 


Elle  permet  egalement  de  determiner  : 

- une  surface  elementaire  8S  = r d r d 0 , 

- un  volume  elementaire  8x  = rdrd0dz. 


Cette  representation  est  a utiliser  pour  un  systeme  admettant  une  symetrie  cylindri- 
que  (invariance  par  rotation  autour  de  Oz). 


Base  spherique 

On  l’obtient  par  une  rotation  de  {ux,  iiy,  wl)  d’un  angle  tp  autour  de  Oz,  suivie  d’une 
rotation  d’un  angle  0 autour  de  u^. 
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Dans  cette  base  (ur,  ue , u ),  les  coordonnees  spheriques  de  M sont  r,  0 et  9. 
Expression  du  vecteur  position  : OM  = rur. 

En  associant  la  base  ( ur , u g,  u^)  au  point  M,  on  obtient  une  base  locale  en  mouve- 
ment  dans  <3i. 


Expression  d’un  petit  deplacement  de  M dans 

V 


->  — > — > 
(«r>  Me>  UJ: 


dM  = dOM  = drtq.  + rd0w^  + rsin0  dcpw^. 

Cette  expression  permet  de  determiner  le  vecteur 
vitesse : 

."t  dOM  dr->  d0^  . „ dtp  — > 

V = — - — = — ur+  r—  iia  + rsm0-rcu,n. 
df  d t r dt  0 d t v 


Elle  permet  egalement  de  determiner  : 

- une  surface  elementaire  sur  la  sphere  de  rayon  r : 8S  = r2  sin 0 d0  dcp  ; 

- un  volume  elementaire  : 8t  = r2drsin0d0dcp. 

Cette  representation  est  a utiliser  pour  un  systeme  admettant  une  symetrie  spherique 
(forces  en  / ur  par  exemple). 

Si  0 = constante,  on  retrouve  des  coordonnees  polaires  pour  p = rsin0  ettp. 

Si  9 = constante,  on  retrouve  des  coordonnees  polaires  pour  r,  0. 


Operateur  gradient 

Definition 

Soit  U une  fonction  scalaire  d’un  point  M de  l’espace.  Lors  du  deplacement  dM  du 


point  M de  M en  M',  MM'  = dM,  U varie  de  dU  = U(M')-U(M). 

Le  vecteur  gradU  est  defini  par  dU  = gradU  • dM. 

Exemple  : U peut  etre  une  energie  potentielle  Ep  : dEp  = gradEp  • dM. 

Proprietes 

• Considerons  une  surface  telle  que  quel  que  soit  M appartenant  a cette  surface, 
U(M)  = constante.  Alors  pour  tout  petit  deplacement  sur  cette  surface, 

dU  = 0 = gradU  • dM. 

gradU  est  done  perpendiculaire  a cette  surface. 
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Exemple : dans  le  cas  d’une  energie  potentielle,  la  surface  pour  laquelle 
Ep(M)  = constante  est  appelee  « equipotentielle  ».  gradEp  est  done  perpendiculaire 
a la  surface  equipotentielle. 

• Soit  maintenant  U et  U + dU,  deux  surfaces  equipoten- 
tielles  differentes  contenant  M et  M'  avec  MM'  = dM. 
dU  = gradU  • dM. 

gradU  • dM  > 0 cosa  > 0 avec  a e [0,  jt/2]. 


Alors  dU  > 0 et  gradU  est  oriente  dans  le  sens  des  U 
croissants. 


M' 


'U  + dU 


Expression  dans  les  differentes  bases 

• Base  cartesienne 

dM  = MM'  = OM'-OM  = dOM  = dx-ux  + dyt/y  + dzuz. 

Soient  A,  B,  C les  composantes  de  gradU  sur  (ux,  u , ut) : dU  = Adx  + Bdy+Cdz. 
D’autre  part : U = U(M)  = U(x,  y,  z) 


ou 


du 

dx 


resp 


dU  dU 
' d y’  dz 


,TT  dU,  dU,  dU, 
dU  = tt— dx  + tt— dy  + tt— dz 
ox  dy  dz 

represente  la  derivee  partielle  de  U par  rapport  a x,  y et  z res- 


tant  constants  (resp.  par  rapport  a y,  x et  z restant  constants,  par  rapport  a z,  x et  y res- 
tant  constants). 

Par  identification : 

j T T dU  — > dU  — > dU  — > 

gradU  = tt—  ur  + -rr-  uv  + u„. 

dx  dy  y dz 


• Base  cylindrique 

La  methode  est  la  meme.  Attention  a l’expression  : dM  = drur  + rddu^  + dzuz. 

dU^  . ldU^  . dU^ 
r< 

• Base  spherique 

Attention  dM  = drur  + rd0w^  + rsinBdtpwt. 


gradU 


d r“r+  rde"0+  d z“r 


gradU 


Linearite  de  la  fonction  grad 

grad(Uj  + U2)  = gradUj  + gradU2 
grad(A.U)  = ^.gradU. 


<P‘ 

du^  , ldu^  , 1 du^ 

d r“r+  r d9  + rsin9  dep  M<p  ’ 


-> 
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Notation  del  ou  nabla 


On  definit  l’operateur  del  ou  nabla,  en  coordonnees  cartesiennes  par  : 


-» 

V 


->  d ->  d ->  d 

UxTx  + Uydy  + Uzdz' 


Applique  a la  fonction  scalaire  U(M) : 


V U(M) 


• au 

c dx 


->  au  h>  au 

Uy  dy  + Uz  dz  ' 


Coniques 

Equations  des  coniques  en  coordonnees  polaires 
(r  = OM  > 0,  0 = (Ox,OM)) 

Soit  un  point  F appele  foyer  et  une  droite  (A)  appelee  directrice  associee  (F  £ (A)). 
Une  conique  est  le  lieu  des  points  dont  le  rapport  des  distances  a F et  a la  droite  (A) 
est  constant.  Ce  rapport  est  appele  excentricite  e de  la  conique. 

Suivant  les  valeurs  de  e,  on  distingue  le  type  de  conique  : 


e < 1 

e = 1 

e > 1 

ellipse 

parabole 

hyperbole 

La  droite  (A)  divise  le  plan  en  deux  regions  notees  (1)  et  (2). 
• ler  cas  : le  point  M de  la  conique  appartient  a la  region  (1). 


Cherchons  l’equation  de  la  branche  de  conique  appartenant  a cette  region  du  plan  en 
coordonnees  polaires : 


MK  = FH  - rcos0 


FH  - rcosB 

r(l  + ecos0)  = ex  FH. 
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On  pose  e x FH  = p : parametre  de  la  conique 


1 + ecos0 

• 2e  cas  : le  point  M de  la  conique  appartient  a la  region  (2). 


_ MF  r 

MK  rcos0-FH 
r(l  - ecos0)  = -eFH 


- 1 + ecos0 

equation  de  la  branche  de  conique  apparte- 
nant  a la  region  du  plan  ne  contenant  pas  F. 


Etude  de  differentes  coniques 

• e < 1 : ellipse 

L’ ellipse  possede  un  centre  de  symetrie  O et  deux  foyers  F et  F'  (OF  = OF'  = c ) 
FOF'  est  l’axe  focal  de  l’ellipse. 

On  definit  son  demi  grand  axe  OA  = OA'  = a,  son  demi  petit  axe  OB  = OB'  = b. 


■ Son  equation  en  coordonnees  polaires  est : 

avec  e < 1 0 e [0,  2jt]  (l’ellipse  appartient  a la  region  (1)). 

1 + ecos0 


Pour  0=0 
0 = n 


l+e 


1-e 


r + r 

, • = 2 a 

ce  qui  permet  de  retrouver  p = a(l-e2). 
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- Aire  de  Y ellipse 


si  = nab 


- Remarque : choix  de  Y axe  polaire 

L’axe  focal  F'OF  n’est  pas  forcement  confondu  avec  l’axe  polaire. 

Si  l’axe  focal  fait  un  angle  (p  avec  l’axe  polaire,  l’equation  de  1’ellipse  en  polaire  s’ecrit : 

r — P 

1 + ecos(0  - <p) 


On  retrouve  que  pour  9 = tp,  r - = rmin,  ce  qui  caracterise  le  point  A qui 

appartient  bien  evidemment  a l’axe  focal. 


Application  : mouvement  des  planetes  autour  du  Soleil. 

Si  le  texte  du  probleme  n’impose  pas  d’axe  polaire,  on  choisira  celui-ci  confondu  avec 
l’axe  focal. 

- Equation  cartesienne  de  Yellipse 


a2  b2 


- Definition  geometrique  de  Yellipse 
C’est  le  lieu  des  points  M tels  que  : 


MF'  + MF  = 2 a 

- Propriete  geometrique 

La  tangente  en  un  point  M de  1’ellipse  est  la  bissectrice  exterieure  de  l’angle  F'MF . 


• e > 1 : hyperbole 

L’hyperbole  possede  un  centre  de  symetrie  O et  deux  foyers  I et  I-'. 
On  definit  toujours  a = OA  = OA' 
c = OF  = OF'. 

On  a toujours  : e =-;  p = a(e2  - 1). 

1 2 

Par  contre  a2  - -b2  + c2. 
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En  physique,  le  point  materiel  en  mouvement  ne  decrit  qu’une  des  branches  de 
l’hyperbole. 

- Si  la  branche  decrite  appartient  a la  region  ( 1 ) : 


1 + ecos0 

les  asymptotes  sont  definies  par  cos  0 = — - • 

Applications : mouvement  d’une  sonde  spatiale, 
attraction  electrostatique. 
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Memento 


Memento 


- Equation  cartesienne  de  Vhyperbole 


X2  yl  _ 


b2 

- Equation  des  asymptotes 

y 


+ -X. 

a 


|MF'-MF|  = 2 a 


n 


A 0/ 


- Definition  geometrique  de  Vhyperbole 
C’est  le  lieu  des  points  M tels  que 

- Propriety  geometrique 
La  tangente  en  un  point  M est  la  bissectrice  interieure  de  Tangle  F'MF 


/b 

a 


A' 


• e = 1 : parabole 


- Equation  en  coordonnees  polaires 
r = — — — car  la  parabole  appartient  a la  region  (1)  de  l’espace. 

1 + COS0 

8 e ] - n,  n [ 


FA  = a — AH ; p = 2a. 

Application  : mouvement  de  certaines  cometes. 
- Equation  en  cartesienne 

y2  = 2 px 


MPSI 


x y 


P&rlie 


i 


1 


Mecanique  1 


Exercice  101 


0 Risque  de  collision  au  freinage 

1.  Line  voiture  rouLe  a une  vitesse  constante  V0  en  Ligne  droite.  Au  temps  t=  0,  Le 
conducteur  apergoit  un  obstacle,  mais  il  ne  commence  a freiner  (avec  une  decelera- 
tion constante  de  7,5  m • s~2)  qu'au  bout  d'un  temps  e = 0,6  s.  Calculer  la  distance 
parcourue  par  le  vehicule  depuis  I'instant  initial  jusqu'a  I'arret. 

Application  numerique  : V0  = 54  km  • h~\  puis  V0  = 108  km  • h-1. 

2.  Deux  voitures  se  suivent  sur  une  route  droite,  a une  distance  d,  et  roulent  a la 
meme  vitesse  constante  V0.  A I'instant  t-  0,  la  premiere  voiture  commence  a freiner 
avec  une  deceleration  o,  la  seconde  voiture  ne  commence  a freiner  qu'au  temps 
t = e = 0,6  s avec  une  deceleration  b. 

Quelle  condition  doit  satisfaire  d pour  que  la  seconde  voiture  s'arrete  en  arriere  de  la 
premiere  ? 

Application  numerique  : V0  = 108  km  • h"1,  a = 7,5  m • s-2  et  b = 6m-  s~2. 

La  condition  trouvee  est-elle  suffisante  pour  garantir  qu'il  n'y  aura  pas  collision  entre 
les  deux  voitures  (pour  des  valeurs  differentes  de  V0,  e,  a et  b...)  ? 

Pourquoi  cette  condition  est-elle  suffisante  avec  les  donnees  numeriques  fournies  ? 

1.  de  f&ut  sav oir 


• Mouvement  a acceleration  constante. 

• Equation  horaire. 

1.  de  cju’i]  faut  coinpTehdTe 


• II  est  astucieux  de  resoudre  la  premiere  question  en  tenant  compte  de  la  deuxieme  : 
on  prendra  des  notations  telles  qu’il  ne  soit  pas  necessaire  de  refaire  plusieurs  fois  le 
meme  calcul. 

• Pour  la  deuxieme  question,  il  faut  prendre  en  compte  les  differentes  phases  du  mou- 
vement, avec  des  conditions  initiates  pertinentes. 

:i>  Solution 

1.  On  peut  prendre  l’origine  des  abscisses  a la  position  de  la  voiture  a la  date  t = 0 : elle 
parcourt  une  distance  x1  = V0e  avant  de  freiner  - avec  une  acceleration  - a 
( a constante  > 0)  a partir  de  la  date  f,  = 

Pour  t > fp  le  mouvement  est  caracterise  par  une  vitesse  : 

V = x = -a(t- fj)  + V0 

et  une  position  x = - ^ a{t- t^2  + V0(t- tj)  + xx  (1) 

compte  tenu  des  conditions  initiates  ci-dessus. 
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Vn 


L’ arret  est  obtenu  lorsque  V = 0,  soit  t-tl  = — ■ 

En  reportant  cette  valeur  dans  l’expression  de  x(  t) , on  obtient  la  distance  d’arret  D : 

1 (V  0v  -Vn 


D = --a  - + V0— - + xt ; 

2 \ a ) a 


Application  numerique : 

V0  = 54  km  • h^1  = 15  m ■ s_1,  d’ou  : D = 24  m. 

V0  = 108  km  • h_1  = 30  m • s-1,  d’ou  : D = 78  m. 

2.  L’equation  horaire  de  la  premiere  voiture  est  donnee  par  la  relation  (1),  en  faisant 
q = 0 et  = 0 : 

x(t)  = -~at2  + V0t; 
fV  (A 

et  elle  s’arrete  a l’abscisse  x2  = x — , soit : 


Vo 

x,  = — 

2 2 a 

A la  date  f = 0,1a  seconde  voiture  etait  a l’abscisse  - d , e t a la  date  q = 8 , elle  etait  done 
a l’abscisse  x1  = -d  + V08. 

La  relation  ( 1 ) donne  alors  pour  la  seconde  voiture  une  position  (avec  a remplace  par  b) : 


x'(t)  = --fr(f-q)2  + V0(f-q)  + V0e-d; 


V„ 


ce  qui  donne  une  distance  x'2  parcourue  jusqu’a  l’arret  (a  la  date  t = q + ) : 


X2  " 2b  + V°£  d ' 


La  condition  demandee  correspond  a x'2  < x2  (on  neglige  les  dimensions  des  voitures, 
assimilees  a des  points  materiels. . soit : 

A 


V« 

— + V0£  - d C 


Vo. 

2a 


jVlfi  n „ 

d ^ ■; + Vn8 

2 {b  a)  0 


Soit,  avec  les  valeurs  donnees  : d > 33  m. 

Cette  condition  n’est  pas  suffisante  : il  suffit  d’imaginer  une  situation  telle  que  b > a, 
avec  d < V0£. 
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La  seconde  voiture  heurte  la  premiere  avant  meme  le  debut  de  son  freinage,  alors  que 
la  condition  trouvee  peut  etre  verifiee  ! 

Mais  si  b < a,  la  condition  trouvee  est  effectivement  suffisante.  En  effet,  la  seconde  voi- 
ture se  rapproche  alors  constamment  de  la  premiere  (la  difference  des  vitesses  x'—x 
reste  toujours  positive  ou  nulle)  : c’est  done  lorsqu’elles  sont  arretees  que  leur  distance 
d est  minimale. 


^ Projectile  soumis  au  frottement  de  I'air 

Un  projectile  M de  masse  m est  Lance  dans  un  plan  vertical  (0 xz)  avec  une  vitesse 

— > 

initiate  V0  faisant  un  angle  0 avec  1'horizontale  Ox.  Ce  referential,  Lie  a la  surface  de 
la  Terre,  sera  suppose  galileen,  et  ('acceleration  g de  la  pesanteur  constante.  Ce  pro- 
jectile est  soumis  de  plus  a une  force  de  frottement  due  a fair,  force  que  L'on  peut 
mettre  sous  La  forme  Ff  = -k  ■ V avec  k > 0 et  V vitesse  instantanee  du  projectile. 

1.  Etablir  les  equations  du  mouvement : on  introduira  La  constante  de  temps  t = j- 
Montrer  que  la  trajectoire  du  projectile  admet  une  asymptote  verticale,  et  que  sa 
vitesse  tend  vers  une  Limite  \l{  que  L'on  precisera. 

Exprimer  alors  les  vitesses  et  position  du  mobile  en  fonction  de  t,  t,  0,  V0  et  Vt. 

2.  Calculer  Le  temps  ts  necessaire  au  projectile  pour  atteindre  le  sommet  S de  sa  tra- 
jectoire, et  donner  La  position  de  S. 

71 

Application  numerique  : 0 = 2'  V0  = V(  : calculer  1'altitude  de  S,  et  comparer  a 
L'altitude  atteinte  lorsqu'on  neglige  le  frottement  de  fair. 

1.  Ce  cfu’il  faut  savoir 

Point  de  cours 

• Loi  fondamentale  de  la  dynamique. 

Outil  mathematique 

• Resolution  d’equation  differentielle  du  premier  ordre  avec  second  membre. 

■ 2.  Ce  cfu’il  faut  doinpr ehdYe 

1.  On  appliquera  la  loi  fondamentale  de  la  dynamique  au  projectile  M assimile  a un 
point  materiel.  La  vitesse  limite  peut  etre  trouvee  directement  en  cherchant  a quelle 
condition  1’acceleration  a s’annule.  On  pourra  integrer  l’equation  differentielle  sous 
sa  forme  vectorielle  et  projeter  les  expressions  ob tenues  pour  V et  OM  . 
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2.  A cause  du  freinage  du  a Fair,  la  trajectoire  etudiee  doit  se  situer  « au-dessous  » de 
la  trajectoire  parabolique  « classique  » obtenue  en  l’absence  de  frottement. 


3.  Solution 


1.  La  loi  fondamentale  de  la  dynamique  appliquee  au  point  Maun  instant  f s’ecrit 


ma 


mg-kV.  On  trouve  directement  que  a = 0 <=>  V = constante. 


Ce  qui  est  realise  pour  mg  - kV 
m 

ou  encore  en  posant  t = — 


(?  soit 


— ^ 

-> 

v; 

= n 

— > 
V, 


mg 

k 


Point  methode 

dP 

En  ecrivant  le  principe  fondamental  sous  la  forme  — = ZF  , on  obtient  directe- 

^ d t 

ment  une  equation  differentielle  en  V : 


-> 

dp 

dV 

■* 

dt 

= m—— 
dt 

= mg  - kV 

Resolvons  maintenant  l’equation  differentielle 


— ^ 

dV  krf  ->  m 

dt  m r k 


dV  V 
dt  + T 


V, 


Resolvons  l’equation  differentielle  vectorielle  : 

->  — > ->  -l 

V(t)  = V,  + Ae  T. 

^ ^ 
Le  vecteur  A est  defini  par  la  condition  initiale  V = V0  a f = 0 : A = V0  - V; 


V(t)  = yl+(v0-yl)e~ i 


(i) 


En  integrant  une  nouvelle  fois  par  rapport  a t,  on  obtient : 


OM(f)  = V,f  + (V0-V;)(-T)e  T + B. 
B est  defini  par  la  condition  initiale  OM  = 0 a t = 0 : 

B = x(V0-Vt) 


d’oii 


OM(t)  = V;t  + T(V0-V,)  1 - e 


(2) 
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d’ou  en  projection  sur  (ux,  uz),  avec 
— > — > 

V;  =-V;Mz  (V;  est  un  module...) : 


VI 


Vx  = Vocos0e  T 


Vz  - -V;  + (Vosin0  + V;)e  * 


On  retrouve  bien  sur  que  pour  t — > °° 
— > 

V ->■  V; 


OM 


x = tVocos0|  1 - e t 


z = -V;f  + T(Vosin0  + V;)  1 - e 


Lorsque  f — » x — > xlim  = TVocos0  ce  qui  correspond  bien  a une  asymptote 

verticale. 


z 


2.  Le  sommet  S de  la  trajectoire  est  determine  par  Vz  = 0,  ce  qui  correspond  a une 

t, 

date  ts  telle  que  : 0 = - V;  + (Vosin0  + V;  )e  T 


soit : 


t c = Tin 


V, 


1 + -jsin0 
V / 
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et,  en  reportant : 


xs  = tVocos0 


1 + — ^ sin  9 


V, 


-tv,  i„(i  + ^Si„e)  + T(v0,i„e  + v,)  ■ (i  - VoSinVe'  + V)) 


( Vn 

z5  = TVosin0  - tV;  ln|^l  + ^-sin0 

si  0 = ^ et  V0  = +V;,  ilvient: 
xs  = 0 

z5  = TV;  - TV;  ln2  = xV/(l-ln2)’ 

En  l’absence  de  tout  frottement  de  l’air,  le  mouvement  sur  l’axe  Oz  devient : 

z = ~g 


z = -gf  + V0,  d’ou  ts’  = 


Vo 

g 


z = -^,gt2  + V a* 


et 


Vo 

= Z (t*'}  = 2g' 


Pour  comparer  les  altitudes  de  S et  S',  exprimons  zs  en  fonction  de  V0  et  g : 

t2 


d’ou : 


\r  t - m V'  V<A  Vn 

V,  = V o et  T = T = — = — }:  zs 

kg  g)  g 


= 2(1  -ln2)  # 0,6. 


-( 1 - ln2) 


zs  < zs'  : le  resultat  est  bien  coherent ; en  presence  de  frottement  le  point  materiel 
monte  moins  haut. 


© Deux  mouvements  sur  la  meme  trajectoire 

A.  Un  mobile  M decrit  une  helice  circulaire  d'axe  Oz,  son  mouvement  etant  defini  en 
coordonnees  cylindriques  ( r , 0,  z)  par  les  equations  : 

r=R  0 = co  t z = H ■ ^1  - 
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expressions  dans  lesquelLes  R,  co  et  H sont  des  constantes  positives.  On  pourra  poser 
|_| 

h = — ■ Le  mobile  part  a L'instant  t = 0,  et  fait  un  tour  complet  avant  d'atteindre 
Le  plan  z = 0. 

1.  Exprimer  La  vitesse  V du  mobile,  dans  La  base  associee  aux  coordonnees  cyLindriques. 
Preciser  son  moduLe  et  son  orientation. 

Calculer  La  Longueur  de  La  trajectoire  pour  un  tour  du  mobile. 

Representer  La  trajectoire  dans  un  plan,  en  portant  R0  sur  L'axe  horizontal  et  z sur 
L'axe  vertical. 

2.  Exprimer  de  meme  L'acceLeration  A du  mobile. 

Que  peut-on  dire  du  produit  scalaire  A • V ? QueLLe(s)  concLusion(s)  peut-on  en  tirer  ? 
B.  Le  mouvement  de  M est  maintenant  defini  par  Les  equations  : 

r = R 0 = lat*  2 z = H • fl-  — ) 

2 V 2n) 

a etant  une  constante  positive. 

1.  Qu'y  a-t-il  d'inchange  et  qu'y  a-t-il  de  change  par  rapport  au  mouvement  precedent  ? 

2.  Exprimer  le  vecteur  vitesse  dans  La  base  des  coordonnees  cyLindriques  ; en  deduire 
son  moduLe. 

1.  de  cju’i]  faut  savoir 

• Vitesse  et  acceleration  en  coordonnees  cylindriques. 


2.  Cfe  c[u’i]  faut  doinpr ehdre 


A.  1.  II  s’agit  de  mettre  la  vitesse  sous  la  forme  V = V ■ uT  («T  unitaire),  en  preci- 
sant  chacun  des  deux  termes. 

Le  systeme  de  coordonnees  choisi  facilitera  l’interpretation  geometrique,  la  grandeur  V 
restant  constante. 

2.  L’ acceleration  A se  deduira  des  expressions  classiques  de  ses  composantes  en  coor- 
donnees cylindriques. 

B.  1.  Dans  tout  mouvement,  on  peut  distinguer  la  trajectoire  (parcours  geometrique), 
et  l’equation  horaire  du  mobile  sur  celle-ci : dans  le  cas  present,  seule  l’equation 
horaire  est  modifiee. . . 

2,  Les  calculs  sont  analogues  a ceux  du  A.  1.  La  remarque  precedente  permet  de  pre- 
voir  une  partie  du  resultat : le  vecteur  est  inchange. 
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3.  Solution 


A.  1.  La  vitesse  V a pour  expression  generale,  dans  la  base  des  coordonnees 
cylindriques  : 


V 


• — > • ? 

r ur  + r9  ue  + z uz. 


Ici  r = 0,  9 = CO  et 


■ _ dz  d9  _ H ■ 
Z d9  df  2 n 


-h  co 


d’oii : 


— 7 — > — > 

V = Rco  Mg  - /zco  wz 


et  Mg  et  m^  etant  orthogonaux : 


V = ||  V ||  = V(Rco)2  + (hco)2 


V = coVR2  + h2 


(V  = constante). 


Point  cours 

z , 

Composition  des  mouvements : 

Le  mouvement  peut  se  decomposer  en  un  mouvement  de 

K 

translation  selon  0 z,  de  vitesse  Vtr  = z u2  et  en  mouve- 

ment  de  rotation  autour  de  Oz  a la  vitesse  angulaire  9 

x\  M 

— > • -» 

— y 

(vecteur  rotation  Q = 9 uz). 

0 

Uz 

— > — > /zco  h 

Dans  le  plan  ( He,  mz),  la  direction  de  V est  donnee  par  tana  = — = -— • 

Rco  R 

C’est  done  une  direction  fixe  de  ce  plan. . . 

Ecrivant  V = V • uT  ( uT  est  done  oriente  dans  le  sens  du  mouvement,  puisque 
V > 0),  le  vecteur  a pour  composantes  sur  et  uz  : 


cos  a 


sma  = - 


Rco  _ R 

v Jr  2 + h2 

h(0  _ -h 
v ” J R2  + h2 
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L’abscisse  curviligne  sur  la  trajectoire  est  determinee  par  — 1 = V,  soit,  puisque  la 

at 

vitesse  V est  constante  : 


s = V • f = mjR2  + h2  (avec  s(0)  = 0 ). 

Pour  un  tour  du  mobile,  9 = cot  = 2jt,  ce qui  donne pour s : 

5(0  = 271)  = 1 = 2njR2  + h2. 


On  peut  representer  la  trajectoire  dans  un  plan,  en  posant  X = R0. 


On  a alors  z = H - — -9  = H - h ■ — • 

2n  R 

La  trajectoire  est  representee  par  une  droite  de 
h 

pente  - — qui  fait  done  un  angle  a avec  l’axe  OX. 
R 

Cette  representation  correspond  a « derouler  » la 
surface  laterale  du  cylindre  (axe  Oz,  r = R)  sur 
lequel  est  tracee  la  trajectoire  reelle  du  mobile 

(x  = R0  = Rcot  = j'  V • uQ  • df  j. 


A.  2.  L’ acceleration  A a pour  expression  generale,  dans  la  base  des  coordonnees 
cylindriques : 

A = (r- r82)  ur  + (2f0  + r9)  u'q  + z uz 
ce  qui  donne,  en  tenant  comp  te  de  r =0,  8 = C0etz  = -/tC0: 

A = - Rco2  ur 


Point  cours 

On  peut  obtenir  l’acceleration  en  derivant  directement  l’expression  de  la  vitesse  : 

d«e 
d t 


— > 

V = coR  u 


e ' 


, ^ dV 

coli  u =>  A = ——  = coR- 
z dt 


d Uq  ■ > 

avec  = - 0 ur  , il  vient  A = -co2Rnr. 


On  constate  immediatement  que  A • V = 0 : l’acceleration  est  done  purement  normale, 

car  le  mouvement  etudie  ici  est  uniforme  ( V = cte.  =>  = o\ 

V dt 


B.  1.  La  relation  entre  z et  0 est  inchangee : la  trajectoire  reste  done  la  meme,  et  sa 
representation  plane  (z  en  fonction  de  R0)  egalement. 

Le  vecteur  , defini  a partir  de  la  trajectoire,  ne  change  pas,  mais  les  expressions  de  V 
et  A seront  differentes,  puisque  l’equation  horaire  est  differente. 
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B.  2.  Le  calcul  est  le  meme  qu’au  A.  1.,  en  tenant  compte  de  la  nouvelle  expression  de 

9 = at  (au  lieu  de  co...)- 

> 

Done  V = Raf  tig  — hat  u, 

et  V = at  ■ JR2  + 1i2. 


(Q)  Pendule  simple 


Un  pendule  simple  est  constitue  d'une  corde  inextensible  et  sans  masse  de  longueur 
/ a LaqueLle  est  suspendu  un  point  materiel  M de  masse  m. 


/ 


y 

-» 

9 


m 


,ZL 


-» 


L'autre  extremite  est  fixee  en  un  point  0,  et  Le  point  M se  deplace  dans  Le  plan  vertical  Oyz, 

v — > — > 

A 1'instant  initial,  on  lance  M,  fit  tendu,  avec  une  vitesse  horizontale  V0  = V0uy. 
Que  peut-on  dire  du  mouvement  uLterieur  de  La  masse  m ? 


l.  de  cju ;il  faut  savoir 

• Theoreme  de  l’energie  mecanique. 

• Loi  fondamentale  de  la  dynamique. 

• Acceleration  pour  un  mouvement  circulaire. 


112.  de  cju ;il  f&ut  doinprehdre 

Le  fil  etant  initialement  tendu,  la  masse  m amorce  un  mouvement  circulaire  de  centre 
O et  de  rayon  l.  Son  altitude  augmentant  elle  gagne  en  energie  potentielle  de  pesanteur 
et  correlativement  elle  perd  en  energie  cinetique. 

A priori,  trois  cas  peuvent  se  produire. 

• La  corde  reste  tendue  et  le  mouvement  du  pendule  est  oscillatoire 


Chapitre  1 - Mecanique  1 (39 


Exercice  104 


Exercice  104 


• La  corde  reste  tendue  et  le  mouvement  du  pendule  est  revolutif,  ce  qui  exige  une 
energie  initiale  suffisamment  importante. 

• La  vitesse  V0  est  trop  faible  pour  qu’un  mouvement  revolutif  ait  lieu  et  trop  forte 
pour  que  le  mouvement  soit  oscillatoire.  La  corde  finira  par  se  detendre. 


3.  Solution 


• On  peut  rapporter  la  vitesse  V a V0  et  la  tension  T 
du  fil  a mg  (T  = mg  a l’equilibre)  et  definir  ainsi  les 
V T 

variables  reduites  — et  — > variables  sans  dimen- 

V0  mg 

sion  qui  vont  dependre  de  0 et  du  parametre 

,2 


V, 


0 


T|  = — j (grandeur  egalement  sans  dimension  que 

8l 

l’on  peut  former  a partir  de  V0,  g,  l grandeurs  carac- 
terisant  le  probleme  physique). 


m 


O 


-> 

g 


— > 

v„ 


• Determinons  — = /(q,  0)  tant  que  la  corde  reste  tendue  : 
^0 

La  corde  etant  tendue,  le  point  materiel  decrit  un 
— ^ ^ 

arc  de  cercle  et  la  tension  T ne  travaille  pas  ( T 

perpendiculaire  au  deplacement).  II  en  resulte  la 

conservation  de  l’energie  mecanique  du  systeme  : 

Em  = Ec  + Ep  = \mS\-mgl 

(origine  de  l’energie  potentielle  prise  en  O) 


Er  = 


1 1 2 

-mgz  =>  -mV2-mglcosQ  = - mV0-mgl . 


Soit : 


v V 2 

yj  =1+^(cos0-1) 


(1) 


Traqons  la  courbe  0 — > /(0)  = l + -(cos0-l). 
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• Determinons  la  tension  T = g(r|,  0)  de  la  corde  tendue  : 
D’apres  la  loi  fondamentale  de  la  dynamique,  on  a en 
projection  sur  ur : mar  — -T  + mgcosQ 

V2  V2 

avec  ar  = — — > d’ou  : T = mgcosQ  + m — ■ 

T V2 

Soit  — = cos0  + — - 

gl 


mg 


T 


etavec(l)=> — = cos0  + q 
mg 


1 + — ( COS0  - 1) 


O 


Finalement : 


— = 3cos0  + r|  - 2 
mg 


(2) 


Trains  la  courbe  0— » g(0)  = 3cos0  + r)-2. 


Discussion 

■ ler  cas  : mouvement  revolutif. 

La  corde  doit  etre  toujours  tendue  et  la  vitesse  ne  doit  pas  s’annuler  ce  qui  exige  : 
r|  - 5 > 0 (T  > 0)  et  1 - ^ > 0 (V2  > 0). 

Soit  en  definitif : r|  > 5. 

■ 2e  cas  : mouvement  non  revolutif  et  la  corde  reste  toujours  tendue. 

On  observe  alors  des  oscillations  entre  des  valeurs  extremes  +0max . II  faut  done  que 
l’on  ait : V2(0max)  = 0 et  T(0)  > 0 pour  0e  (0,  0max). 

Ti 

La  fonction  V2(0)  s’annule  pour  0 = 0V  tel  que  cos0v  = 1--2-  De  meme,  la  fonc- 

2 TI 

tion  T(0)  s’annule  pour  0 = 0T  tel  que  cos0T  = - - y 

Ces  deux  valeurs  n’ existent  que  pour  q < 4.  D’autre  part,  la  condition  cherchee 
impose  0V  < 0T  (0  e [0,  Jt]),  la  vitesse  devant  s’annuler  avant  que  la  tension  ne 
puisse  le  faire.  II  faut  done  que  l’on  ait : 


cos0v  > cos0T : 


i-n>2_n 


2 3 3 

ce  qui  donne  6 - 3q  > 4 - 2r)  =>  i)  < 2.  Dans  ces  conditions,  on  obtient  un  mou- 


vement pendulaire  d’ amplitude  inferieur  a ^ ^0max  = Arcos^l  - ^ 
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■ 3e  cas : 2 < T)  < 5 . 

71 

La  corde  finit  par  se  detendre  pour  une  valeur  de  0 comprise  entre  - et  n.  La  tension 

s’annule  avant  la  vitesse  (0V  > 0T).  La  suite  du  mouvement  est  celui  d’une  particule 
de  masse  m dans  le  seul  champ  de  pesanteur  (mouvement  parabolique)  du  moins  tant 


que  le  fil  reste  detendu. . . La  corde  se  detend  pour  0 = 0T  = Arcos 


V 3 


Conclusion 


0 


mouvement  pendulaire 

0 < emav « ? 


la  corde  se  detend 


mouvement  revolutif 


-3 


© Pendule  dont  le  fil  casse 

Un  pendule  simple  - masse  m,  fil  de  longueur  /,  inextensible  et  de  masse  negligeable 
- est  suspendu  en  un  point  fixe  0 et  Lache  sans  vitesse  initiale  depuis  une  position 
ou  Le  fil  est  horizontal  et  tendu.  Soit  h La  distance  entre  Le  point  0 et  Le  sommet  de 
La  trajectoire  decrite  ensuite  par  La  masse  m. 

1.  Donner  qualitativement  le  domaine  de  variations  de  h. 

2.  Determiner  h. 
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1.  Ce  cfu’il  f&ut  s&.voir 

• Conservation  de  Tenergie  mecanique. 

• Loi  fondamentale  de  la  dynamique. 

■ 2.  de  cju’il  f&ut  doinpr ehdYe 

II  est  inutile  de  determiner  l’equation  de  la  trajectoire  pour  repondre  a la  question. 

Entre  le  point  de  depart  et  le  point  atteint  a l’instant  ou  le  fil  casse,  la  masse  m n’est 
soumise  qua  son  poids  et  a la  tension  du  fil  qui  ne  travaille  pas.  La  conservation  de 
Tenergie  mecanique  permet  de  relier  la  vitesse  et  l’altitude. 

A partir  du  moment  ou  le  fil  casse,  la  masse  uniquement  soumise  a son  poids  a une 
trajectoire  parabolique.  On  pourra  remarquer  que  lors  de  ce  mouvement,  la  compo- 
sante  horizontale  de  la  vitesse  est  conservee. 


3.  Solution 


1 . Notons  a Tangle  dont  aura  tourne  le  fil  avant  qu’il  ne  casse.  Quand  a — » 


7t 

2 ' 


h = l. 


La  vitesse  en  B est  horizontale.  La  masse  m decrit 
une  portion  de  parabole  de  sommet  B. 


Quand  a — > 7t  : h — > 0. 

B La  vitesse  en  B est  nulle.  La  masse  m decrit  la  ver- 
"*  ticale  a B puisqu’elle  n’est  soumise  qua  son  poids. 


2. 


% 


Point  cours 

Considerons  un  point  materiel  soumis  a des  forces  conservatives  (done  derivant 
d’une  energie  potentielle.  Leur  travail  elementaire  est  8 W = -dEp  ) et  a des  forces 
non  conservatives  dont  le  travail  elementaire  est  8W'.  Appliquons  au  point  M le 
theoreme  de  l’energie  cinetique  : 

dEcin  = 8W  + 8W'  = - dEp  + 8W' 
d(Ecin  + Ep)  = SW'. 

Ecin  + Ep  constitue  Tenergie  mecanique  du  point  M. 

La  variation  d’ energie  mecanique  du  point  M est  egale  au  travail  des  forces  non 
conservatives  s’appliquant  a M.  Si  ces  forces  non  conservatives  ne  travaillent  pas, 
alors  Tenergie  mecanique  du  point  M se  conserve. 
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Le  mouvement  de  la  masse  m,  soumise  a son  poids  et  a la  tension  du  fil,  s’effectue  dans 

le  plan  vertical  contenant  le  fil  a l’instant  initial : ma 

Le  poids  est  une  force  conservative. 

— ^ 

La  tension  T du  fil  ne  travaille  pas.  II  y 
a done  conservation  de  l’energie  meca- 
nique  du  point  M. 

Ecin  + Ep(m^)  = constante. 

► Point  methode 

Calcul  de  l’energie  potentielle  dont  derive  une  force  conservative  : 

On  reviendra  a la  definition  / = -gradEp.  Lorsque  le  probleme  est  a un  degre  de 

dimension,  on  exprimera  cette  relation  dans  une  base  possedant  un  vecteur  unitaire 

L ->  — > dE  — > 

colineaire  a / . Ainsi,  pour  le  poids,  P = mg  = -mguz  = — r1  u , 


d z 


d’oii  E = mgz  + constante. 


Choisissons  A pour  origine  de  l’energie  potentielle  et  ecrivons  l’energie  mecanique  en 
A,  B et  S : 


Ecin  + Ep 


= 0 + 0 = - mglcos^a  - ^ j (1) 


= - mgh. 

Or,  entre  B et  S,  ou  seul  le  poids  intervient,  la  projection  horizontale  de  la  quantite  de 

. t , LdP  V 

mouvement  est  conservee  — = mg 
V df 


et:  Vs  = VBcos(3  = VB  • sina 


d’oii : 

Or  d’apres  (1) : 
soit : 

Commentaire 


v; 

h = — 
2 g 


VBsin2a 
2 S 


2 

VB  = 2 gl  ■ sina 


l sin3  a 


Pour  a 


et  a = 7t , on  retrouve  les  resulats  du  1. 


J 


Enroulement  d'un  fil  sur  un  cylindre 

Un  point  materiel  M,  de  masse  m est  mobile  sans  frottement  sur  un  plan  horizontal. 
II  est  attache  a une  ficelle  (de  masse  negligeable  et  inextensible)  qui  s'enroule  sur 
un  cylindre  d'axe  vertical  et  de  rayon  a. 
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InitiaLement,  La  masse  m est  Lancee  avec  une 
vitesse  V0  perpendiculaire  a La  ficeLLe,  qui  est  ten- 
due,  et  de  Longueur  i0.  Soit  0(f)  L'angLe  dont  s'est 
enrouLe  Le  fil  a L'instant  t. 

1.  Preciser  La  vitesse  - moduLe  et  orientation  - 
du  mobiLe  a La  date  t. 

2.  En  deduire  La  Loi  0(f)  du  mouvement.  Au  bout 
de  combien  de  temps  Le  point  M touchera-t-iL  Le 
cyLindre  ? Commenter. 


1.  Ce  cfu'il  faut  savoir 


• Coordonnees  polaires. 

• Theoreme  de  l’energie  cinetique. 

• Loi  fondamentale  de  la  dynamique. 


2.  de  cju ;il  faut  doinpr ehdre 


1.  On  construira  la  base  polaire  ur,  ue  permettant  de  reperer  le  point  1(f)  ou  la  ficelle 

— > — > 

quitte  le  cylindre  ( ur  porte  par  OI ). 

On  ecrira  OM  = 01  + IM,  et  on  montrera  que  la  vitesse  V du  point  M est  perpen- 
diculaire a IM  et  done  au  fiL 

On  en  deduira  que  la  vitesse  garde  une  norme  constante  V0. 

2.  La  loi  0(f)  et  l’instant  t1  se  deduisent  directement  des  resultats  precedents. 

II  faudra  s’assurer  que  la  ficelle  reste  tendue  au  cours  du  mouvement.  On  cherchera 
done  a determiner  sa  tension  T(f),  et  le  probleme  physique,  tel  qu’il  est  pose,  n’a  de 

II  — 

sens  que  si  ||  T ||  reste  borne . . . 


3,.  Solution 


1.  Dans  le  referentiel  terrestre  (suppose  galileen),  le  mobile  est  soumis  a trois  forces  : 

— ^ 

son  poids  et  la  reaction  du  plan  (qui  se  compensent),  la  tension  T du  fil  qui  incurve 
la  trajectoire  de  M vers  le  cylindre. 

La  ficelle  restant  tendue  la  partie  libre  IM  est  un  M 

segment  de  droite  tangent  en  I au  cylindre. 

Reperons  ce  point  I par  l’angle  0 ( cf  figure)  et 


— > — > 

introduisons  la  base  polaire  (ur,  we). 


On  a:  OM  = OI  + IM. 


x Y 
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D’ou  : V (M)  = Vj  + j-f(I~M). 

Or  V]  = ciQuq  et  IM  = lus  =>  ^(IM)  = iue  + l-  (-Qur). 
Finalement  V(M)  = (a0  + l)ue  - lQur . 


II  reste  a traduire  que  la  longueur  de  la  ficelle  est  invariable,  soit : 
l0  = l(t)  + a0(t)  =>  0 = i+  aQ. 


Des  lors  on  obtient : V (M)  = — Z0ur  (1) 

Cette  vitesse  reste,  a chaque  instant,  perpendiculaire 

au  brin  IM  de  la  ficelle.  II  en  resulte  que  la  tension  T 
qu’exerce  le  fil  sur  la  masse  m ne  travaille  pas. 

L’ application  du  theoreme  de  la  puissance  cinetique 

au  point  materiel  M donne  alors  : 

dEc 

-j—  = = Q (le  poids  et  la  reaction  du  support 

se  compensent) 

II  — ^ I 

d’oii  Ec  = cste  et  ||V  (M)|| 

En  conclusion  on  a : 


M 


V0- 


V (M)  = -V0ur 


(2) 


2.  La  loi  du  mouvement  s’ obtient  immediatement  en  comparant  (1)  et  (2). 

Z0  = V0  et  l + aQ  - l0 . 

D’ou  en  eliminant  Z(  t ) entre  ces  deux  equations  : 

(/0  - «0)  0 = V0  (3) 

Equation  differentielle  en  0(t)  qui  s’integre  immediatement  (avec  l - l0  e t 0 = 0 a 
f = 0)  : 02 

IqQ  - a—  = V0t 


L 2Vn 

ou  encore  02-2  — 0H 1 

a a 


0-^ 


K 2V0^ 


0 =>  I 0 - — I = -. ~t  (4). 

V aj  a2  a 

La  solution  physique  est  alors  donnee  par  (la  ficelle  s’enroule  sur  le  cylindre  et  0(t) 
croit  avec  t)  : 


0(f) 


1-1- 


2V0af 

l2 
1 n 


(5) 


Le  point  M arrivera  au  contact  du  cylindre  (si  le  probleme  physique  a un  sens)  lorsque 
fl0  = Z0  , soit  a l’instant  f,  tel  que  ( cf  (4)  ou  (5)) : 


/ 


2V0a 
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Commentaires 


On  aurait  pu  essayer  d’evaluer  t1  a partir  d’arguments  simples  defmissant  des  ordres  de  grandeur. 

Z0 

Une  fois  la  ficelle  totalement  enroulee  autour  du  cylindre.  Tangle  9 aura  varie  de  A0  = — ■ 

V0 

D’autre  part  la  vitesse  angulaire  0 vaut  — sur  un  voisinage  de  t = 0+. 

‘o 

On  peut  done  penser  que  le  temps  t1  cherche  va  dependre  des  grandeurs  l0,  a,  V0  defmissant 

A0  ( l0/a  \ l20 

le  probleme  physique  selon  : t,~  — ~ \ • 

0o  aV0 

On  retrouve  ainsi  les  variations  pertinentes  de  f,  avec  Z0,  a et  V0. 

I2 

II  reste  a remarquer  que  Z diminuant  9 va  augmenter  et  qu’en  identifiant  tl  = on 

aV0 

aboutirait  a une  surevaluation  de  tv  De  fa^on  plus  precise,  entre  les  instants  t et  t + d t,  on 
aurait : 


d0 


dZ 


(d0  > 0 et  dZ  < 0) 


-dZ 


D’ou : dt  = — = — = ~4rIdl  et  \ 'dt  = — h-\°ldlz 
0 V0  flV0  Jo  flV0J/0 


2 aV„ 


I 


• La  resolution  precedente  suppose  que  la  ficelle  demeure  constamment  tendue  et  que 
la  situation  physique  envisagee  reste  realiste.  II  nous  faut  done  calculer  la  tension  T(  t) 
de  la  ficelle. 


On  a bien  T > 0 pour  0 < t < tl , et  la  ficelle  reste  effectivement  tendue.  Cependant 
Texpression  de  T nous  montre  que  T — » °°  quand  t — » t\  ce  qui  n’est  pas  coherent 
(dans  cette  modelisation  - point  materiel  M sans  dimension...  - la  ficelle  casserait 
avant  de  s’etre  completement  enroulee. . .). 

99  /n 

On  a pour  t = — t,  l = — et  T = 10Tn... 

F 100  1 10  0 
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© Anneau  coulissant  sur  un  cercle 
Analyse  de  portraits  de  phase 


Une  circonference,  de  rayon  a,  est  situee  dans  un  plan  vertical  et  tourne  a vitesse 
anguLaire  Q constante  autour  de  son  diametre  vertical.  Sur  cette  circonference,  un 
petit  anneau  M,  assimilable  a un  point  materiel  de  masse  m,  glisse  sans  aucun  frot- 
tement.  Sa  position  sur  le  cercle  est  reperee  par  I'angle  0 que  fait  le  rayon  CM  avec 
la  verticale  descendante  ( cf . figure). 

Le  referential  terrestre  est  suppose  galileen, 
et  I'acceleration  de  la  pesanteur  est  notee  g. 

En  posant  COg  = - et  X = l'equation 
0 ®0 

differentielle  du  mouvement  de  la  masse  m sur 
la  circonference  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

0(t)  = cOgSin0(^cos0  - 1)  (1) 

l'equation  de  conservation  de  l'energie 
mecanique  dans  le  referentiel  lie  a la  circon- 
ference peut  s'ecrire  : 

^02  + cOgU(0)  = K (constante)  (2) 
avec  u(0)  = 1 - cos0  - ^Asin20. 

u(0)  represente  au  facteur  mga  pres  l'energie  potentielle  du  systeme  avec  : 
m = 5 ■ IQ-2  kg  ; g = 9,8  m • s-2 ; a = 0,39  m. 


0 

1.  En  analysant  la  courbe  — = y(0)  (fig.  2)  donnee  pour  une  valeur  particuliere 
COg 

de  X,  montrer  qu'il  y a dans  ce  cas  trois  types  possibles  de  mouvement  de  L'anneau. 
A I'aide  de  la  figure  1,  representant  u(0)  pour  differentes  valeurs  de  X,  montrer  que 
chaque  type  de  mouvement  correspond  a un  domaine  precis  de  l'energie  mecanique  : 
preciser  les  Limites  de  ces  differents  domaines. 


0 

2.  La  figure  3 represente  - en  fonction  de  0 avec  co  = co 0Jl-X. 

Determiner  la  valeur  de  X correspondant  a I'ensemble  de  ces  courbes. 

Pour  quelles  valeurs  du  coefficient  K = — — I'oscillation  de  l'anneau  est-elle  a peu  pres 

mga 


sinusoi’dale  ? 


0 

3.  La  figure  4 represente  — en  fonction  de  0 pour  X = 1.  L'oscillation  de  l'anneau 

COg 

est-elle  approximativement  sinusoi'dale  ? 
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0 


CO 

y-3 . 

O 

J 1 j 1 

2 2,3  , 3~'\  9 

v \ \ \ \^-l- 

Fig.  3 

1.  de  <ju’il  faut  sav oir 

• Energie  cinetique  - energie  potentielle  - conservation  de  E energie  - oscillations. 

• Portrait  de  phase. 

12.  de  cpx’i]  faut  doinpreh^re 

1.  Le  portrait  de  phase  9 = /( 9)  permet  d’etudier  qualitativement  un  mouvement. 
Les  courbes  d’energie  potentielle  permettent  egalement,  en  utilisant  la  conservation  de 
l’energie  mecanique,  de  prevoir  des  oscillations. . . 

2.  En  choisissant  des  variables  reduites,  le  portrait  de  phase  d’une  oscillation  harmo- 
nique  est  un  cercle. . . 


50)  Partie  1 - Physique  MPSI 


3.  Autour  d’une  position  d’equilibre  stable,  les  oscillations  ne  sont  pas  forcement  sinu- 
so'idales. 


3.  Solution 


Point  cours 

Le  portrait  de  phase  represente  9 au  facteur  — pres  en  fonction  de  9. 

®o 

Des  oscillations  se  caracterisent  par  un  changement  de  signe  de  9 en  9max  et  done 
par  des  courbes  fermees. 

Pour  9 > 0,  9 augmente  jusqu’a  9max,  alors  9 = 0 puis  9 < 0,  done  9 diminue 
jusqu’a  - 9max  (s’il  n’y  a pas  de  frottement). 

Au  contraire,  si  9 garde  un  signe  constant,  9 varie  toujours  dans  le  meme  sens,  il 
n’y  done  pas  d’oscillations. 


1.  On  reconnait  trois  types  de  mouvements  sur  la  figure  2. 

(a)  Courbes  fermees,  interieures  a la  courbe  en  huit  passant  par  l’origine.  II  s’agit 
d’oscillations  autour  de  positions  d’equilibre  differentes  de  9 = 0. 

(b)  Courbes  fermees,  entourant  l’origine.  II  s’agit  d’oscillations  autour  de  la  position 
d’equilibre  9 = 0. 

(c)  Courbes  non  fermees,  9 garde  un  signe  constant : l’anneau  fait  le  tour  complet  sur 
le  cercle,  9(t)  croit  indefiniment,  9(f)  est  periodique. 

Etudions  les  courbes  d’energie  potentielle.  Les  minima  correspondent  aux  positions 
d’equilibre. 


Alors  = 0 = sin  9 - /„ sin  9 cos 9.  L’anneau  est  done  en  equilibre  pour  sin 9 = 0 

d9  l 

soit  9 = 0 ou7tetpour9  = ±9e  avec  cos9e  = r- , ces  dernieres  positions  n’existant 

X 

que  si  X > 1 . 

d.^  w ^ ? 

Le  signe  de  ——  permet  d’etablir  la  stabilite  des  positions  d’equilibre. 
d92 


d2u 

dO2 


= cos9  - ^cos29  + ?isin29  = cos9  + X - 2^.cos29 


9 = 7t  est  une  position  d’equilibre  toujours  instable 


— 1 — A,  < 0. 


9 = 0 est  une  position  d’equilibre  stable  si 


' f— 1 

vd92J, 


e = 0 


( d2tA 

VdO^Je  = J 

1 - X > 0 done  pour  X < 1 . 


9e  = Arccos^-  est  une  position  d’equilibre  stable  si  ( 


1 - 2 


^x>0 


sif^l 

vd92J 

done  pour  X > 1,  e’est-a-dire  lorsque  cette  solution  existe. 

Les  courbes  de  la  figure  2 ont  done  ete  tracees  pour  une  valeur  de  X > 1 qui  permet 
d’ observer  des  oscillations  autour  des  positions  d’equilibre  9e  et  -9e. 
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L’energie  potentielle  a done  la  forme  suivante  : 


• Si  Em  < 0,  il y a possibility  d’oscillations  autour  des  positions  0e  ou  -0e  — > courbe  (a). 


Point  cours 

Em  = constante  est  representee  par  une  droite  horizontale.  Or  Em  = Ecin  + Epot  et 
Edn  0.  Seuls  les  points  tels  que  Em  - Epot  & 0,  e’est-a-dire  Epot  =£  Em,  sont 
possibles  pour  le  systeme. 


• Si  0 < — 21-  <2,  il  y a oscillations  autour  de  0 = 0 =>  courbes  (b). 
mga 


• Si  — 21  > 2,  Tangle  0 peut  prendre  toutes  les  valeurs  possibles,  il  y a mouvement 
revolutif  — > courbes  (c). 


2.  Les  courbes  de  la  figure  3 correspondent  a une  seule  cuvette  de  potentiel  autour  de 
l’origine  done  X 1 . Chaque  courbe  correspond  a des  conditions  initiales,  done  des 
valeurs  de  K,  differentes. 

On  fait  une  mesure  pour  0 = 0 et  0 = 0max  sur  une  courbe  donnee  (*  par  exemple 
1 ■ 2 

sur  la  fig.  3)  : -0max  = K car  u( 0)  = 0,  puis  une  mesure  pour  0 = 0 et  0 = 0max 
sur  la  meme  courbe. 

co^l  - cos0max-  ^sin20maxj  = K. 


Pour  0 = 0 sur  la  courbe  (*),  on  lit 
meme  courbe  0max  = 2,3  rad. 


co0Vl  -X 


2 et  pour  0„ 


0,  on  lit  sur  la 


de 


K = ^02max  = |x22x  ©o(l  -X) 
K = cOgf  1 - cos2,3  - ^?isin22,3 


on  tire 


X = 0,2 


La  figure  3 a done  ete  tracee  pour  X = 0,2. 
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Point  methode 


La  conservation  de  l’energie  s’ecrit : -92  + CG \\  1 - cos0  - ^?isin20  ] = K. 


02 

Pour  0 petit,  1 - cos0  ~ — ; sin0  ~ 0. 


1 A2 


02 


Alors  -0"  + C0Qy(l  -X)  = K. 

Si  Ton  represente  0 en  fonction  de  0,  on  obtient  une  ellipse. 


On  a egalement 


+ = 

CO2  CO2 


{X  < 1 et  co2  = c0q(1  -X)). 


0 J2K 

Si  l’on  represente  — en  fonction  de  0,  on  obtient  alors  un  cercle  de  rayon  ~ • 

co  co 


0 

On  a choisi  id  de  representer  — (variable  reduite)  pour  obtenir  un  cercle  lorsque  les 
oscillations  sont  sinuso'idales.  On  voit  que  l’on  obtient  des  oscillations  sinusoi'dales 
pour  des  amplitudes  0max  inferieures  a environ  1 rad  ce  qui  correspond  aKS  0,39  C00. 
Soit  une  energie  mecanique  Em  = Kina2  ^ 0,39  x gma. 

Application  numerique : Em  0,075  J. 

0 

3.  La  figure  4 represente  — en  fonction  de  0. 

C00 

Quelle  que  soit  la  valeur  de  K,  les  courbes  ne  sont  manifestement  pas  des  ellipses  : 
l’oscillation  de  l’anneau  n’est  jamais  sinusoidale. 

Ici  la  courbe  qui  represente  w(0)  pour  X = 1 presente  un  « meplat  » en  0 caracteris- 

(dhA 

Id  02Je 


tique  d’une  derivee  seconde 
0 = 0 nous  donne  alors  : 


= 0.  Le  developpement  limite  de  u autour  de 


2 0 = 0 


u(0)  = «(0)  + f^l 


dQ/e  = o 


0 + 


\(  d 2u 

2ld0^;« = 


02  + o(02) 


e = o 


] =0  puisque  0 = 0 est  position  d’equilibre 

uvJq = o 

\ - X = 0 pour  X = 1 

d027e  = o 

w(0)  n’est  done  pas  parabolisable  et  les  oscillations  ne  sont  pas  sinuso'idales. 
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@ Ralentissement  cTune  voiture 

Une  automobile  de  masse  m = 103  kg  est  equipee  d'un  moteur  d'une  puissance 
maximaLe  Pm  = 50  kW.  Avec  cette  puissance,  la  voiture  atteint  la  vitesse  maximale 
Vm  = 144  km  • h_1.  En  supposant  que  les  forces  de  frottement  que  subit  la  voiture 
sont  essentiellement  dues  a I'air,  et  de  la  forme  f - -kv2  ( v etant  la  vitesse,  et  k 
une  constante),  calculer  le  temps  t necessaire  pour  que,  en  roue  Libre  (moteur 
debraye),  la  voiture  ralentisse  de  sa  vitesse  maximaLe  jusqu'a  la  moitie  de  cette 
vaLeur.  QueLLe  est  la  distance  d parcourue  pendant  ce  temps  ? 

Quelle  distance  la  voiture  parcourra-t-eLLe  avant  de  s'arreter  ? Que  pensez-vous  de  ce 
resultat  ? 


Solution 

Lorsque  le  moteur  est  debraye,  la  voiture  est  soumise  uniquement  a la  force  de  freinage 
due  a Fair  (poids  et  reaction  du  sol  se  compensent).  D’apres  le  theoreme  du  centre 
dv 


d’inertie : m 


df 


-kv2. 


V„ 


Equation  a variable  separable  que  l’on  integre  de  0 a T , v variant  de  Vm  a — 


vm 

m rT  dv 

k Jv  v2 


soit 


m 

kV~ 


Determinons  k en  appliquant  le  theoreme  de  la  puissance  cinetique.  Lorsque  la  voiture 
roule  a vitesse  constante  Vm,  la  puissance  du  moteur  sert  a vaincre  la  force  de  frotte- 
ment soit : = 0 = Pm  + P(/(Vm)) 

d oil  Pm  = -P (/(VJ)  = -(-kV2J  ■ Vm 


soit  k = — — et 
V3 

m 

L’ application  numerique  donne  : T = 32  s. 

La  loi  d’ evolution  de  la  vitesse  se  determine  de  facon  analogue.  Pour  un  instant  t 
quelconque : 

dv 
vm  v2 

1 ( . t 


m rv  dv 
fcJv„  v2 


mf  1 1 

soit  t = -T  — 
k\  v V„ 


1 


d’oil  - = ry-f  1 4 — f I = rj-l  1 + 

v Vmv  m ) VnA  t 


Enfin 


V„ 


1 + ■ 


expression  d’ou  l’on  deduit  la  distance  parcourue  : x=  [ v(t)dt 

Jn 


.t  V 

— 21-dt  soit  x 

Jn 


10l  + f- 


TVmln(  1 + -J. 
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Done  a F instant  t = T,  la  voiture  aura  parcouru  une  distance  : 


d = xVmln2  = p mln2 


Soit  numeriquement  d = 887  m. 

D’apres  les  calculs  precedents,  la  vitesse  decroit  mais  ne  tend  vers  zero  que  pour  t ten- 
dant  vers  l’infini,  et  x(f  — » °°)  — » +°°,  ce  qui  est  manifestement  irrealiste. 

Cela  provient  du  « modele » choisi  pour  representer  les  forces  de  frottements 
(/  = - kv1  2) : la  force  de  frottement  tend  trop  rapidement  vers  zero  aux  basses  vitesses. 


(Q)  Mouvement  sur  un  axe  dans 
un  champ  gravitationnel 

Une  particule  de  masse  m est  assujettie  a se  depla- 

cer  sans  frottement  sur  un  axe  z'z.  ELLe  est  soumise  ^ v 

a La  reaction  de  1'axe  et  au  champ  gravitationnel  de  z'  \ ^ z 

La  masse  M (fixe)  placee  au  point  A.  On  note  a la  o : 0 

distance  de  A a L'axe  z'z.  1 

A 1'instant  initial  t = 0,  la  particule  se  trouve  en  A 

0 (projection  de  A sur  L'axe)  avec  une  vitesse  : 

v0  = v0^z  (vo  > 0). 

1.  Que  peut-on  dire  du  mouvement  uLterieur  de  La  particule  ? 

2.  Dans  le  cas  ou  le  mouvement  reste  borne,  determiner  ses  caracteristiques  lorsque 
la  particule  reste  localisee  au  voisinage  du  point  0.  On  notera  T0  la  periode  d'un  tel 
mouvement  et  on  en  donnera  L'expression. 


Solution 


1.  Le  mouvement  s’effectuant  sans  frottements,  appliquons  le  theoreme  de  l’energie 

cinetique.  La  seule  force  intervenant  dans  ce  theoreme  correspond  a l’interaction  gra- 
vitationnelle  entre  les  masses  M et  m. 


Cette  interaction  est  associee  a une  energie  potentielle 
Ep  donnee  par  l’expression  : 


On  a done  -mv2 
2 


'SM  m 


r 


'SMffl 

r 

= cste  = K. 


/ 

z 


A 
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Exercice  109 


La  constante  est  determinee  par  les  conditions  initiates  : 


a t = 0,  v 


,,  , 1 , ‘SM m 

vn  d ou  -mv~ 

0 2 r 


-mvn-  ■ 


‘SMm 


Ce  qui  s’ecrit  encore  v2  = Vq 


2<gM 


H) 


(i) 


_ . , . . ,.  2 ^ 2cSM  T1  . . . 

Cette  quantite  reste  positive  des  que  v0  > II  apparait  amsi  une  valeur  critique 


v,  de  la  vitesse  definie  selon  : 


a 

2C§M 

a 


Pour  v0  = vc  la  constante  K a une  valeur  nulle,  ce  qui  donne  dans  ce  cas  v2  = v2  ■ 
et  la  particule  va  a l’infini  oil  sa  vitesse  s’annule. 

L’ equation  (1)  devient : 


v2  = (v0-vc)  + v; 


.2  a 


(2) 


Deux  cas  sont  alors  envisageables  : 

• v0  3=  vc  : d’ou  v2  S®  0 pour  tout  r.  La  particule  va  a l’infini  sa  vitesse  diminuant  de  la 
valeur  v0  a la  valeur  7vo  ~ vc- 

• V0  < vc  : la  relation  (2)  fait  apparaitre  une  valeur  limite  rl  de  r ou  la  vitesse  s’annule  : 


r1  est  defini  par  0 = 


2 2 ^ 

■vt  + vi-  =>  r,  = 


1 - 


O 


F'  B 


a 


-> 

F 


Dans  un  premier  temps,  la  particule  se  deplace  du 
point  O (vitesse  vQ)  au  point  B de  cote  zB  telle  que 

zB  = - a2  (vE  = 0).  En  ce  point,  la  projec- 

— ^ -) 

tion  F'  sur  l’axe  Oz  de  la  force  F n’est  pas  nulle. 

Le  point  B ne  correspond  pas  a une  position  d’equi- 
libre  et  la  particule  va  rebrousser  chemin. 

Elle  repassera  aux  memes  points  avec,  d’apres  (2),  une  vitesse  de  meme  module  mais 
de  sens  oppose.  Elle  decrira  finalement  un  mouvement  periodique  entre  les  points 
extremes  B(zb)  et  B'(-zb). 

2.  Le  mouvement  devant  rester  borne,  cela  exige  v0  < vc. 

11  s’effectuera  dans  un  voisinage  du  point  O d’autant  q m 

V0  ' r *■ 

plus  reduit  que  le  parametre  T)  = — est  petit  devant 

Vc 

l’unite.  En  effet,  on  a : a < r <r]  = 


1 -r|2 


a 

a ;• 


L’equation  (2)  se  reecrit  en  fonction  dezselon  (r  = *]a2  + z2  etv  = z) 
•z2  = (Vq-v2)  + v2  (3) 


1 + -2 

a1 
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Et  pour  |z|  « a on  a 


1 + : 


2a 2 


+ o(z3) 


(3)  devient,  a l’ordre  considere  : z2  H — —.z1  # cste  (4) 

2 a 1 

Cette  derniere  relation  s’identifie  a l’equation  energetique  d’un  oscillateur  harmoni- 

V 

que  libre  non  amorti  de  pulsation  propre  CG0  = — 1—  ■ 

J2a 


2k 

Soit  une  periode  T0  = — : 
C0n 


T0  = 2jc- 


ij 2 


Remarque 

v0 

Lasolutionapprocheea(4)estz(t)  = — sinco0f  puisque  z(0)  = 0 etz(O)  = v0.  On 

, , ®°  v0 

est  bien  dans  le  cadre  des  petits  mouvements  pour  — « a,  soit  encore  : 


C0n 


— « 1 


v0  « vc 


(q  « 1 comme  il  se  doit). 
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Particule  dans  une  cuvette 

Une  particuLe  M de  masse  m peut  se  depiacer 
sans  frottements  sur  un  cercie  vertical  de  cen- 
tre 0 et  de  rayon  a.  ELLe  est  reiiee  au  point  A 
Le  plus  haut  du  cercie  par  un  ressort  sans 
masse,  de  raideur  k et  de  longueur  a vide  [Q. 
— > > 

On  note  0 I'angle  (Ox,  OM)  et  on  prendra 

—K  < 0 < 7t. 

1.  Justifier  que  La  position  0 = 0 est  une  posi- 
tion d'equilibre.  Etudier  simplement  sa  stabilite. 


2.  a.  Determiner,  par  application  du  theoreme  de  L'energie  cinetique,  L'integrale  pre- 
miere du  mouvement : 


-mo20  + 


, 0 , n2 
2ocos--/0 


■ mga  cos0 


cte 


b.  Denombrer  les  positions  d'equilibre  possibles  pour  La  masse  m.  Tracer  Les  courbes 
donnant  |0eq|  (pour  0eq  * 0 ) en  fonction  de  pour  des  valeurs  de  la  grandeur  ^ 
egales  a 0,5  puis  0,8. 
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3.  a.  Etudier  La  stabilite  des  positions  d'equiLibre  0e^O  Lorsqu'elles  existent.  On 
verifiera  que  L'on  a : 


d01 2  Jee*o 


= ka2[  1 


mg 

ka 


2 


9e 

2 


b.  On  fait  — = 0,4. 

2 a 

a)  Representer  La  fonction  0 — > Ep(0)  pour  des  vaLeurs  de  ^ egales  a 0,2  ; 0,6 
puis  1.  Commenter. 

|3)  On  prend  - 0,2.  Determiner  La  puLsation  D.  des  petites  osciLLations  par  rapport 

KQ  


aux  positions  d'equiLibre  stabLes.  Donner  La  vaLeur  de  Q.  en  fonction  de  co0  = 


Solution 


1.  Le  point  B (0  = 0)  constitue  une  position 

d’equilibre  pour  laquelle  la  reaction  normale  R du 
support  s’ajuste  pour  equilibrer  L’action  du  poids 


P = mgux  etduressort  F = -k(  AB  - l0)ux . 


On  aura  0 = Rux  + mg  ux  ■ 


o /“x  • 

k(AB-l0)ux. 


Pour  etudier  la  stabilite  de  cet  equilibre,  envisa- 

geons  un  petit  deplacement  par  rapport  a cette 

position  et  appliquons  au  point  materiel  le 

theoreme  du  moment  cinetique  au  point  O (on 
— ^ 

elimine  ainsi  la  reaction  R qui  passe  par  O). 

do  (O)  7771 

v ' - OMa(F  + mg)  (1) 


df 

oil  o (O) 


ma2Qm 


On  a OM  a mg  - -mga  sin  0ut 

— > 0 _» 

et  OM  a F = nFsin2  M, 

ou  F = fc(AM  - Z0)  ( F > 0 pour  AM>Z0). 

L’ equation  (1)  s’ecrit  alors  : 

ma2Q  = -mgasinQ  + fca(AM  - Z0)sin 


0 


A 


K 


o 


11  suffit  alors  de  se  limiter  aux  petites  valeurs  de  0 (0eq  = 0). 
Ainsi  au  premier  ordre  en  0,  le  second  membre  s’ecrit : 

- mgaQ  - ka[l0  - AM(0  = 0)]^- 
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On  a done,  a cet  ordre  avec  AM(0  = 0)  = 2 a : 


ma2Q  # - vigaQ  - ka(l0  - 2a) 


e’est-a-dire  : 


0 = 

ma 


mg- 


La  position  d’equilibre  0 = 0 est  stable  si  l’equation  precedente  s’identifie  a celle  d’un 
oscillateur  harmonique.  Ce  qui  est  le  cas  pour  : 

. , ( k 

mg  > kI  a - — 

Conclusion 

• Pour  lQ  > 2a,  0 = 0 est  toujours  une  position  d’equilibre  stable,  le  poids  et  la 

force  du  ressort  agissent  dans  le  meme  sens  (forces  de  rappel). 

• Pour  l0<2a,  le  poids  (force  de  rappel)  et  la  force  du  ressort  agissent  en  sens  inverse. 
Deux  cas  peuvent  alors  se  presenter  : 

>1  — — 0 = 0 stable 

ka  2 a 

<1  — — 0 = 0 instable. 

ka  2 a 


2.  a.  Le  mouvement  de  M s’effectuant  sans 
frottements,  il  y a conservation  de  l’energie 
mecanique  Em  = Ec  + Ep. 

L’energie  cinetique  du  point  M se  deplacjant  sur 
Fare  de  cercle  de  centre  O s’ecrit  simplement : 

E = -m(aQ)2  = -ma2Q2 
c 2 2 

(puisque  v = aQu^  ). 

L’energie  potentielle  a deux  origines,  l’une  liee  a la  pesanteur,  l’autre  au  ressort,  d’oii : 
ip(pesanteur)  + Ep(ressort) 

E ( pesanteur)  = —mgx  (origineenO) 


avec 


Ep(ressort)  = ^fc[AM-/0]2. 


Or  AM  = 2AH  = 20Acos  - = 2acos- 

2 2 


Finalement : E (0)  = -mgacosQ  + -k 


(-7t  < 0 < it). 

0 


2ucos — I, 


La  conservation  de  l’energie  se  traduit  alors  par  l’equation  : 


1 

rl. 

r 0,1 

2 1 

-ma20  + 

2^ 

2a cos  - - /0 

- mgacosQ 

= Em  = cste 

(1) 
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2.  b.  Les  positions  d’equilibre  correspondent  ici  aux  extremums  de  l’energie  poten- 

dE 

tielle  E (9).  Les  valeurs  de  0 cherchees  verifient  done  — £ = 0. 


Soit : 

Soit  encore : 
d’oii : 


0 


mgasinQ  - k 2ncos — l0\a sin  - = 0. 


0 


. 0 0 

/ L2  cm  rr\ c . 


0 


sin- cos-  - 2ncos-  - L sin 


. 0 
sin- 
2 


0 


L - 2|  a - I cos 


0. 


La  solution  0,  = 0 est  toujours  position  d’equilibre  (stable  ou  instable).  II  existe  deux 
autres  positions  d’equilibre  02  et-02  sil’equation  l0  = 

solutions  ^avec  02  e (0, 7t)  et  done  y e ^0,  ^ j j. 


k J 


cos—  admetdes 
2 


L 


II  faut  done  que  Ton  ait  — < 1 
M 2 a 


U1S 


, <1-^ 
ka  ka  2 a 

Pour  que  cette  condition  soit  realisee,  il  est  done  necessaire  que  l’on  ait  Z0  < 2a. 


Conclusion 

Domaine  (T)  : trois  positions  d’equilibre  0,  = 0 et  +02 


0, 


avec  cos- 


2U-f 


Domaine  (H) : une  position  d’equilibre  0j  = 0. 
■Courbes|0  I _ y 1 


mg 

ka 


pour  — = 0,5  puis  — = 0,8  : 
2 a 2 a 
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3.  a.  La  stabilite  de  la  position  d’equilibre  0 = 0 a deja  ete  etudiee  ( cf.  1.).  Flacons- 
mg  In 


nous  alors  dans  le  cas  ou  ~ < 1 - — et  considerons  la  position  d’equilibre  0 = 02. 


ka  2 a 

L’ etude  de  la  stabilite  peut  se  faire  en  developpant  la  fonction  E (0)  au  voisinage  de 
0 = 02.  On  a ainsi : 


(0)  = + 1(9-6,)^)  +o[(e- vi. 


dEj 

d0 


£ 


= 0 puisque  02  est  une  position  d’equilibre.  II  nous  faut  alors  calculer  la  deri- 


vee  seconde  de  cette  energie  potentielle. 


dE 

Or  — -L  = mea  sin  0 - ka 
d0 


, 0 , 
2acos — L 


. 0 
sin- 
2 


dE  0 

= (mga-ka2)  sin0  + kal0  sin- 


d’ou 


d2E 


d02 


r = ka2 


mg 

ka 


cos0  + — cos- 
2a  2 


Determinons  enfin  l’expression  de  K 

0 


02 

— — f avec  cos  — 

d02  ye,  2 


♦o 
2 a 


K = ka2 
K = ka2 
K = ka 2 


1 _ U1S 

ka 


1 - 0-2  cos- 


cos© , + cos2  — 
2 2 


ka 


ka_ 


i_mg 


0 


+ cosz 


ka. 


1 - cos2 


0, 


ka2 1 1 - | sin2  - 2 

ka 


-02 

2 


K est  defini  positif  et  les  positions  d’equilibre  ± 02  sont  bien  stables  lorsqu’elles  existent. 
Conclusion 


mg 

ka 


3.  b.  a)  Representons  la  fonction  0 -»  E (0),  soit  encore  ( cf.  2. a.)  : 

.0  W 

2 a 


7(0)  = —7-7-  = cos0  + 2 
ka2  ka 


cos- 

2 
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Exercice  no 


l0  (L 

On  fixe  ici  la  valeur  de  — — = 0,4  et  on  trace  : 

2 a \2a  ' 


0 — > y(0)  = — iq  cos 0 + 2 
pour  les  valeurs  r|  = 0,2 ; 0,6  et  1 :s 


0 . 

cos-  - 0,4 
2 


position  d’equilibre  instable  (maximum  local  de  E ) alors  que  les  valeurs  ±02  de  0 
correspondant  aux  minimums  de  E sont  stables. 


• Pour  T)  = 0,6  on  a 


mg 

ka 


l0 

1 et  les  valeurs  0,  et  0,  = 0 se  confondent.  0 = 0 

2 a 2 1 


est  stable,  mais  la  cuvette  de  potentiel  n’estpas  harmonique  au  voisinage  de  0 = 0. 

ffl  <T  Zq 

• Pour  T)  = 1 il  vient  — ’ - >1 et  le  graphe  nous  montre  qu’il  n’existe  qu’une 

kci  2ci 

seule  position  d’equilibre  0 = 0,  et  qu’elle  est  stable. 


_ £q  TYIQ  -y 

3.  b.  p)  Pour  — = 0,4  et  = 0,2  les  positions  d’equilibre  stable  sont  +02 


2n 


ka 


avec : 


cos  — = 
2 


2 a 


l_mg  0,8 
ka 


0,4  _ 1 _ 2jc 

2 2 3 


D’autre  part,  K = ka2 


2k  k 

(0,2  - l)cos  — + 0,4cos  - 


fcn2[0,4  + 0,2]  = 0,6  ka2. 


L’energie  potentielle  developpee  au  second  ordre  en  0 - 02  donne  : 
Ep  = Ep(02)  + ^K(0  - 02)2  + o[(0  - 02)2]. 
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Et  la  conservation  de  l’energie  s’ecrit  a cet  ordre  : 

^ma2  9'  + ^K(0-02)2  = constante. 
K 


Soit  encore  [(0  — 02)]  + t(0-02)2  = constante. 


II  s’agit  la  de  l’equation  energetique  d’un  oscillateur  harmonique  de  pulsation  il  telle 

02  K 
que  : 12 2 = -■ 


ma z 


D’oii 


£22  = 0,6- 


m 


Q = 0,77con 
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Electrocinetique  1 


A • Regime  continu 
B . Regime  transitoire 


A.  Regime  continu 


^ Intensite  dans  une  branche 

On  considere  Le  montage  represente  ci-dessous. 


1.  Les  deux  generateurs  etant  parfaits,  determiner  Le  courant  i\  traversant  Le  resistor  R4 : 

a.  par  une  methode  directe  ; 

b.  en  caLcuLant  Les  courants  imposes  dans  par  chague  generateur  suppose  seuL 
generateur  present  dans  Le  circuit : 

- generateur  E seuL : aLors  I = 0 (ce  qui  correspond  a un  circuit  ouvert)  ; 

- generateur  I seuL : aLors  E = 0 (ce  qui  correspond  a un  court-circuit). 

2.  Que  devient  Le  courant  i\  si  on  tient  compte  du  caractere  non  parfait  du  generateur 
de  tension  E (on  ajoute  une  resistance  r en  serie  avec  Lui)  ? 

ill.  de  cfu’il  fa. -at  s avoir 


• Circuits  lineaires  en  regime  continu. 

• Theoreme  de  superposition. 

1.  de  cfu’il  faut  cotn^YehdYe 


1.  a.  On  remarquera  que  les  courants  traversant  Rj  et  R2  sont  parfaitement  definis  a 
partir  des  resistances  R,  et  R2  et  des  generateurs  E et  I.  Ils  ne  dependent  pas  de  R3  et  R4. 

b.  Le  circuit  lineaire  comportant  deux  generateurs  parfaits  (l’un  de  tension  E,  l’autre 
de  courant  I),  l’application  du  theoreme  de  superposition  permet,  dans  chaque  cas, 
d’aboutir  a un  circuit  plus  simple. 
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2.  On  pourra  partiellement  se  ramener  au  1.  en  notant  u la  tension  aux  bornes  du 
generateur  de  tension  imparfait. 

Dans  les  deux  cas,  ladetermination  du  generateur  equivalent  aux  bornes  de  R,  ne 
parait  pas  tres  judicieuse,  car  elle  fait  disparaitre  les  elements  de  symetrie  existant  entre 
les  quatre  resistances. . . 


3.  Solution 


1.  a.  On  peut  tout  d’abord  remarquer  que  les  courants  q et  i2 
traversant  Rj  et  R2  ne  dependent  que  de  E et  I et  pas  de  R3  et  R4. 

On  a en  effet : 

i2  = i1  + I (loi  des  noeuds  en  C) 
et  E = Rjij  + R2  i2 . 

D’oii  en  eliminant  i2  entre  ces  deux  equations  : 

E = Rjij  + R2(q  + I). 


Done : 


E-R2I 
Ri  + R2 


(1) 


A 


R, 


cr 

r-L  1-, 


R, 


I 


Commentaires 


• Quand  E = R2I,  tout  le  courant  I passe  dans  R2  et  on  a bien  : q = 0. 

• Lorsque  la  branche  BC  est  ouverte  (R2  — > °°),  il  vient  comme  il  se  doit : q = -I. 

• Enfin,  si  la  branche  AC  est  coupee  (R:  —>  °°),  i]  = 0 ce  que  redonne  la  formule  (1). 


1.  b.  Tous  les  elements  du  circuit  sont  lineaires.  Le  courant  dans  une  branche  est  done 
une  expression  lineaire  des  forces  electromotrices  et  des  courants  des  generateurs  auto- 
nomes.  On  a done  ici : 

tj  = a E + (3 1 

avec  a = -jl  et  P = -p  ) 

E7i  = o 1/e  = o 

ce  que  l’on  peut  encore  noter  : 

• / . • // 
h = O + D 

*1  = *1)1  = 0 et*T  = *i)E  = o- 


Chapitre  2 - Electrocinetique  1 (67 


Exercice  201 


Exercice  201 


Calcul  de  i [ : I etant  « eteint  »,  le  meme  courant  i \ parcourt  les  resistances  Rj  et  R2, 
d’ou : 


E = (R1  + R2)i;  et  i[  = wA_. 

Calcul  de  i"  : E « eteint » correspond  a un  court-circuit.  Les  resistances  Rj  et  R2  en 
parallele  sont  parcourues  par  le  courant  total  I. 

II  en  est  de  meme  des  resistances  R3  et  R4  : 


d’ou  le  resultat : 


T~*  • //  , T W U 

-R'"  et  1 = r;+e; 


R2 

Ri  + R2 


■I. 


Commentaire 

On  retrouve  le  resultat  d’un  pont  diviseur  de  courant. 
Le  courant  total  cherche  a done  pour  expression  : 

. _e-r2i 
h Ri  + R2 
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2.  Le  schema  du  circuit  devient  (le  generateur  de  tension  n’est  plus  parfait  et  il  faut 
tenir  compte  de  sa  resistance  interne  r) : 


h 

R4 


r3 


Notons  u la  tension  aux  bornes  du  generateur.  Le  calcul  de  i1  en  fonction  de  u et  I nous 
ramene  a la  question  1.  d’oii : 


u - R2 1 
R|  + R2 


(2) 


Pour  determiner  u,  il  faut  connaitre  le  courant  ir  traversant  r. 

Or  ir  = i,  + i4  . 

Il  faut  done  calculer  i4.  Mais  la  configuration  R4  - R3  est  identique  a celle  Rj  - R2  au 
changement  pres  I — > - I,  d’ou  : 

u + R3 1 
*4  = R3  + R4 


soit 


R,  I u + R3 1 
+ : 


Rj  + R2  R3  + R4 
Et  pour  la  branche  BA  contenant  E : 


u = E - i'  r = E ■ 


u - R2 1 u + R3 1 
Rt  + R2  R3  + R4 


Soit  encore : 


Rt  + R2 


R3  + R4 


= E + r 


R, 


R, 


Ri  + R2 


R3  + 


I 0) 


Et  en  reportant  dans  (2)  la  valeur  de  u,  tiree  de  l’expression  (3)  : 
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Exercice  202 


Association  en  parallele 


Determiner  L'intensite  du  courant  passant  dans  La  resistance  R4. 

Ri 


fo 


R, 


R, 


Ra 


o 


1.  de  cfu’il  faut  iav oir 


• Representation  de  Thevenin,  de  Norton  d’un  generateur. 

• Pont  diviseur  de  courant. 


■ 2.  de  <^u’i]  faut  doinpr ehdYe 

Les  branchements  etant  paralleles,  on  cherchera  a substituer  aux  generateurs  de  ten- 
sion des  generateurs  de  courant. 

II  sera  astucieux  de  mettre  le  montage  sous  la  forme  d’un  diviseur  de  courant. 

■ 3.  Solution 

Transformons  le  circuit  en  remplapant  les  dipoles  [E1;  R , J et  [E2,  R2]  par  les  genera- 
teurs de  Norton  equivalents. 

Nous  avons : 


avec  I0J  = | = G;E;. 


ri 


In  = I 
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Tous  les  branchements  obtenus  etant  paralleles,  on  peut  regrouper  les  generateurs  de 
courant ; le  circuit  devient : 


In 


0 R1 


R, 


R, 


R. 


ou  I0  — I0  + Iqj  + Iq2  • 


Les  conductances  Gj  = ^->  G2  = G3  = en  parallele  s’ajoutent,  d’oii 


Ri 

G = i = G!  + G2  + G3  et : 


Rj 


Rn 


Notons  i et  k les  courants  dans  R4  et  R,  nous 


avons : 


u = R4i  = R k 
I q — i + k 


D’oii 


et 


:In  = 


G4  + G ^ Gj  + G2  + G3  + G4  0 


In  . 


Or  Ig  = I0  + GjEj  + G2E2  . Finalement : 


■ _ G4  ■ (Ip  + G1E1  + G2E2) 
Gi  + G2  + G3  + G4 


Ifi  +h  + h 
R4V  0 Rj  R2. 

1111 

1 1 1 

Rj  R2  R3  R4 


Point  methode 

Pont  diviseur  de  courant 

Dans  le  dernier  circuit  represente,  on  reconnait  un  diviseur  de  courant. 

• Diviseur  de  courant : considerons  deux  resistances  Rj  et  R-,  en  parallele  sur  un 
generateur  de  courant  I0 . 

Rih  = R2i2  et  I0  = il  + i2  ce  qui  donne  : 
et  le  courant  I0  se  distribue  dans  les  resistances  en  proportion  de  leurs  conductances  G, . 


G, 


1 Gj  + G2  0 
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Ainsi  pour  des  resistances  Rp  . . . RN  en  parallele  sur  I0,  on  aurait : 


1 


Le  courant  le  plus  important  passera  par  la  resistance  la  plus  faible  (c’est-a-dire  celle 
de  conductance  la  plus  elevee),  ce  qui  est  bien  naturel. 


Circuit  actif  reducible  a une  resistance 

On  considere  le  circuit  represente  ci-dessous.  On  prendra  : 

R = 5 a,  Ej  = 2 V et  E2  = 8 V. 

1.  Determiner  Le  generateur  de  Theve- 
nin  equivalent  entre  les  homes  A et  B. 

2.  a.  En  deduire  La  valeur  de  E pour 
Laquelle  le  circuit  est  equivalent 
(entre  A et  B)  a une  resistance  pure 
Req  dont  on  precisera  la  valeur. 
b.  Retrouver  ce  resuLtat  en  faisant  une  analyse  directe  de  la  condition  (VA  - VB)co  = 0 : 
(co  pour  circuit  ouvert) : condition  necessaire  pour  que  le  dipole  soit  reductible  a une 
resistance  (on  admettra  que  cette  condition  est  suffisante). 

1.  Ce  <jxl ’i]  faut  savoir 

• Association  de  resistances. 

• Diviseur  de  tension. 

El 2.  de  cfu’il  faut  doMpTehdTe 

1.  Le  plus  rapide  est  de  modifier  le  circuit  de  proche  en  proche,  en  utilisant  les  regies 
dissociation  de  resistances  et  de  f.e.m.  et  en  tirant  profit  des  modeles  de  Thevenin  et 
de  Norton  appliques  a des  sous-systemes  plus  simples. 

2.  Le  dipole  AB  etant  remplace  par  son  generateur  de  Thevenin  equivalent  (Eeq,  Req) 
determine  precedemment,  il  suffira  d’annuler  Eeq  (Eeq  s’exprimera  necessairement 
sous  une  forme  lineaire  de  Ep  E2,  E et  plus  precisement  de  E et  E2  - Ej). 

Une  autre  methode  consisterait  a traduire  directement  que  Eeq  doit  s’annuler  ou  ce  qui 
revient  au  meme  que  l’on  doit  avoir  (VA-VB)  = 0 (co  pour  circuit  ouvert). 


_ R 

( \ I I 

R 

1-| 

e2 

2R 

2R 

r . 

Ej  K Ji' 
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3.  Solution 


1.  Les  generateurs  [E1;  R]  et  [E2,  R]  sont  en  serie  ; ils  sont  done  reductibles  au  gene- 
rateur  [E2  - E, , 2R]  : 


-S.  R 
0—1=1 -A. 

R 

e— = — .b, 


2R 


A, 


Bi 


Ajoutons  la  resistance  2R  en  parallele  entre  A,  et  1:0  Nous  obtenons  en  representation 
de  Norton : 


O' 


2R 


E2  Ej 


i 


Ai 


2R  = I 

. B, 


e 


2R 


2R 


Ji 


avec  I = 


E2~Ei 

2R 


; les  deux  resistances  2R  en  parallele  sont  equivalentes  a une  seule 


resistance  R0,  d’ou,  en  revenant  a la  representation  de  Thevenin  : 


Rn 


Rn 


O 


H h 


A! 


avec  R0  = (2R//2R). 

2R  ■ 2R 


Soit : Rn 


2R  + 2R 


Et : E0  - R0I  - R0 


Ea-E, 

2R 


R0  = R 


E0  - 2^2 
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Le  circuit  initial  devient,  en  utilisant  les  resultats  precedents  : 

Ro  = R R 2R 


On  refait  alors  - comme  plus  haut  - la  double  transformation  : representation  de  Nor- 
ton, regroupement  des  resistances,  et  retour  a la  representation  de  Thevenin  : 


O' 


2R 

H h 


A 


E0-E 


2R 


o 


Ro 

H h 


F' 


On  a R'  = (2R  //  2R)  =>  R'  = R . 

Et:  E'  = Rq  I , = = ^Eo-£) 


1, 


E'  = -(E2-E1-2E). 

Finalement,  le  circuit  propose  est  equivalent  entre  les  bornes  A et  B a un  generateur 
(dit  de  Thevenin)  caracterise  par  : 

- une  resistance  interne  Req  = Rq  = R = 

- une  f.e.m.  Eeq  = EB  = ^(E2-Ej-2E) 


Req  = 5 £2; 


Eeq  = ^(3-E). 


H h 


R |J 

L,  R 

2R  2R 

■ a 

)1 

-0^^- 


-e- 


Req=5£2 

H I — 


-(3-E)V  = Eeq 


A 


E,  E 

2.  a.  le  circuit  se  reduit  a une  resistance  pure  pour  Eeq  = 0,  soit : E = 3 V. 

11  est  alors  equivalent  a une  resistance  pure  egale  a Req  = 5 £2. 

2.  b.  Si  on  suppose  nulle  la  tension  , , 0 A 

(VA-VB)co  aux  bornes  du  circuit  pro- 
pose, alors  aucun  courant  ne  passe  dans 
la  resistance  2R  en  parallele  entre  A et  B,  E2  - Ej 
la  tension  a ses  bornes  etant  nulle. 

D’ou  : 

(VA-Vc)C0  = VB-VC  = E. 
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Or  (diviseur  de  tension  puisque  i'  - 0 ) : 

(VA-Vr)  = (E,-E,)  = ±(E,-E,) 

v a c-'co  2R  + 2R  2 1 2 2 1 

on  (VA-Vc)co  = ^(E2-Ej)  = E =>  E = 3 V. 


Resistances  equivalentes 

1.  Determiner  La  resistance  equivaLente  des  dipoLes  A-B  represents  ci-dessous. 
Chaque  branche  possede  La  meme  resistance  r. 


b. 


motif  infini 


Comment  obtenir  - pour  b.  - Le  meme  resuLtat  avec  un  nombre  fini  N de  ceLLuLes,  La 
derniere  ceLLuLe  etant  branchee  sur  une  resistance  R'  a determiner  ? 


R' 


Le  motif  carre  est  repete  n fois  en  Ligne 
et  p fois  en  coLonne.  Les  cotes  A et  A' 
sont  infiniment  conducteurs.  On  notera 
X La  resistance  par  unite  de  Longueur  du 
fiL  utilise  pour  realiser  ces  maillages. 

Determiner  la  resistance  equivaLente 
entre  A et  B. 
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1.  Ce  <^u’i]  faut  sav oir 


• Elements  de  symetrie. 

• Associations  serie  et  parallele  de  resistances. 

2.  de  cfu’il  faut  dotopren^Ue 


II  n’est  guere  interessant  de  chercher  a determiner  les  courants  traversant  chacune  des 
branches  pour  un  courant  d’entree  I donne.  II  est  plus  rapide  de  tenir  compte  des 
symetries  (ou  antisymetries)  caracterisant  eventuellement  le  systeme  (cas  a.)  afin  de 
substituer  a ce  dernier  un  systeme  plus  simple.  Le  calcul  de  la  resistance  equivalente 
s’effectue  ensuite  par  application  des  regies  dissociation  des  resistances. 

II  est  egalement  possible  de  supprimer  judicieusement  certains  contacts  existants,  et  de 
prouver,  pour  le  systeme  ainsi  obtenu,  que  les  potentiels  de  chaque  couple  de  points  ainsi 
cree  sont  les  memes,  ce  qui  demontre  l’equivalence  entre  les  deux  systemes  (cas  2.). 

Enfin,  pour  les  systemes  infinis  (cas  b.),  on  peut  proceder  de  deux  fa^ons  differentes  : 

- soit  en  considerant  un  systeme  fini  (de  resistance  notee  Rn),  et  en  construisant  a par- 
tir  de  ce  systeme  un  systeme  similaire  mais  comportant  une  maille  de  plus  (soit  R„  + , 
sa  resistance).  On  cherche  alors  a etablir  une  relation  de  recurrence  liant  Rn  + , et  Rn. 
La  resistance  cherchee  apparait  comme  la  limite  de  R„  quand  n tend  vers  l’infini.  Ainsi 
si  Rn  + j = /(R„),  R est  solution  de  R = /( R) ; 

- soit  en  ajoutant  un  maillon  au  systeme  infini  considere  : on  obtient  un  systeme  infini 
de  meme  nature... 


3.  Solution 


Point  cours 

• A propos  de  la  symetrie  et  de  l’antisymetrie  : 

- Un  axe  A sera  dit  axe  de  symetrie  si  la  topologie  du  systeme  est  invariante  par  la 
symetrie  d’axe  A et  si  cette  symetrie  ne  modifie  pas  le  signe  des  courants  d’entree 
et  de  sortie. 

Les  courants  sont  alors  a repartition  symetrique  par  rapport  a A. 

Un  axe  A'  sera  dit  axe  d’antisymetrie  si  la  topologie  du  systeme  est  invariante  par 
la  symetrie  d’axe  A et  si  cette  symetrie  change  le  signe  des  courants  d’entree  et  de 
sortie. 

La  repartition  des  courants  est  alors  antisymetrique. 

Pour  les  potentiels,  on  peut  remarquer  que  les  potentiels  aux  noeuds  symetriques 
sont  opposes  (pour  des  potentiels  en  A et  B qui  le  seraient).  II  en  resulte  que  les 
potentiels  des  noeuds  appartenant  a A'  sont  nuls  et  de  fa^on  plus  generale  egaux. 
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1.  a.  Le  plan  EFGH  est  un  plan  d’antisymetrie  pour  la  dis- 
tribution de  courants. 

On  a done  : i( A — » G)  = z'(G  — > B). 


D’ou  Vr 


vA  + vB 


V,  = VE 


Vt 


Les  branches  EF,  HE,  HG  et  FG  ne  sont  parcourues  par 
aucun  courant.  II  reste  done  quatre  resistances  R'  = 2 r en 
parallele,  d’ou : 


1.  b. 


1 

R 


R' 


4 


; A 


Point  methode 

• On  a cette  fois-ci  un  motif  theoriquement  infini.  Le  plus  simple  consiste  a remar- 
quer  que  l’on  ne  change  pas  la  valeur  de  la  resistance  equivalente  en  ajoutant  - en 
amont  - un  maillon  supplementaire. 

• On  pourrait  egalement  etablir  une  relation  de  recurrence  sur  la  suite  Rn  des  resis- 
tances equivalentes  associees  a des  chaines  de  n maillons.  La  resistance  cherchee  R 
est  la  limite  de  Rn  quand  n —>  +° 

Envisageons  la  premiere  methode  : 

On  a : 


De  meme : 


.A'  A 


B' 

B 

On  a done : 


\A'  r A 

1 rh 

r Mr 

/ S'rB 


D’ou 


R = r II  (2r  + R)  =>  R 


(2r  + R) 

r- 

3r  + R 


(1) 
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La  resistance  cherchee  est  done  solution  de  l’equation  : 

R2  + 3rR  = 2r2  + rR  =>  R2  + 2rR  = 2r2. 
Soit  encore  : (R  + r)2  = 3 r2  et  R = - r+V3r  (R>0). 
Finalement,  nous  obtenons 

R = (73-  l)r 

Commentaires 

La  deuxieme  methode  consiste  a relier  R„  a Rn  + j . 


On  a done : 


D’ou 


R„  + 1 = (r  //  (2 r + R„)). 


r(2r  + R„) 
3r  + R„ 


/( RJ- 


La  resistance  equivalente  R d’un  systeme  infini  est  alors  donnee  par  la  solution  de 
l’equation  : 


R = /(R)- 

Soit  ici : R(3r  + R)  = r(2r  + R)  =>  R2  + 2rR  - 2 r2  = 0 =>  (R  + r)2  = 3 r2 
et  R = r(V§  - 1). 


Considerons  maintenant  une  serie  de  N cellules  branchee  sur  une  resistance  R',  soit : 


1 

T 

B v — 

R' 


N cellules 


II  suffit  done  de  prendre  R'  = R pour  que  la  resistance  equivalente  vue  entre  les 
points  A et  B soit  egalement  R.  En  effet,  on  peut  alors  remplacer  R'  par  la  chaine  infi- 
nie  etudiee  precedemment. 
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D’une  autre  maniere,  on  a : 


On  a done  R"  = /( R').  Or  R est  solution  de  : R = f(R)  [cf  (1)). 
Le  choix  R'  = R implique  done  R"  = R et  de  proche  en  proche  : 

Req)AB  = R comme  il  se  doit. 


1.  Les  droites  A et  A'  etant  infiniment  conductrices,  elles  constituent  des  lignes  equipo- 
tentielles  non  resistives.  Decomposons  le  systeme  comme  l’indique  la  figure  ci-dessous. 
On  a supprime  les  contacts  (P0,  P'j)  (P"  , P'2),  etc. 


Soit  V0  la  d.d.p.  creee  entre  les  points  B et 
A.  On  a alors  : 

V(Qj)  = — ; V(P;)  = ^ = V(P"). 
n 2 n 

V0 

De  meme  V(Qi)  = — 


et  V(P')  = V(P ") 


Vo_ 
2 n 


Enfin,  on  a egalement  V(P0) 


Vq 
2 n 


le  brin  OP0  representant  la  fraction  — de  la  longueur  totale  OO'. 


II  en  resulte  que  : V(P0)  = V(P;)  = V(P")  = V(P')  = ... 

On  a de  meme  : V(S0)  = V(Sj)  = V(S")  = V{S'2). 

Le  systeme  considere  est  alors  equivalent  a celui  propose  dans  l’enonce  (on  peut  relier 
les  points  au  meme  potentiel  P0  et  P^ , S0  et  S( , . . .,  P"  et  P2 , . . .). 

On  a done  en  parallele  p rangees  de  n losanges  et  deux  lignes  droites  OO'  et  JJ'. 


Or 


R'  R'  R'  R' 


avec  R'  = (2r//2r)  = r=>  R ( 1 rangee)  = n r 

tl  T 

et  R(p  rangees  en  II)  - — ou  r - aX. 

P 

[2  r 

Deplus  OP0  = IPo’tt  et  r(OP0)  = — • 
2 J2 

D’ofi  R(OO')  = 2 n^~  = R(JJ'). 

J2 

Finalement 
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2 


1 


D’ou 


1 _ 

Req  R(OO')  + R (p  rangees  //) 


J_  = = nr 

Req  nr  nr  eq  Jl+p 


Soit  avec  r = ka: 


R, 


eq 


nka 
J2  + p 


© Generateurs  ou  recepteurs 

Le  circuit  represente  ci-contre  comprend 
deux  accumuLateurs  Aj  et  A2  de  forces  eLec- 
tromotrices  et  E2  et  de  resistances  internes 
r1  et  r2.  Ces  accumuLateurs  sont  branches  en 
parallele  sur  Le  resistor  R dont  on  peut  faire 
varier  La  resistance. 

On  cherche  a determiner,  seLon  Les  domaines 
de  vaLeurs  de  R,  Le  type  de  fonctionnement  de  Ej  > 0 et  E2  > 0 

chacune  des  sources  (generateur  ou  recep- 
teur). 

1.  Justifier  que  L'on  peut  se  Limiter  au  cas  E2  3=  E1 . 

2.  a.  On  suppose  E2  > £1 . 

Que  se  passe-t-il  pour  R 0,  puis  pour  R-^°o?  Mettre  en  evidence  L'existence 
d'une  vaLeur  critique  Rc  de  R.  Donner  L'expression  de  Rc. 

b.  Que  se  passe-t-il  pour  E2  = E2  ? 

c.  ConcLure. 

3.  Reprendre  L'etude  d'une  faqon  pLus  generaLe. 

Solution 


o 


o 


1.  La  permutation  des  indices  « 1 » et  « 2 » ne 
change  pas  le  probleme  physique.  On  aura  done 
interet  a choisir  des  notations  respectant  cette 
« symetrie  » (courants  i1  et  i2). 


Du  fait  meme  de  cette  « symetrie 


»,  on  peut  imposer  des  le  depart  H2  > E, . 
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Le  cas  E:  > E2  s’en  deduit  immediatement  en  permutant  les  indices  « 1 » et  « 2 ». 

Remarquons  de  plus  que  l’accumulateur  A2  se  comportera  effectivement  comme  un 
generateur  si  i2  (tel  qu’il  est  note  sur  la  figure  ci-dessus)  est  positif.  On  sera  done  amene 
a calculer  les  courants  i,  et  i2  et  a discuter  leur  signe. 

On  peut  egalement  determiner  la  tension  u aux  bornes  de  R,  le  signe  de  et  de  i2  s’en 
deduisant  par  simple  comparaison  de  u a Ej  et  E2 : 

E , — m E,  - u 

i,  = et  i,  = — 

f 1 r2 

2.  a.  • Quand  R tend  vers  une  valeur  nulle  (court-circuit  pour  R = 0 ) tout  se  passe 
- a la  limite  - comme  si  les  deux  mailles  etaient  decouplees  ( u = 0 et  i = i1  + i2  ) : 


O 


R = 0 U 

O 


E2  Ej 


o 


© 


o 


Ej  E-, 

II  vient  alors  = — et  i2  = — > Aj  et  A2  fonctionnent  en  generateurs. 

ri  r2 

• Pour  R — > oo  (branche  R ouverte  a la  limite),  les  deux  accumulateurs  tendent  vers 
une  situation  ou  ils  sont  en  serie  et  en  opposition  : 


Ei 


o 


V = 0 
R ->  ■ 


o 


El 


o 


o 


C’est  celui  qui  possede  la  f.e.m.  la  plus  grande  qui  aura  un  fonctionnement  en  genera- 
teur, le  deuxieme  jouant  le  role  de  recepteur,  d’ou  : 


R -> 


E-,  > Ej  =>  A2  = generateur  et  At  = recepteur 
E2  = Ej  =>  aucun  courant  ne  traverse  At  et  A,  ( i,  = -i2  = 0). 

• Resistance  critique  Rc : 

L’examen  des  cas  particuliers  R— >0  et  R — > +°°  a mis  en  evidence  deux  etats  limites 
du  systeme : 


(T)  R — > 0 


Aj  generateur 
A2  generateur 


R - » 00 

f Aj  recepteur 

(n) 

et  E2  > Ej 

[A2  generateur 
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Or  les  courants  sont  des  fonctions  continues  de  R.  II  existe  done  (pour  E2  > Ej ) une 
valeur  critique  Rc  de  R telle  que  le  systeme  est  dans  une  configuration  du  type  (T) 
pour  R < Rc  et  du  type  (if)  pour  R > Rc . 


La  valeur  de  Rc  s’obtient  en  remarquant  que 
pour  R = Rc , l’accumulateur  A,  n’est  traverse 
par  aucun  courant  (E2  > Ej),  ce  qui  corres- 
pond au  passage  de  Aj  de  l’etat  generateur  a 
l’etat  recepteur.  On  a alors  : 

Rc 

u = E,  et  u = E, (diviseur  de  tension). 

Rc  + r2 


i\  — 0 h 


D’oii : Ej  = E 


R. 


R,  + A 


soit 

On  a done : 


pour  Et  > Ej 


Aj  generateur  Aj  recepteur 

) ( ■ ► E,  > Ej 

0 A2  generateur  Rc  A2  generateur  R 

2.  b.  Pour  E2  = Ej , les  deux  accumulateurs  fonctionnent  en  generateur  (faire 
Rc  — > +00  sur  le  diagramme  precedent),  quelle  que  soit  la  valeur  de  R,  avec  : 


f/j  > 0 et  i2  > 0 

l*!  = l2  ~ 0 


pour  r j ^ r2 

pour  r j = r2  (c/ symetrie  du  circuit). 


2.  c.  Conclusion : 


En  posant  Rc  = r2 


1 


on  obtient : 


R > Rc 

Aj  recepteur 
A2  generateur 

o o 

V A 

E2  > E, 

ps 

II 

n 

Aj  « neutre  » 
A2  generateur 

O o 

II  A 

R < Rc 

Aj  generateur 
A2  generateur 

o o 

A A 

, e2 

Pour  Ej  > E2,  on  permute  les  indices  « 1 » et  « 2 » et  Rc  devient  Rc  = rx- — 

Ej  -E2 

w 

ii 

Aj  et  A2 
generateurs 

i,  > 0,  i2  > 0 pour  rl  r2 
h = h = 0 Pour  ri  = r2 
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3.  Determinons  dans  un  premier  temps  la  tension  u aux  bornes  de  r.  A cet  effet,  les 
branchements  etant  plutot  du  type  parallele,  il  semble  judicieux  de  remplacer  les  accu- 
mulateursAj  [Ej.rJ  et  A2  [ E2 , r2J  par  leurs  representations  de  Norton  : 


O 


U 


C) 


e r' 


R 


e 


A, 


Ej  E2 

On  a zn  = — et  zn  = —• 

Ul  r u2  r-. 

7 1 ' 2 

Soit  encore,  en  associant  les  deux  generateurs  de  courant  et  en  rempla^ant  les  conduc- 
tances gi  = — , g2  = — et  G = i en  parallele  par  leur  conductance  equivalente 

G-  = £ = 

Geq  = Sl+S2  + G>  S0it: 

1 111 

— — — — l h — > et : 

Req  r,  r,  R 


I, 


• 1 * 2 
0 “ lo,  + = 


e 


Ei  E2 

— + T = £iE1+£2E2- 


R. 


eq 


In 


Nous  obtenons  alors  Geq  u - I0 ; d’oii  u = — — = Req  I0  et : 

^eq 


&1E1  + Sl  E2 

u = 7T- 

g\+g2  + G 

• Pour  determiner  le  type  de  fonctionnement  de  F accumulates  A,,  il  suffit  alors  de 
comparer  uaE]. 

„ „ £lEl+g2E2  c ^2E2-(f2  + G)El 

Or  m-Ej  = — -E,  = 


gi  + g2  + G 


g i + g2  + G 


1 


Le  courant  Zj  est  donne  par  z'i  = — (Ej  - «)  = ^(Ej-m). 


Aj  fonctionnera  en  recepteur  des  que  il  est  negatif,  c’est-a-dire  pour  u > H,  , soit  pour 

g2 


E,  < E2 — 

1 2S2  + G 


(1)  soit  encore: 


Ejl  + I 
11  r2  R 


REl  < 


E2  E1 
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• Limitons  pour  l’instant  l’etude  au  cas  ou  E2  > Ej ; il  vient  alors  (E2  - EL  > 0)  : 


- pour  R > r2 


: A[  recepteur  et  A2  necessairement  generateur 


(Au  moins  l’un  des  accumulateurs  fonctionne  en  generateur  quand  les  courants  sont 
non  nuls  : il  faut  fournir  l’energie  dissipee  par  effet  Joule  dans  les  resistors.) 


- pour  R < r2  - — G—  : Aj  generateur.  Et  il  en  est  de  meme  de  A2 , A2  fonctionnant  en 
E2-Ei 

generateur  des  que  E,  > Ej — (on  a permute  les  indices  « 1 » et « 2 » dans  (1),  ou 

Si  + G 

l’on  a change  le  sens  de  l’inegalite  (recepteur  — > generateur)).  Cette  relation  est  auto- 
matiquement  verifiee  pour  E2  > Ej ; 


tij 

- pour  R = r2  — : il  ne  passe  aucun  courant  dans  Aj  (ij  = 0)  et  A2  fonctionne  en 

-E2-Ei 

generateur  ( E2  > Ej  > Ej 


Si  + G 


D’oii  les  resultats  avec  R,  = r. 


E2  Ej 


Aj  generateur  Aj  recepteur 

h s f *•  (E2>Ej) 

0 A2  generateur  Rc  A2  generateur  R 


Si  S\ 

• Pour  E,  = E,  , on  a E,  > E,  — et  E,  > E,  — , ce  qui  montre  que  A,  et 

g2  + G S 1 + G 

A2  se  comportent  en  generateurs.  Dans  ce  cas,  la  valeur  de  R n’a  plus  d’importance. 
Tous  les  courants  sont  nuls  pour  rj  = r2  (systeme  completement  symetrique). 

On  retrouve  bien  tous  les  resultats  du  2.  On  peut  remarquer  que  Faccumulateur  de  plus 
grande  f.e.m.  fonctionne  systematiquement  en  generateur,  et  ceci  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  R,  r1  et  r2...  Il  est  done  normal  que  Aj  et  A2  soient  generateurs  lorsque 
Ei  = E2 . 


^ Voie  electrifiee 

Une  Locomotive  eLectrique  est  alimentee  en  courant  continu.  L'ali mentation  est  rea- 
Lisee  par  des  sous-stations  S ,■  distantes  de  D. 
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-D- 


Ces  sous-stations  reLient  Les  rails  (au  potentieL 
nul)  a la  catenaire  AB.  Chaque  source  S,-  sera 
representee  par  un  generateur  ideal  de  ten- 
sion E (borne  © du  cote  de  la  catenaire). 

La  motrice  « M » est  branchee  entre  les  rails  et 
la  catenaire.  On  supposera  que  son  moteur  doit 
etre  alimente  par  un  courant  constant  I. 

De  plus,  la  catenaire  presente  une  resistance  linei'que  de  valeur  p et  on  negligera  la 
resistance  des  rails  et  des  cables  de  liaison  a la  catenaire. 


1.  On  considere  une  section  de  ligne  de  longueur  D alimentee  par  deux  sous-stations 
(cf.  figure  ci-dessus).  On  note  x la  longueur  de  catenaire  separant  la  motrice  de  la 
sous-station  Sj.  Exprimer  la  tension  U aux  bornes  de  la  motrice,  et  en  deduire  la  chute 
de  tension  AU  = E - U. 


Calculer  la  valeur  maximale  Dmax  de  D pour  p = 5 • 10~5  Q.  ■ mr1 ; I = 800  A et 


(AU)max  - 45  V. 

2.  Une  section  de  meme  longueur  D est  - dans 
cette  question  - alimentee  par  une  seule  sta- 
tion selon  le  schema  ci-contre.  La  catenaire 
est  constitute  de  deux  fils  identiques  AB  et 
A'B'  (longueur  D,  resistance  linei'que  p)  relies 
aux  extremites.  La  motrice  est  branchee  entre 
les  rails  et  L'un  des  fils. 

Reprendre  les  questions  du  1. 

3.  On  revient  a un  systeme  de  deux  stations, 
mais  avec  une  catenaire  a deux  fils  court-cir- 
cuites  au  milieu  de  la  ligne. 

Calculer  AU  et  Dmax. 

Que  pensez-vous  de  ces  trois  systemes  ? 


Solution 


1.  Etant  donne  le  sens  de  E,  la  motrice  absorbera  un  courant  la  tra- 
versant  dans  le  sens  indique  sur  le  dessin  ci-contre  (ainsi  la  puis- 
sance absorbee  UI  est  bien  positive). 

Le  dispositif  etudie  se  reduit  done  au  circuit  electrique  represente 
ci-dessous  : 


px  u p(D-x) 


U>0 


> 0 
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Les  deux  resistances  px  et  p(D  - x)  sont  soumises  a la  meme  tension  E - U : tout  se 
passe  comme  si  elles  etaient  en  parallele  entre  la  motrice  et  une  seule  source  de 
tension  E. 


Done 


R. 


R 


eq 


p2x(D  -x) 
px  + p(D  -x) 

x(D  - x) 


AU  = pi  • 


x(D  - x) 
D 


(AU  = Req  • I). 


Commentaire 


On  peut  aussi  calculer  U en  faisant  le  bilan  des  courants  au  point  de  potentiel  U : 

^u  + ^L-i  = o 

px  p(D-x) 


ce  qui  donne  : 


E-U  = AU  = I ■ 


p2x(D  -x) 
px+  p(D-x) 


R. 


■ I. 


Cette  methode  correspond  a F application  du  theoreme  de  Millmann  au  point  de 

potentiel  U. ..  J 


Cette  chute  de  tension  AU  est  bien  evidem- 
ment  nulle  pour  x = 0 et  x = D (proximite 
immediate  des  sous-stations  qui  imposent  un 
potentiel  E par  rapport  a la  terre). 


Elle  est  maximale  pour  x = 5 avec  : 


AUmax  = ^pDI 
D’oii,  pour  AUmax  fixe  : 


D = D 


max 


pi 


Pour  AUmax  = 45  V,  il  vient  Dmax 
D’°U  Dmax  = 4-5  km- 


4x45 

5 • 10-5  x 800 


2.  De  la  meme  maniere  que  pour  la  premiere  question,  redessinons  le  circuit 
electrique  : on  remarque  que  la  resistance  p D est  alors  en  serie  avec  p ( D - x) , ce  qui 
donne  une  resistance  totale  egale  a p(2D  - x). 
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o 


pD 


px  u p(D-x) 


Cette  resistance  p(2D  - x)  est  elle-meme  en  parallele  avec  la  resistance  px,  d’ou  ici : 

R = p2x(2D  -x) 
eq  px+p(2D-x) 

= px(2D  - x) 
eq  2D 


Commentaire 


On  peut  aussi  remarquer,  en  « depliant  » vers  la  droite  le  fil  A'B'  et  en  ajoutant  une  source 
de  tension  E en  A'  (pour  maintenir  son  potentiel  a E),  que  Ton  retrouve  le  montage  de  la 
question  1.,  avec  simplement  2D  a la  place  de  D. . . J 


On  en  deduit  ( AU  = Req  • I ) : 


AU  = pi- 


x(2D  -x) 
2D 


L’ expression  trouvee  ici  est  de  meme  nature  que  celle  etablie  au  1.,  D y etant  remplacee 
par  2 D.  Ainsi,  une  ligne  de  longueur  D pour  le  deuxieme  systeme  est  equivalente  a une 
« demi-ligne  » de  longueur  2 D. 

En  effet,  on  a : 


A P*  p(2D  - x)  B 


O 


O 


//////  ////// 


II  resulte  de  cette  remarque  que  l’on  peut  reprendre  l’application  numerique  de  la  pre- 
miere question  sous  la  forme  : 

(2D)max  = 4>5  km  d’ou  Dmax  = 2,25  km. 

3.  Remarquons  tout  d’abord  que  la  symetrie  du  systeme  impose  : 

U(x)  = U(D-x)  (positions  symetriques  par  rapport  au  milieu  de  la  ligne). 

On  peut  done  limiter  l’etude  a()Sx^  ^ 
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Le  systeme  propose  correspond  au 
circuit  represente  ci-contre. 

Transformons  ce  circuit : 


Les  deux  resistances  (^p  — J entre  C et 
B sont  en  parallele.  On  peut  done  les 
remplacer  par  la  resistance  - ( p ^ 


D 


px 


2{  2y 

D’autre  part,  les  deux  noeuds  A et  B 
sont  au  meme  potentiel  E : on  peut 
done  les  confondre  (ce  qui  revient  a 
« replier  » le  circuit,  et  supprimer  une  des  sources  E. . . 
D’ou  le  schema : 


O 0 


D 


> 


C 


P'lf"* 


I 


D 


O' 


c = 


R 


C 


oil  R = 
D’ou : 


ipD)//(ipD 


;soit  R = frl'(spD)e,R  = spD' 


■e- 


R' 


px 


R'  = R + P ■ ( 7 -Jf 


R-p(f-« 


et  finalement : 


R. 


eq 


pxR' 
px  + R' 


, f 2D 
pzx\--x 

f 2D 

px+pIt  ~x 


= px(2D  - 3x) 
eci  2D 
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On  en  deduit  (AU  = Req  • I)  : 


AU  = px 


(2D  - 3%)I 
2D 


avec  0 =£  x — ■ 

2 


Cette  chute  est  maximale  pour  x0  tel  que  : 

_d 
dx 


D 


— [x(2D-3x)]  = 0 =>  (2D  - 3x0  - 3x0  - 0)  soit  x0  = — 


La  chute  maximale  de  tension  a pour  valeur  : 


(AU)„ 


pf(2D-D) 

2D 


et 


(AU)max  = gpDI 


Ce  qui  donne  Dmax  = 6,75  km. 

Pour  comparer  les  trois  systemes,  redessinons  une  ligne  comportant  plusieurs  sections  : 
• Systeme  (T)  : (D  = 4,5  km) 

D D D D 


OO'e  eXXTe  e'DO 


Systeme  (Lf)  : (D  = 4,5  km) 
D/2  D/2 


D 


Systeme  (nf)  : (D'  = 6,75  km  = 1,5D) 
D' 


D' 


O 


O 


Les  figures  de  droite  representeraient  une  optimisation  du  cout  d’etablissement  de  la  ligne 
(minimisation  du  nombre  de  stations).  Ainsi,  les  systemes  (T)  et  (4T)  sont  semblables 
mais  (IT)  necessite  deux  fois  plus  de  cuivre  (ligne  double).  Le  systeme  (ffi)  semble  plus 
avantageux  dans  le  sens  oil  il  exige  moins  de  stations  pour  une  mane  longueur  de  ligne. 
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B.  Regime  transitoire 


0 Bilan  d'energie 


On  relie  deux  condensateurs  (capacites  C et  C,  charges  initiaLes  respectives  Q0  et  Qq  ) 
par  une  resistance  R : 


Q0  R Qq 

C~ 


C 


1.  Determiner  Devolution  du  systeme,  et  preciser  L'etat  d'equilibre  final. 

2.  Faire  un  bilan  energetique  : on  exprimera  Les  resultats  en  fonction  de  C et  C et 
des  tensions  de  charge  initiate  U0  et  Uq  des  condensateurs. 


1.  de  cfu ’i]  faut  savoir 


• Tension  aux  bornes  d’un  condensateur. 

• Energie  emmagasinee  dans  un  condensateur. 

■ 2.  de  <^u’i]  faut  dompreh^re 

L’etat  d’equilibre  final  correspond  a un  courant  nul,  et  la  tension  aux  bornes  de  chaque 
condensateur  resultera  de  la  conservation  de  la  charge  electrique  « emprisonnee  » sur 
les  armatures  des  condensateurs. 

Faire  un  bilan  energetique  consiste  a montrer  que  la  perte  d’energie  emmagasinee  dans 
les  condensateurs  entre  le  debut  et  la  fin  est  egale  (en  valeur  absolue)  a l’energie  elec- 
trique absorbee  par  la  resistance  et  dissipee  sous  forme  thermique  (effet  Joule). 

3.  Solution 


1. 


Point  cours 


q = Cu 

et 

d a 
1 = -1 

dt 

Ces  relations  concernent  les  condensateurs  en  convention  recepteur,  en  notant  q la 
charge  de  l’armature  par  laquelle  entre  le  courant  i. 

i _ | I 

q\  I 

u 

Remarque  :ietq  peuvent  etre  negatifs. 


90)  Partie  1 - Physique  MPSI 


Soit  i le  courant  dans  la  resistance  R.  A vec 
les  orientations  precisees  sur  le  schema,  il 
vient : 


d q 
d f 


-C 


du 

dt 


R 


<2 

C 


dq'  ^du' 

i = +-p-  = +C—  ■ 
dt  dt 

D’apres  la  loi  des  mailles  : 

— u + Rz  + u = 0. 

On  derive  cette  equation,  et  on  elimine  les  tensions  : 


du  „ dz  du' 
— + R-t-  + — 
dt  dt  dt 


i „ dz  i 
C + Rdt  + C' 


= 0 


0. 


Soit  finalement : 


RCC'  dz  . A 

ere  r,+,  = " 


C’est  une  equation  differentielle  du  ler  ordre  dont  la  solution  generale  s’ecrit : 


z'(t)  = Ae~tlx  en  posant 


T = 


RCC' 


C + C' 

La  valeur  de  A est  determinee  par  les  conditions  initiales  : 


A = z'(0+)  = |(h0-Mo  ) 

(d’apres  la  loi  des  mailles  a l’instant  initial,  les  tensions  aux  bornes  des  condensateurs 
sont  des  fonctions  continues  du  temps. . 

Finalement : 


i(t)  = ^(u0-u'0  )e-t/x 


Le  regime  permanent  (t  — > +°°)  correspond  bien  a z = 0, 

Qoo  q: 


soit  u = u 


ou  encore 


C 


Qoo  et  designant  les  charges  finales  des  deux  condensateurs. 


Chapitre  2 - ELectrocinetique  1 


Exercice  211 


Exercice  211 


Point  cours 

La  conservation  de  la  charge  emprisonnee  entre  les  armatures  des  condensateurs 
decoule  de  la  definition  de  i : 
d q _ d q 
d t dt 

soit en integrant  q(t)  + q'(t)  = cte. 


d’ou  4s + ^f- 
dt  dt 


0 


Cette  conservation  des  charges  impose  id  : 

Qo  + Qo  = cl  + cl'  ~ Qoo  + QL 

Q«,  _ QL  _ Q.  + Q L _ Qo  + Qo 
C c'  C + c' 


d’oii : 11  = 


C + C' 


II  est  alors  facile  d’obtenir  l’expression  de  u(f),  necessairement  de  la  forme 
u(t)  = (A  + jae“f/x)  (puisque  ^ et  verifiant  n(0+)  = u0  et 

u(t  = li„, 

soit  A = et  A + |i  = u0 

ce  qui  impose : 

u(t)  = u^  + ( u0  - u^)t~tl% 

et  l’expression  analogue  pour  u'(t). 

Allure  des  courbes  : 
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i Point  methode 

Etude  du  regime  permanent 

En  regime  permanent  continu,  un  condensateur  se  comporte  comme  un  interrup- 
ted ouvert. 

On  obtient  done  pour  t — > °°  le  schema  suivant. 


On  doit  done  avoir  irx  = 0 (circuit  ouvert) 
et  ux  = u'^. 

II  est  toujours  bon  de  verifier  que  le  comportement  attendu  correspond  bien  a 
l’etude  mathematique  faite  precedemment. 

2.  Calculons  les  energies  des  condensateurs  dans  l’etat  initial  (t  = 0)  et  dans  l’etat  final 
(t  — » +°°) : 


R 


On  en  deduit  la  variation  d’energie  du  systeme  : 


AE  = Ef-Ej 


lr(Cuc 
2\_  ( 


D’autre  part,  Fenergie  re<;ue  par  la  resistance  a pour  expression  : 


o 


Wj  = RfO°i2(0+)e-2t/Tdt 


o 


Wj  = Rz'2(0+)  ■ [- V2tAl  = -tRz'2(0+) 
- 2 Jo  2 
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soit,  en  remplagant  t : 


w.  = r<^i'«F 

et  (loi  des  mailles  : Ri(0+)  = u(0+)-u'(0+)  = uQ-ii'Q  ): 

1 CC' 


Wj  2 ‘ C + C 


7(«„-«o)2- 


On  a bien 


AE  + W 


0 


ou  encore,  avec  le  langage  de  la  thermodynamique  et  en  notant  U l’energie  interne  du 
systeme  total  (l’ensemble  du  circuit)  thermostate  : 


AU  = Wext  + Qth 

ici  Wext  = 0 d’ou  AU  = Qth. 

Or  AU  = AE  que  Ton  vient  de  calculer  (pas  de  modification  de  l’etat  thermique  du 
systeme) 

soit  AE  = Qth  =>  Qth  = -Wj. 

La  temperature  du  systeme  etant  imposee,  l’effet  Joule  correspond  a un  transfert 
d’energie  thermique  au  thermostat  (Qth  < 0). 


© Conditions  initiates  - conditions  d'equilibre 

On  donne  le  circuit  ci-contre. 

Pour  t < 0,  L'interrupteur  K est  dans  la  posi- 
tion 2,  et  les  deux  condensateurs  (de  meme 
capacite  C)  sont  decharges. 

A La  date  t = 0,  K bascule  de  la  position  2 a 
La  position  1. 

Determiner  Les  valeurs  des  courants  i,  V et  i”  (voir  figure)  a La  date  t = e,  e positif 
et  tres  voisin  de  zero. 

Au  bout  d'un  temps  T suffisamment  Long  (les  courants  etant  alors  tous  nuls),  L'inter- 
rupteur K bascule  a nouveau,  et  revient  en  position  2. 

Determiner  Les  valeurs  des  courants  i,  V et  i"  aussitot  apres  Le  basculement  de  K, 
puis  lorsque  le  regime  permanent  est  atteint. 

ill.  de  cfu’il  faut  sav oir 


[ 

Elc 

) 

R 

C = 

2 

k 

1 K 


Loi  de  continuity  aux  bornes  d’un  condensateur. 
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2.  Cf e cfu’il  f&ut  doinprehdre 


L’exercice  n’est  pas  du  tout  calculatoire.  II  demande  de  determiner  les  differentes  grandeurs 
(intensite  ou  tension)  en  utilisant  la  loi  de  continuite  aux  bornes  d’un  condensateur  (aux 
changements  d’etats)  ou  les  lois  du  regime  permanent  (pour  un  temps  infiniment  long). 

3.  Solution 


Point  cours 

Lorsqu’on  bascule  un  interrupteur  dans  un  circuit,  il  y a continuite  de  la  charge  des 
condensateurs  (et  done  de  la  tension  aux  bornes  des  condensateurs). 


Par  continuite  de  la  tension  aux  bornes  des  condensateurs,  on  a : 

w(e)  = u(0~ ) = 0 
[ u'(£ ) = u'(O-)  = 0 

C 

•// 
f l 


R I 


o 


R 


ce  qui  entraine,  puisque  u'  = Ri' : i'(e)  = 0 


D’apres  la  loi  des  mailles,  E = R i + u + u'  d’ou  : 
Et  puisque  i"  = i - 1 


v \ E 

I(E)  = R 


i"( e)  = 


R 


1 Au  bout  d’un  temps  T suffisamment  long,  le  regime  permanent  est  atteint. 

J Point  cours 

En  regime  permanent  continu,  les  condensateurs  se  comportent  comme  des  inter- 
rupteurs  ouverts  (intensite  nulle). 


On  a alors  : 


R 

H h 


O 


R 


Puisque  V = i - i",  i'( T)  = 0 d’ou  u'(T)  = 0 
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etpuisque  E = R i+u  + u',  u(T) 

On  bascule  alors  l’interrupteur  dans  la  position  2. 
Le  circuit  devient : 

i 


R 


-C 


II ' 

V 

■/ 

f l } 

•// 
, l 

U r 

R 

( 

On  a done,  par  continuity  aux  bornes  des  condensateurs  : 
u(  T + e)  = u(T)  = E 
u'(  T + e)  = «'(  T)  = 0 

On  a toujours  : 11  = Ri',  alors  i'(T  + 8)  = 0 


En  maintenant,  0 = Ri  + u + u'  soit 
On  en  deduit : 


i(T  + E)  = -R 


i"(  T + e)  = - 


R 


/ •//  • */\ 
(l  =l-l). 


Au  bout  d’un  temps  suffisamment  long,  un  nouveau  regime  permanent  est  atteint, 
alors 


L = C = 0 


d’oii 


0 


soit  = 0 et  ux  = 0.  Les  condensateurs  sont  decharges. 


© Deux  bobines  en  parallele 


On  ferme  L'interrupteur  K a L'instant  t = 0. 

1.  On  suppose  dans  cette  question  que  Les 
deux  bobines  sont  identiques  (L1  = L2  = L 
et  ri  = r2  = r)-  Determiner  Les  courants 
i(t),  i\(t)  et  /2(t). 

Commenter  Les  resuLtats  obtenus. 


E 


2.  Meme  question  dans  Le  cas  ou  Lj  =£  L2  et  r1  ^ r2  avec  cependant 


On  pourra  egalement  poser,  avec  R;/ 
Commenter. 


r,  r , 


*v/ 


E 

R + R/; 


T. 
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3.  On  se  place  desormais  dans  le  cas  general  et  on  pose  : 


Tj  — , X2 

r 1 


^2  T - ^ 

r'  1 " R 


et  T, 


R 


'1  '2 

a.  Donner  le  systeme  differentiel  du  premier  ordre  verifie  par  le  couple  de  variables 
i2(t)].  Que  peut-on  en  deduire  sur  la  nature  des  solutions  en  i2(t)  et 

7(t)  ? On  ne  developpera  pas  les  calculs. 


b.  On  donne  ci-dessous  les  courbes 


— ->  — —>  i2(t ) et  — ->  i(t)  pour 


r,  = r. 


2 ' 


= 1 A ; La  = 50  L2  et  differentes  valeurs  du  parametre  ri  = 


Commenter  ces  courbes. 
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1.  de  cfu’i]  faut  sav oir 

Points  de  cours 

• Circuit  rL  serie. 

• Continuity  du  courant  dans  une  bobine. 

• Regime  transitoire  - regime  permanent. 

Outils  mathematiques 

• Equation  differentielle  lineaire  du  ler  ordre. 

• Systeme  differentiel  lineaire  du  ler  ordre. 

■ 2.  de  cfu’il  faut  doinpr ehdYe 

1 et  2.  La  presence  des  bobines  retarde  l’etablissement  des  courants  z\  et  z2 , et  done 
du  courant  z dans  la  branche  principale.  Pour  R suffisamment  faible,  les  constantes  de 

Li 

temps  qui  vont  intervenir  sont  certainement  celles  des  bobines,  a savoir  T 1 = — et 


Le  probleme  se  presentera  simplement  lorsque  = X2,  les  deux  bobines  ayant  des 
comportements  « similaires  ». 

Au  bout  d’un  temps  suffisamment  long,  les  courants  seront  etablis  et  les  inductances 
L,  et  L2  pourront  etre  supprimees.  On  a alors  un  circuit  purement  resistif,  et  les  valeurs 
asymptotiques  (z)oo>  (!i)m  et  (i2)x  sont  connues.  II  pourra  etre  utile  de  faire  interve- 
nir la  tension  u aux  bornes  des  deux  bobines. 

■ ■3.  Solution 

1.  Les  lois  de  l’electrocinetique  permettent  ^ 

d’ecrire : 1 


u = E - Rz  avec  z = il  + i2  (loi  des  noeuds). 

Nous  nous  sommes  places  dans  le  cas  ou  les  deux  bobines  sont  identiques  ce  qui  impli- 


que  bien  evidemment  z\(f)  = z2(f)  = -• 
Les  equations  precedentes  donnent  alors  : 
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soit  encore 
Posons 


~ + (r  + -\  = E. 
2df  l 2) 


2R+  r 


,d i . 2E 

x — + 1 - 

df  2R+r 


La  solution  generate  de  cette  equation  differentielle  est  fournie  par  : 

Or  a t = 0+,  on  doit  avoir  i1(0+)  = z2(0+)  = 0 (continuity  du  courant  dans  les 
bobines) 


d’oii  i(0+)  = f ! ( 0 + ) + z2(0+)  = 0 et  X = 
Finalement : 


2E 

2R  + r 


i(t)  = 


2E 

2R+  r1 


(2R  + r)t 

1 — e L 


et  i^t)  = i2(t)  = -• 


I™  = 


2E 

2R+  r 


Commentaires 


• Le  courant  ix  correspond  au  regime  continu  eta- 
bli  pour  lequel  le  circuit  est  purement  resistif 

di,  d i2 

~r  = ~r  = ® \- 
dt  dt 

On  a done  : 


o 


— ou  Req  = R+(rj//r2)  = R + 


eq  rl  + r2 

On  aurait  pu  remarquer  directement  que,  les  memes  courants  traversant  les  deux  bobines 
identiques,  on  pouvait  reduire  l’ensemble  de  ces  deux  bobines  (L,  r)  a une  bobine  unique 

-4 

2’  2) 


R + 2 (ri  = r2  = r). 
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Dans  les  deux  cas,  on  a bien  : u = L— \-}  + r-  = -- - + -i. 

dt\2j  2 2 At  2 


Le  circuit  global  devient : 


_ rV  Ldi 

r i 

R + - i 

et 

l 2)  2df 

E 

fc 

) 2 § 

J 

2.  Cette  fois,  les  deux  bobines  sont  differentes  bien  que  leurs  constantes  de  temps  aient 
une  meme  valeur  f — = — = x\ 

A r2  J 

Les  equations  precedentes  peuvent  se  reecrire  de  la  facon  suivante  : 


.A 

' dt 


di2X 


u = E - Ri  = r, I i,  + 1—r1  I = r, I i,  + x-r^  I 

11  1 A+  ] 21  2 dt)  (1) 

avec  i = il  + i2 


D’ou 


Soit 


dii  1 
C df 

di. 


+ x -j—  = -(E-Ri) 

df  rj 


1 7 + X —r~  = -(E-Ri) 

2 df  r2 


’ (t'i  + i2)  + x^(f'i  + i2)  - — j(E-Ri). 


r,r 


1'2 


di  ri  + r7 

i + X — = -(E-Ri);  notons  R,,  = 

df  rlr2  r,  + r7 


di 


1 

et  regroupons  les  termes  : x—  + 


1 + 


R 


R 


v/J 


_E 

R„ 


E x 

Soit  en  notant  i = et  x'  = 


R + R 


■II 


1 + — 
R 


// 


*(0  = M 1 - exp(  - 


puisque  i(0)  = 0. 
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Soitencore  i(t)  = 


R + • 


r,r. 


1 - exp 


1 + ■ 


R 


' 1 ' 2 


n \ 
t 
x 


(2) 


dz'j  E R E R i 

On  a d’autre  part,  d’apres  (1)  : i1+X—  = i !„,[  1 - e T 

d t r j rl  rl  r1 


soit  en  posant  i j 


E - RL 


dL  • R.  -p 

J,  + t-T-  = hn  + — zMe  T . 

1 df  1 rj 

Nous  avons  done  z\(t)  = ilx  + i\ (f)  (zloo : solution  de  regime  permanent), 
i\(t)  etant  solution  de  l’equation  differentielle  du  premier  ordre  : 

d i\  R.  -b 


j , + x- 


Le  1 (3) 


1 ' " df  r j 

t 

La  solution  de  l’equation  homogene  est  Le  T. 

t 

La  solution  particuliere  est  de  la  forme  Ae  T’  avec,  en  reportant  dans  (3) : 
Finalement,  nous  obtenons : 


X J r, 


ij(f)  = iloo  + Le  x + 


* R.  1 4 


etavec  z1(0+)  = 0: 


II  apparait  ainsi  deux  constantes  de  temps  : T j = T et  X2  = x'  = 


1 + 


R 


' r 2 
r,  + r. 


Commentaires 


E R 

■LavaleurdeL  est  donnee  par  : zloo  = L soit: 


E R E(rj  + r2) 


L riR(ri  + L)  + rir2  LlR(ri  + L)  + rir2l 
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D’ou 


Er, 


R(r1  + /-2)  + r1r2 
equivalent  en  regime  continu  etabli. 


, expression  que  Ton  peut  retrouver  a partir  du  montage 


o 


*2  00 

1 


J 


On  a ainsi  (diviseur  de  courant) : iloo  = ix 


d’ou  le  resultat. 


R + 


■ Pour  determiner  le  courant  i(f),  on  peut  remplacer  le  systeme  (L,,  r, ) en  parallele  avec 


(L2,r2)  par  une  bobine  unique  d’inductance  L//  = 


r,  r,  L,  L, 

En  effet,  pour  — = — , on  a : 

ri  + r2  D r2 


Li  + L2 


et  de  resistance 


= h + , 

1 dt 


dt 
d i- 


u . 

- = u + x— 
r,  2 dt 


- c*i + *2) + *2) 


u = R ui  + tR;/ j'. 


On  a bien  Rw  = 


Li  rir: 


r,  r,  + r. 


2 L ' 


LiL2 


^1  ^ Lj  + L2 


Le  circuit  global  devient  alors  : 
d’ou 


E - (R  + R//)i  + L;/— 


di 

dt 


102J  Partie  1 - Physique  MPSI 


3.  a.  Desormais  les  deux  bobines  sont  distinctes  et  leurs  constantes  de  temps  sont  dif- 
ferentes  (ij  ^ X2).  On  a done  : 


u - E - Ri 

et 

i - i j + i2 

d;i 

« = 'Vi  + Li- 

di2 

et 

u = r0i0  + L,— ^ 

22  2 df 

soit  encore 


d’ou 


rih  + Li 


dZj 

d t 


E-R  (h  + i2) 


r0i 


2*2 


+ l2 


d*2 

d t 


dil 
d t 


d i 


L’ equation  permettant  d’obtenir  — resulte  de  la  permutation  des  indices  1 et  2,  d’ou 


le  systeme  differentiel  du  ler  ordre  par  rapport  aux  variables  i x ( t)  et  i2(t) : 


Avec  les  conditions  initiates  i1(0+)  = = 0. 

D’autre  part,  le  systeme  precedent  implique  : 

dii  A = _E  d^A  = _E 

dt  Jo+  Lj  df  )o+  L2 

Posons  alors  ij(t)  = iloo  + i\  ( t ) et  i2(t)  = i2oo  + i2  ( t ) ou  iloo  a ete  defini  au  2.  et 
z2oo  = i<*,~iioo  d’ou: 


d?; 

df 


dt 


(4) 


II  suffit  alors  de  chercher  des  solutions  de  la  forme  i\  (f)  = A^P*  et  i2  (f)  = A2eP‘. 

En  reportant  dans  (4),  on  peut  alors  remarquer  que  p doit  verifier  une  equation  du 
second  degre  dont  les  deux  solutions  sont  necessairement  de  la  forme  : 

1 „ , 1 

P = ~Z77  et  Ip  = 

X X 

(un  regime  pseudo-periodique  est  ici  impossible). 


Chapitre  2 - ELectrocinetique  1 (1 03 


Exercice  213 


Exercice  213 


Finalement,  on  aura : 


i'i(f)  = + A-je  T + T"’ 

t t 

i2(t ) = i2x  + 'k1e  x"  + [i2e  x'" 

t_  t_ 

i(t)  = L + (^i  + X2)e  T + (M-i  + p2)e  x 

Les  coefficients  A,j,  (J.j  et  p2  se  calculent  avec  les  conditions  initiales  precisees 
plus  haut. 

3.  b.  Les  courbes  donnees  sont  bien  representatives  des  resultats  precedents. 

■ Valeurs  asymptotiques  : 

E 
E 


R- 


1 \ 2 


R 

— + 


ri  E 

; or  — = 1 et  r,  = r,  d’ou : 

r2  ri 


ri  + h rl  rl  + r2 


R 


et  z, 


+ 0,5 


0,5  ix  = zb. 


R 

ri 

UA) 

*i-(A)  = *2.(A) 

0,1 

1,67 

0,83 

1 

0,67 

0,33 

10 

9,5  • 10“2 

4,8  • 10“2 

100 

~ 10“2 

~ 5 • 10-3 

Pentes  a l’origine : 

dii  _ ji  dzt 
df  Lj 


On  a 


dz2  E 
de  meme  — - = — 


n Li 

dzb 


E E 

= rTi  = r = 1 


dt  l2  j t 


F F L, 

rT> = rr  = 50- 

U2  '1^2 


dz2x  dz'jX 

-j-  » — (rapport  50)  comme  l’indiquent  les  graphes.  De  plus, 

df  Jo*  dfy0+ 

en  tra<;ant  les  tangentes  a l’origine  pour  les  courbes  f — » i1  (f) , on  montre  la  coherence 
avec  la  valeur  1 calculee  ci-dessus. 


On  a bien 
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Par  exemple,  en  reprenant  la  figure  1 ( cf.  egalement  la  figure  2) : 


0,5 


0 


0,5 


1 


f 


Ti  Fig.  1 


■ Constantes  de  temps  : 

- Le  courant  ij(f)  dans  ne  presente  pas,  au  voisinage  de  t — 0+,de  « brusques  » varia- 
tions comparativement  a z2(f)  (et  par  voiede  consequence  a z(f)  = Zj(t)  + z2(f) ).  Ceci 
est  du  a ce  que  » L2 . . . 

- On  remarque  egalement  que  le  temps  d’etablissement  du  regime  permanent  semble 
diminuer  quand  R augmente,  ce  qui  parait  naturel. 

- Pour  R suffisamment  grand,  le  courant  i{  t)  devient,  tres  vite,  pratiquement  cons- 
tant, les  courants  z,  (f)  et  z2(f)  evoluent  alors  en  sens  inverse  avec  la  meme  constante 
de  temps. 

On  pourrait  montrer  que  pour  R « tres  grand  »,  les  constantes  de  temps  x"  et  x"'  ten- 
dent  asymptotiquement  vers  les  valeurs  : 


x"  correspond  en  fait  a la  constante  de  temps  du  circuit  que  l’on  obtiendrait  en  negli- 
geant  et  r2  (R  » r1  et  R 5i>  r2  ). 

x"'  est  associee  a la  constante  de  temps  des  deux  bobines  en  serie. 

On  peut  verifier  sur  la  figure  4 (—  = 100  et  done  R » ( = r2))  que  l’on  a bien 


ri 

x"'  ~ 0,5  Tj  ( cf.  courbe  — — > i2(t) )... 

1 1 
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0 Circuit  LC  reel  en  signaux  carres 


On  donne  Le  circuit : 


e(t) 


O 


□ — 

1 

b:  r 

ait) 


IL  est  aLimente  par  un  generateur  de  « signaux  carres  »,  periodiques,  de  periode  T. 

e A 


1.  Preliminaires  : 

a.  RappeLer  L'expression  de  La  resistance  critique  rc  d'un  circuit  rLC  serie. 

b.  Dans  Le  cas  ou  Le  regime  transitoire  s'amortit  suffisamment  rapidement,  determiner 


Les  vaLeurs  asymptotiques  de  u(t),  quand  t —>  |^n  + -jJ~  puis  t -»  (n  + 1)T~. 

2.  Eta b Li r L'equation  differentieLLe  regissant  La  fonction  u(t). 

CLasser  Les  differents  types  de  soLutions  a L'aide  d'une  condition  portant  sur  r,  rc  et  R. 
Commenter  Les  resuLtats  obtenus. 

1 Ifl  1 \ L 

On  posera  con  = ; X = - - + avec  t = RC  et  t'  = -■ 

° VLC  t ')  r 

3.  Dans  Le  cas  ou  Le  regime  est  pseudo-periodique  amorti  et  d'amortissement  re Lati - 
vement  faibLe  (on  supposera  que  L'on  a : A.  « co0  1 + r-  ),  queL  doit  etre  L'ordre  de 


°V'  ' R 

grandeur  de  T pour  que  chaque  « train  » d'osciLLations  - genere  par  La  commutation 
du  generateur  - soit  independant  du  « train  » precedent,  c'est-a-dire  independant  de 
La  vaLeur  precise  de  T ? Donner  L'expression  de  u(t)  dans  ce  cas. 


1.  de  cfu’i]  faut  savoir 

Points  de  cours 

• Circuit  rLC  serie  : etude  du  regime  transitoire. 

• Regimes  pseudo-periodique,  aperiodique  critique  et  aperiodique  hypercritique. 

Outil  mathematique 

• Resolution  d’une  equation  differentielle  lineaire  du  second  ordre  avec  second  membre. 
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■ 2.  de  cju’il  faut  aoinprehdre 

1.  a.  Etant  donne  un  circuit  rLC  serie,  la  valeur  critique  rc  de  r est  celle  qui  permet  de 
passer  d’un  regime  transitoire  pseudo-periodique  (r<rc,  « faible  » amortissement)  a 
un  regime  transitoire  aperiodique  ( r 5*  rc,  « fort  » amortissement). 

b.  Pour  e = E0  (oue  = -E0),le  regime  transitoire  s’etant  sufHsamment  amortize  sys- 
teme  finit  par  atteindre  un  regime  continu  oil  courants  et  tensions  sont  des  constantes. 

2.  L’etablissement  de  l’equation  differentielle  ne  presente  guere  de  difficultes.  C’est 
une  equation  du  second  ordre  (presence  simultanee  de  L et  C)  et  la  nature  des  solu- 
tions dependra  du  signe  du  discriminant  de  1’ equation  caracteristique  associee. 

3.  Les  oscillations  de  u(t)  sont  simples  a etudier  dans  le  cas  oil  elles  peuvent  etre  con- 

T 

siderees  comme  completement  amorties  sur  la  duree  — : chaque  serie  d’oscillations 
debute  dans  les  memes  conditions,  independantes  de  la  valeur  exacte  de  T. . . Ces  con- 
ditions sont  alors  celles  du  regime  continu  permanent  du  circuit. 

3.  Solution 


1.  a.  Considerons  le  circuit  rLC  serie  alimente  par  un 
generateur  continu : 

e(t)  - 0 pour  t < 0 et  eft)  = E0  pour  t > 0.  L’ evo- 
lution du  circuit  est  regie  par  l’equation  differentielle  : 


• T di  q „ 
ri  + L—  + -k  = En 


Soit  encore : 


dt  C 


avec 


dc? 

' " dt' 


Ld^  + rdq  a = 


eft) 


'dt2  ' ' dt  ' C 
dont  la  solution  est  fournie  par  q ft)  = CE0  + q'(f)  avec: 


L ^ + M + 

At2  dt  C 


0. 


n 


c 


r 

_J 


4 


Point  cours 


La  solution  generale  de  cette  equation  homogene  associee  (equation  sans  second 
membre)  s’obtient  a partir  de  l’equation  caracteristique  que  doit  verifier  la  gran- 
deur a pour  que  eat  soit  solution  : 

La2  + ra+i  = 0=>a2  + £a  + ^ = °- 


C’est  une  equation  du  second  degre,  de  discriminant  A tel  que  : 


C’est  le  signe  de  ce  discriminant  qui  determine  la  nature  des  solutions  du  pro- 
bleme  physique. 
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La  resistance  critique  rc  correspond  done  a la  valeur  de  r qui  annule  A soit : 


1.  b.  Pour  e — +E0,  supposons  le  regime  permanent  atteint.  On  a alors  zL  = cste  et 
q = cste,  soit  encore:  uL  = 0 et  z'c  = 0.  Le  circuit  devient : 


II  se  reduit  a un  simple  diviseur  de  tension,  de  sorte  que  : 


u f — » In  + - T_  ~ E, 


R 

V+  R 


(2) 


De  meme,  pour  e = -E0  : 


n(t  —>  {n+  1)T“)  — E0 


R 

r + R 


(2') 


2.  Soit  i(t)  le  courant  traversant  le  generateur. 

L r A 


> 


O 


R 


D’apres  la  loi  des  mailles  : 


T di 

L—  + ri  + u-  e = 0 
df 


et,  d’apres  la  loi  des  noeuds  en  A : 


i — z'c  + i r — C— ; — t 


dn  11 
df  R 


d’ou,  en  eliminant  i : 


T„d  2u  L d u „du  r 
LC-—  + - • — + rC—  + -u  + u = e = +En 
df2  R df  df  R 0 


et  finalement : 


d2u  (l  rA  d u 1 f r\  E0 

df2  + IrC  + lJ  ’ df  + Lcl1  + rJ"  _ LC 
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Point  methode 

• La  solution  generale  de  cette  equation  differentielle  du  second  ordre  s’ecrit : 


solution 

solution  generale 

u{t)  = ■ 

particuliere 

• + ■ 

de  l’equation 

de  l’eq.  complete 

homogene  associee 

■ Une  solution  particuliere  est  u = + E0  ■ 


R 

R + r 


■ L’equation  homogene  associee  admet  des  solutions  en  eat  telles  que  : 


“!  + (^c  + E)“  + iT 


i + i 

R 


0 (3) 


comme  on  l’a  deja  indique  precedemment,  la  nature  des  solutions  physiques 
dependra  du  signe  du  discriminant  A. 


Posons  co0  = 


Vlc 


et  2A  = 


1 1 
- + 

T T 


J_  r 
RC  + L 


a2  + 2Aa  + coni  1 + - 

R 


; (3)  devient : 
0 


et  A 


A - a>n(  1 + ^ 


• ler  cas  : A > 0 

Les  solutions  de  l’equation  caracteristique  sont  alors  : 

a1,a2  = -X±-jA  (aY  eta2<0) 
et  les  solutions  u(t)  cherchees  sont  de  la  forme  : 


u(t)  = ± 


RE, 


R + r 


+ Aeait+Be“2t  (4) 


On  dit  que  le  regime  est  aperiodique  amorti. 

• 2e  cas  : A = 0 

L’equation  caracteristique  admet  une  racine  double  - A et  les  solutions  u(t)  s’ecrivent 
alors : 

REn  , 

u(t)  = ± + (A  + m)e-Xt  (5) 

R + r 

C’est  le  regime  aperiodique  critique. 

• 3e  cas  : A < 0 


On  pose  alors 

d’oii 

et 


co7 


cdl  + ^]-A 


al5  a2  = -A  + ico  (i2  = — 1) 

REn  . 

u(t)  = ± 1- (Acoscof  + Bsincot)e^t  (6) 

R + r 


et  le  regime  est  alors  appele  pseudo-periodique  amorti. 
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Le  regime  pseudo-periodique  est  done  obtenu  pour  A < 0,  e’est-a-dire  pour  : 


x2<4i  + i 


et  en  revenant  aux  donnees  du  probleme 


1 r Y ^ 4 ( , 

RCU  <Lcl1  + R 


2 . L 

etavec  rc  = 4—: 


Finalement 


2.2 


4R 


< rl(  1 + - 
R 


2.2 


4R 


, 2 
< rr . 


2 

rc 

< Tr 

4R 

(7) 


Le  regime  pseudo-periodique  correspond  done  a : 


r2  r2 

— — r < r < r -t — — 
4R  c 4R 


soit  encore  a : 


2 

r2 

sup 

u 

o' 

<r<rc  + — 
c 4R 

Donnons-en  une  representation  graphique  a L et  C fixes  (done  a rc  fixe) : 


Tout  point  representatif  P(r,  R)  appartenant  au  domaine  non  hachure  convient 
(regime  pseudo-periodique). 
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Commentaires 


• Pour  R infinie,  le  montage  se  reduit  au  circuit  rLC  serie  classique.  Le  regime  pseudo-perio- 
dique  correspond  bien  a r < rc,  par  definition  de  rc. 

• Pour  R = 0,  il  n’y  a plus  de  valeur  possible  pour  r,  la  capacite  etant  court-circuitee. 

• Pour  r = 0,  il  suffit  de  remarquer  que  l’on  peut  etablir  pour  le  regime  transitoire  l’equiva- 
lence  suivante  : 


En  effet,  on  a : 


d’ou 

soit 


0 = 
et  i 


d i 

L—  + u 
dt 


u _ Au 
R + At 
Ld  i Trd2i 
Rdf_  'dt2 


d2i  1 dz  1 . _ 
df2  + RCdf+LC!  “ 


et  i 


T di  q' 

L—  trit2; 
At  C 

Aq' 

At 


d’ou 


soit 


j d2i  , di  i 
0 = L — - + r — + — = 0 
dt2  At  C' 

A2i  r'Ai  1 . _ 

At2  + L At + LC'! 


Les  deux  equations  regissant  les  variations  de  i(f) 


C'  = C et  - = -f-  => 


1_ 

RC 


RC 


4R 


deviennent  identiques  pour 


Le  regime  sera  done  bien  pseudo-periodique  pour  r ' < rc,  e’est-a-dire  pour  : 


3.  La  condition  (7)  est  realisee,  et  le  regime  est  pseudo-periodique  : on  a done  pour  les 
valeurs  ±E0  de  e{t ) : 

u(t)  = ±E0- 1-  e^f(Acoscor  + Bsincof)  (8) 

R + T 



soit  encore  u(t)  = ±E0- + JA2  + B2  ■ e_A-fcos(cof  + tp). 

R + T 

On  considere  que  les  oscillations  deviennent  « imperceptibles  » lorsque  leur  amplitude 
(a  savoir  J A2  + B2e_;>lt ) est  devenue  negligeable  comparee  au  saut  de  tension  2E0- 

impose  a u(t)  par  le  generateur. 

On  prendra  par  exemple  : 


JA2  + B2e~Xt  IQ-2  ■ 2E 


R 

R + r 


et  si  tQ  designe  la  valeur  de  t correspondant  a l’egalite,  la  condition  cherchee  s’expri- 
T 

mera  sous  la  forme  t(j  =£  -■■■ 
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II  faut  done  determiner  A et  B : on  peut  le  faire  en  supposant  que  l’on  est  bien  dans  la 
situation  decrite  ci-dessus,  e’est-a-dire  qu’au  moment  d’une  commutation  ( t = nT 

RE,,  , 

et  le  courant  1 


par  exemple)  ou  e(f)  passe  de  -E0  a +E0,  la  tension  u vaut  - 
(regime  permanent  continu)  : 


jo 


R + r 


R + r 

D’ou,  en  prenant  une  nouvelle  origine  des  temps  a cet  instant : 

REf, 


du 

df 

du 


M(0+)  = 


(f=0+) 


jo 


R + r 


i u \ 

C RC/f  _ q+ 


1 E0  1 RE0 

(t  = 0+)  = — - • — — + _ 1 

df v C R + r RC  R + r 


0. 


En  reportant  dans  l’expression  (8)  de  u(t)  (signe  © pour  t > 0 ) : 


r RE, 


+ A = — - 


RE 


0 


II  vient 


R + r R + r 

- XA  + Bco  = 0 
RE  n 


«(0+)  = - 


RE, 


R + r 


A = -2- 


R + r 


et  B 


X 

co 


A 


d’ou  l’amplitude  des  oscillations  : 


= 2^  ■ 

R + r 


1 + ■ 


coz 


et  la  condition  cherchee  (avec  t0  ■ 


T, 


e 2 < 10^2  ■ 


i+K 


CO 


^?>21nl0  + iln|  1 + 


CO- 


Si  on  se  place  dans  le  cas  de  l’amortissement  faible  (X,  « pas  trop  grand  »,  e’est-a-dire 
X « co0  Jl  + i pour  que  les  oscillations  soient  visibles  sur  plusieurs  pseudo-perio- 
des),  on  peut  negliger  le  dernier  terme  : 


r 

CO2 


x- 


COn  1 + : 


R 


« 1 =>  XT  & 4ln(  10)  ~ 10  (ordre  de  grandeur). 
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II  faut  done,  avec  X = (x  = RC  et  x'  = - 


T 3=  20 


XX 

X + x' 


Lorsque  cette  condition  est  realisee,  les  oscillations  sont  effectivement  amorties  au 
T 

bout  du  temps  — , ce  qui  j ustifie  les  conditions  initiales  prises  pour  calculer  A et  B. 

L’ expression  de  u(t)  est  bien  alors  : 


u(t)  = 


RE0  r ,(\ 

1 - 2e.~Xt  — sin  cot'  + coscot' 

vco 


R + r 


pour  nT  < T yn  + - JT 
ou  t'  = t-  nT ; 

pour  (n  + i JT  < f ^ («  + 1)T,  u(t)  change  de  signe  et  t ' est  remplace  par  t'  - — ■ 


Commentaire 


TT 

La  valeur  de  l’expression est  touiours  inferieure  a la  plus  petite  des  deux  valeurs  X et 

, X + T 

X ... 


On  peut  done  prendre  (condition  suffisante. . . ) 


T S®  20  ■ Min(x,  x') 


J 


© Simulation  de  resistance 


Dans  Le  circuit  ci-dessous,  Le  commutateur  k bascule  periodiquement  d'une  position 
a L'autre,  suivant  la  loi  : 

nT<t=£^n  + ^J-T  ken  position  1 

+ \ ) ’ T < ^ ^ (n  + 1)T  k en  position  2 
(n  entier  relatif,  et  V2  < Vj ). 
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On  suppose  Le  phenomene  etabli  depuis  longtemps  : toutes  les  grandeurs  electri- 
ques  du  circuit  sont  periodiques  de  periode  T et  on  prend  comme  instant  initial 
t = 0,  la  commutation  correspondant  a n = 0. 

1.  On  pose  i/(0)  = V0  : determiner  la  loi  donnant  v(t)  pour  0 < t =£  puis  pour 
I < t ^ T.  On  notera  vjjj  = V'  et  a = ~ 

2.  Exprimer  V0  et  \l'0  en  fonction  de  Va,  V2  et  a. 

En  deduire  I'expression  de  la  quantite  d'electricite  qui  transite  du  qenerateur  « Va  » 
au  qenerateur  « V2  » pendant  une  periode  T,  et  calculer  I'intensite  moyenne  I0  cor- 
respondant a ce  transfert  de  charges. 


3.  Quelle  serait  la  resistance  Req  qui  serait  traversee  par  le 
meme  courant  moyen  ? 

Donner  son  expression  en  fonction  de  ret  a.  Comment  varie 
Req  lorsque  T (ou  0)  est  modifie  ? 

4.  Interpreter  physiquement  les  valeurs  limites  de  Req. 


Solution 


1.  Le  commutateur  k etant  en  position  1,  le  circuit  se  reduit  a un  circuit  rC  : 


Vj  = ri  + v 

avec 

i 

= c4v 

d t 

soit : 

„dv 

rC—  + v 
df 

= V, 

V! 


> 


o 


c 


equation  differentielle  du  ler  ordre  dont  la  solution  generate  est  de  la  forme  : 
v(t)  = Vj  + Ae-t/T  avec  T = rC. 

Tenant  compte  de  la  condition  initiale 

v(0)  = V0  = Vj  + A 


il  vient : 
et : 


A = V0  - V, 


v(0=V1  + (V0-V1)e 


,-f/T 


pour  0 < t - 


A t = — , le  commutateur  bascule  en  position  2,  et  le  circuit  devient : 
v - ri'  = V,  r 


avec 

soit  encore  : 


n dv 
1 = -C— 
df 


rdv 

rC—  + v = V, 
df  2 


C 


o 


V, 


ce  qui  etait  previsible,  etant  donnee  la  symetrie  de  Fensemble  du  circuit. . . 
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La  solution,  pour  - < f =S  T,  est  done  de  la  forme  : 

(t-T/2) 

v(t)  = V2  + Be  x . 

II  reste  a exprimer  la  continuity  de  la  tension  v(t)  aux  bornes  du  condensateur  a la  date 

f = - : 

2 

T 

vo  = v(y)  = Vj  + fVo-V^ 


et : 
d’ou : 
avec 


v;  = v(T)^  v2+b 


B = V'-V2 


T _ T 
2t  2rC 


= a,  ilvient  e+T/2x  = en 


T 

et  finalement  pour  — < t =S  T : 


v(0  = V2  + (V'-V2)e'I-e-t/x 


et  V'  = V^fVo-Vjfe-  (1) 

2.  Le  regime  periodique  etant  suppose  atteint,  on  doit  de  plus  avoir  : 
v(f  + T)  = v(f) 

soit:  v(T)  = V0 

or:  v(T)  = V2  + (Vq  - V2)efl  • e-T/x 

avec  e~T/x  = e~2n  : V2  + (Vg  - V2)e~°  = V0  (2) 

Les  relations  (1)  et  (2)  determinent  V0  et  V'0  : 

V'-V0e-«  = Vjfl-e-) 

[- Vq  e-"  + V0  = V2(l-e-«) 
et,  par  addition  : Vq  + V0  = Vj  + V2 
d’ou  les  solutions  (en  eliminant  Vq  ou  V0) 


Vn 


V2  + Vie-a 

1 + e~a 


y'o 


Vi+V2e- 

1 + e~° 


On  en  deduit  Failure  de  la  courbe  donnant  v(  t ) ( V0  et  Vq  sont  des  barycentres  des 
tensions  Vj  et  V2,  avec  des  coefficients  positifs  1 et  e~a,  et  sont  symetriques  par  rapport 
V,+V, 
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Pendant  la  charge  de  C de  V0  a V'0  , le  generateur  « Vj  » a fourni  au  condensateur  C la 
quantite  d’electricite : 

q = CV'-CV0  = C(V'-V0) 

q = C(Vl-V2 
1 1 2 l+e“fl 


q = C(V i - V2)  • tanh^  j. 


T 

Puis,  entre  — et  T,  cette  meme  quantite  d electricite  est  transmise  au  generateur  « V2  » 
(decharge  de  C).  Au  total,  une  charge  q est  transmise  d’un  generateur  a l’autre  a chaque 
periode  T,  ce  qui  correspond  a une  intensite  moyenne  : 


T _ _ C 

“ J 


= ^(V1-V2)tanhg] 


ou  encore  : 


3.  Par  definition  de  R, 


Iq  _ 


<A^>ta„hfe 

2 ra  v2 


eq  ■ 


Req  = 


(V1-V2) 

In 


soit : 


Si  la  commutation  est  tres  rapide  : T « rC,  soit  a « 1,  tanh^  j # ^ et  Req  — > 4 r. 
Si  au  contraire  T » rC,  soit  a 55>  1 , tanh^  j — > 1 et  Req  # 2 ra. 
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D’oii  le  graphe  : 


4.  On  peut  interpreter  physiquement  les  valeurs  limites  de  Req  : 

• Lorsque  T » rC,  le  condensateur  C a le  temps  de  se  charger  (sous  la  tension  Vj)  et 
de  se  decharger  (dans  le  generateur  « V2  »)  presque  completement : la  charge  transfe- 
ree a chaque  periode  ne  depend  plus  de  T et  I0  = ^ est  inversement  proportionnel  a 
T ; on  a done  Req  proportionnelle  a T. 

• Lorsque  T « rC,  la  tension  v(  t)  varie  tres  peu  et  les  courants  sont  pratiquement 
constants : 


i#  ■ 


V, 


# V = 


V-V, 


et  la  conservation  de  la  charge  impose  : 


. T 


T 


f y v v_y2  (V1-v)  + (v-V2) 

et  In  = - = = = 

0 2 2 r 2 r 2r+2r 

Vl-V2 

I0  = 4r  , soit  Req  = 4r. 

Ce  dernier  resultat  est  coherent  avec  la  conservation  de  l’energie  : evaluons  l’effet  Joule 
dans  les  resistances  r : 

W,  = ri 2 ■ — + ri'2  ■ — = ri2  ■ T 

J 2 2 

avec  i = 2I0  ; W,  = 4rlg  ■ T 

ce  qui  est  en  accord  avec  Req  = 4r. . . 
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^ Attaque  par  un  generateur  a 
caracteristique  rectangulaire 


1.  Un  circuit  RC  serie  est  attaque  par  un  genera- 
teur a caracteristique  rectanguLaire  : 

| ' = I0  P°ur  « « E0 
\u  = E0  pour  i 'S  I0 

(c'est  un  generateur  parfait  de  tension  pour  Les 
intensites  inferieures  a I0,  et  un  generateur  parfait 
de  courant  - de  vaLeur  I0  - Lorsque  L'intensite  dans 
Le  circuit  atteint  cette  vaLeur  I0 : La  tension  aux 
homes  du  generateur  s'etabLit  aLors  a une  vaLeur 
inferieure  a E0...). 

Le  condensateur  est  decharge  pour  t < 0.  L'inter- 
rupteur  est  ferme  a t = 0. 


Eo 


-> 

u 


Determiner  Les  graphes  des  fonctions  : 
f —>  i(t),  t->uz(t),  t—>u(t)  pour  t positif. 

E0 

On  pourra  poser  R0  = — et  on  envisagera  pLusieurs  cas  seLon  La  vaLeur  de  R comparee 
■*■0 

a ceLLe  de  R0. 


2.  On  rempLace  La  capacite  C par  une  inductance  pure  L,  uc  devenant  uL.  Reprendre  La 
question  precedente. 


3.  Application  numen'que  : 

E0  = 40  V;  I0  = 10  mA ; L = 50  mH ; C = 2 |iF;  R = 2 kQ. 


1.  de  <^u’i]  faut  savoir 

Points  de  cours 

• Continuite  de  la  charge  d’un  condensateur  et  du  courant  dans  une  bobine. 

• Relation  courant-tension  pour  une  capacite  et  pour  une  inductance. 

Outil  mathematique 

• Resolution  des  equations  differentielles  lineaires  du  premier  degre. 


2.  C!e  cju’i]  faut  Coir\^,YehdYe 


1.  Le  courant  initial  de  charge  d’un  condensateur  a travers  une  resistance  R (et  sous 

E0 

l’effet  d’un  generateur  de  tension  de  f.e.m.  E0)  est  1(0)  = — • On  peut  done  s’attendre 

R 

E0 

a ce  que  revolution  du  systeme  depende  de  la  valeur  de  1(0)  comparee  a l(l  = — > 

Rn 
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c’est-a-dire  de  celle  de  R comparee  a R0.  Deux  cas  seront  alors  a envisager  selon  que 
1(0)  est  inferieur  ou  egal  a I0  (soit  R & R0  ),  ou  que  1(0)  est  superieur  a I0  (R  < R0). 

2.  On  a remplace  la  capacite  par  une  inductance.  De  ce  fait,  le  courant  i(  t)  reste  nul  a 
l’instant  t = 0+,  la  tension  w(f)  se  fixant  a E0.  Le  courant  i(t)  va  done  s’etablir  dans 

E0 

le  circuit  en  « tendant » asymptotiquement  vers  I„  = — ■ Le  meme  probleme  se  pose 

R 

alors  selon  que  est  inferieur  ou  egal  a I0  (R  3=  R0),  ou  que  I„  > I0  (R  < R0). 


3.  Solution 


1.  Les  equations  generates  du  circuit  s’ecrivent : 
u = Ri  + uc 

d ci  ditp 

i = -j^  = C— jj-  (puisque  q = Cu). 

Les  conditions  initiales  imposent  wc(0+)  = 0 etparlameme  «(0+)  = R;(0+).  Sile 
courant  « demande  » par  le  circuit  RC  est  inferieur  a I0 , le  generateur  fonctionne  en 
generateur  parfait  de  tension,  et  w(0+)  = E0.  Alors: 

E0 

*'(0+)  = -°<I0 

correspond  a : 

E0  E0 

- < — > soit : R>  R0. 

Dans  le  cas  contraire  ( R < R0 ) , le  courant  dans  le  circuit  est  limite  a I0 , et  on  a alors  : 
m(0+)  = RI0,  avec  «(0+)  < E0. 

On  peut  representer  ces  deux  situations  graphiquement  en  traejant  la  droite  i = ^ sur 
le  graphe  de  la  caracteristique  du  generateur  : 
l’intersection  de  cette  droite  avec  la  courbe 
representative  du  fonctionnement  du  genera- 
teur donne  le  « point  de  fonctionnement » du 
circuit  (couple  de  valeur  (u,  i ) acceptable  par 
les  deux  branches  du  circuit) : 

• Pour  R < R0,  il  s’agit  du  point  P,  : dans  un 
premier  temps,  le  condensateur  se  chargera 
done  a courant  constant. . . 

• Pour  R S2  R0,  il  s’agit  du  point  P2  : le  con- 
densateur se  charge  a tension  d’attaque  cons- 
tante  (u  = E0).  En  effet,  le  courant  de  charge 
est  maximal  a t = 0+  et  vaut  ici  I2  ; on  aura  done  i{  t)  < I2  et  la  tension  u restera  blo- 
quee  a E0. 


R 


c: 


q(t) 


uc(t) 
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D’ou  1’ etude  qui  suit : 


1 ler  cas  : R 5*  R, 


0 


D’apres  ce  qui  precede,  on  a pour  tout  t > 0 u = E0  = RC-—^  + uc. 

Notons  T = RC  la  constante  de  temps  qui  apparait  dans  cette  equation  differentielle  : 
d ur 


uc  + T ~ E0  (1) 


wc(t)  = E0  + Ae~t/X. 

La  continuity  de  la  charge  du  condensateur  implique  celle  de  uc  soit : 

q( 0“)  = q( 0+)  = 0=>hc(0_)  = wc(0+)  = 0 et  done  A,  = -E0 . 

Des  lors : 


«c(f)  = EoC1 


-tii 


d ur 

et  i(t)  = C— C 


i(t)  = ^e-^ 


■ 2e  cas  : R < R0 

Dans  une  premiere  phase,  la  charge  s’effectue  a courant  constant  I0. 

La  tension  uc  va  augmenter,  et  il  en  sera  de  meme  de  u (u  - RI0  + «c)  qui  va  finir  par 
atteindre  la  valeur  E0.  II  s’ensuit  une  deuxieme  phase  de  charge  a u — constante,  le  cou- 
rant i(  t)  diminuant  et  tendant  vers  zero  en  fin  de  charge. 


dur  In 

- lre  phase : i{t)  = I0  = C-^  =>  uc  = -^t  (uc(0+)  = 0). 

I0 

D’autre  part,  u - RI0  + uc,  d’ou  u(t)  = RI0+— t 


et 


u(t)  = RI 


t < tn 


u(  t ) atteint  la  valeur  E0  a l’instant  t0  defini  par  : 

U(t0)  — Eg 


120)  Partie  1 - Physique  MPSI 


- 2e  phase  : pour  t > t0,  la  tension  u se  bloque  a E0  et  revolution  de  uc(t)  est  definie 
par  l’equation  (1)  d’ou  : 

«c (t>  t0)  = E0  + T . 

Traduisons  alors  la  continuite  de  uc  en  t = t0 : uc(tl)  = uc(t g). 


Or  uc(f0)  = = Lorc^-i]  = I0(R0-R)  = E0-RI0  = «c(fJ). 

Finalement : 


E0  + ^ = E0-RI0 
=>  X = -RI0 


d’oii : 


h-t0) 

uc(t>t0)  — Eg  — RI0e  T 


dwr  RCIn 

D’autrepart:  i(t ) = C^—  = -e  T 

r w d t T 


D’ou  les  graphes : 


i(t>t0)  = Ioe  T 


2.  En  rempla^ant  le  condensateur  par  une  bobine,  les  equations  du  circuit 
deviennent : 


Rz  + L 


T 

Ur  = L — 

L dt 


d z 
dt 


uL(t) 


Les  conditions  initiales  imposentici  i(0+)  = 0 (continuite  du  flux  et  done  de  l’inten- 
site  dans  la  bobine).  Dans  un  premier  temps,  la  tension  de  sortie  du  generateur  sera 
fixee  a E0  (point  P0  de  la  caracteristique  : i = 0 et  u = E0). 
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On  a done : 

L^(0+)  = «(0+)  - R;'(0+)  = E0 

et  le  courant  i(  t)  va  croitre  a partir  de  0.  Tant  que 
i(t)  < I0,  la  tension  u{t)  conserve  la  valeur  E0, 
l’equation  fixant  revolution  de  i(t)  s’ecrivant: 


di 


di 


E0  = Ri  + L-=»-  = i(t)  + t-  oi,,  = 5 

represente  la  constante  de  temps  du  circuit  L-R.  L’integration  de  cette  equation  donne  : 
E0 

i(t ) = 1 - e~t,x)  tant  que  i(t)  =£  I0. 

R 

Done  deux  cas  sont  a envisager  : 


• ler  cas  : ^ ^ I0  soit  R ^ R0  ( R0  = ^ 


On  a bien,  pour  tout  t, 


i(t ) 


R 


(1  - c~t,x) 


Des  lors,  uL 
D’ou  les  graphes  : 


L—  =>  h, 
df  L 


LE0 

Rt 


-t/X  - 


«L  (t)  = E0e- 


-tlx 


• 2e  cas  : R < R0 

La  premiere  phase  decrite  precedemment  s’arrete  a l’instantf0  tel  que  z(t0)  = I0,  d’ou: 


rI1 


- Iq  - 


Rn 


soi*:  e^=  = 

A cet  instant,  on  a u(f)  = E0  et  i(tQ)  = I0,  d’ou: 


«L(*o)  = u(t0)  - Rz(f0  ) = E0  - RI0  > 0. 

Pour  t>  t0,  le  courant  i(t)  se  fixe  a I0  et  la  tension  uL  tombe  a zero  et  s’y  maintient, 
u passant  a la  valeur  : u = RI0  + uL  = RI0. 
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D’oii  les  graphes : 
«L(0 


3.  Application  numerique : 

II  nous  faut  done  comparer  R0  et  R. 


E„  4f) 

Or  Rn  = — = = 4 k£2  et  R = 2 k£2,  ce  qui  implique  : R < Rn  et  l’evo- 

° I0  10  • 10-3  > 4 F 4 0 

lution  du  systeme  correspond  au  2e  cas  aussi  bien  avec  C qu’avec  L. 

Les  autres  caracteristiques  sont  donnees  dans  le  tableau  ci-dessous  : 


T 

c 

4 ms 

4 ms 

L 

25  |4s 

17  |4S 

= 


RC 

L 

R 
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Exercice  301 


Prisme  a reflexion  totale 

Un  rayon  Lumineux  arrive  sous  incidence  normaLe  sur  un  prisme  de 
verre  d'indice  n,  et  ressort  parallelement  au  rayon  incident  apres 
deux  reflexions  totales  sous  une  incidence  de  45°  a I'interieur  du 
verre  (c/.  figure),  lorsque  Le  prisme  est  dans  L'air. 

Par  contre.  La  reflexion  totale  n'a  pas  Lieu  si  la  partie  inferieure  du 
prisme  est  plongee  dans  L'eau. 

Dans  quelles  limites  se  situe  la  vaLeur  de  L'indice  n ? 

4 

L'indice  de  L'eau  vaut  ->  et  l'indice  de  l'air  sera  pris  egal  a 1. 


1.  de  cfu’il  faut  sav oir 


• Loi  de  la  refraction  (Descartes)  : cas  de  la  reflexion  totale. 

12.  C!e  cfu’il  faut  dompTehdTe 

Le  rayon  emergent  peut  ne  pas  exister  (reflexion  totale)  lorsque  l’indice  du  second 
milieu  est  plus  petit  que  celui  du  premier  milieu.  La  condition  d’existence  de  ce  rayon 
depend  de  Tangle  d’incidence  et  du  rapport  des  indices  des  deux  milieux. 


3.  Solution 


Considerons  la  refraction  d’un  rayon  lumineux  entre  deux  milieux  d’indices  respectifs 
net  n' . D’apres  la  loi  de  Descartes,  n sini  = n'sinz' 


soit  sin  i ' = — , sin  i avec,  dans  le  cas  present, 
n 

i = 45°  et  sin i = — d’ou : sini'  = — ■ — (1) 

2 2 n 

La  reflexion  totale  correspond  au  cas  ou  il  n’existe  pas  de  valeur  de  i'  verifiant  cette  rela- 
tion, done  pour  1. 

2 n 

Dans  le  cas  contraire,  il  existe  un  rayon  emergent  dans  la  direction  i'  definie  par  la  rela- 
tion (1). 
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D’oii  les  deux  conditions  : 


In' 


■ dans  Fair,  n — 1 , et  la  reflexion  totale  exige  n > TLb  = Jl ; 

Jl 

-si  le  prisme  est  plonge  dans  l’eau  («'  = -],  il  existe  un  rayon  emergent,  ce  qui 

. In'  Ajl 

lmpiique  : n = 

72  3 

ce  qui  donne,  numeriquement : 


1,414  < n sS  1,886 


Un  tel  dispositif  peut  servir  - par  exemple  - de  detecteur  de  niveau  d’eau  : tant  que  le 
prisme  baigne  dans  l’eau,  le  faisceau  emergent  est  tres  attenue,  alors  qu’il  a l’intensite 
du  faisceau  incident  lorsque  le  prisme  est  dans  Fair. 


Doubleur  de  focale 

A I'aide  d'un  objectif  - assimilable  a une  lentille  mince  convergente  L de  distance  focale 
/'  - on  desire  former  L'image  d'un  objet  reel  AB  sur  une  plaque  photographique  situee 
a une  distance  D de  I'objet. 

1.  Entre  quelles  valeurs  peut  varier  D pour  qu'il  en  soit  ainsi  ? Preciser  La  distance  d 
separant  La  Lentille  de  La  plaque  photographique  (on  se  limitera  a d =S  ^ ). 

2.  La  Lentille  convergente  L restant  fixe  par  rapport  a L'objet  AB,  on  recule  la  plaque 
photographique,  et  on  intercale  entre  celLe-ci  et  L une  lentille  divergente  La  de 
« distance  » focaLe  f\  = -6  cm. 

Comment  doit-on  placer  La  pour  que  le  grandissement  Lineaire  du  systeme  soit  mul- 
tiplie  par  deux  ? De  combien  a-t-il  fallu  deplacer  la  plaque  photographique  ? 

1.  Ce  cju ’il  f&ut  s&voir 


• Relation(s)  de  conjugaison  pour  une  lentille  mince. 

• Objets  et  images  reels  ou  virtuels. 


■ 2.  Ce  c[u ’il  faut  doinpr ehdre 

1.  Le  principe  de  l’appareil  photographique  exige  que  l’objet  et  l’image  soient  reels,  ce 
qui  ne  laisse  que  peu  de  possibilites. . . 

2.  La  lentille  divergente  Lj  doit  donner  une  nouvelle  image,  agrandie  et  toujours 
reelle  : c’est  cette  condition  qui  va  determiner  la  position  de  Lj  par  rapport  a l’image 
de  l’objet  donnee  par  L. 
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■ 3.  Solution 

1.  L’image  A' IV  d’un  objet  reel  AB  donnee  par  la  lentille  L est  determinee  par  la  posi- 
tion du  point  B\  intersection  du  rayon  BO  (qui  n’est  pas  devie  dans  L)  et  du  rayon 
emergent  IF'  correspondant  a un  rayon  incident  parallele  a l’axe  de  L. 


L 


plaque 


Dans  le  cas  de  figure,  B'  est  reel ; il  est  virtuel  lorsque  BO  coupe  le  prolongement  (a  gau- 
che de  L)  du  rayon  IF'.  II  faut  done  que  A soit  a gauche  de  F (FA  < 0)  ce  qui  implique 
(relation  de  conjugaison  de  Newton  : FA  • F'A'  = -f1 2  < 0 ) que  A'  est  a droite  de  F' . . . 
En  utilisant  la  relation  de  conjugaison  de  Descartes  : 


J__l  _ J_ 

P'  P ~ f 


Avec  p’  = OA'  = d,  p = 


il  vient 


OA  et  D = AA'  = AO  + OA' 

1 1 _ 1 

d + D - d ~ f 


1 1 1 _ d-f 

D-d  f d df 


et 


D = d + 


df 

d-f 


d2 

d-f 


- p + d, 


Tra<;ons  le  graphe  de  D(d)  pour  d 3=  /' : 

, D 

• d — > 00 : — — > I 


et  D - d f ; 

• la  courbe  a pour  asymptote  la  droite  : 
D = d+f; 


• d —>  f par  valeurs  superieures  : 

D — ^ +00  ; 

• la  courbe  admet  un  minimum  Dm  pour 


<3Dt 

dd  )d  = d„ 


= 0 ce  qui  conduit  a dm  - 2 f 


et  Dm  = 


7’  = 4 f. 
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Les  solutions  cherchees  (avec  d 
et 


D , 


2 

+ oo  > £) 


verifient  done  /'  =£  d =£  2 /' 
>4/'. 

. D 


Remarque  : pour  D fixe  (D  > 4/') , les  valeurs  de  d superieures  a — correspondent  a 

echanger  les  roles  de  l’objet  et  de  Fimage  (D  et  D - d jouent  des  roles  symetriques  dans 
la  relation  de  Descartes. . . ).  Ces  valeurs  de  d correspondent  aussi  au  cas  ou  l’image  est 
plus  grande  que  l’objet  (cas  de  la  « macrophotographie  »...). 

2.  La  lentille  divergente  Lj  doit  transformer  Fimage  precedente  A'B'  en  une  nouvelle 
image  AjBj  sur  la  plaque  photographique,  telle  que  : 


Yi  = 


AjB, 


A'B' 


= 2 et  AjBj  reel 


soit  OjAj  = p[  >0  (en  notant  O,  le  centre  de  la  lentille  L, ). 
En  utilisant  la  relation  de  Descartes,  avec 


P i = OjA': 

J__l  - J_ 

P\  Pi  " f\ 


1 

l/'i 


— = -y-  + 777-7  > 0 puisque  pi  > 0, 

Pi  Pi  |/i  | 


B, 


p!  = OjA'  > 0 montre  que  A'B'  joue  le 

role  d’objet  virtuel  pour  Lp  ce  qui  est  coherent  avec  l’enonce  : on  a place  L,  entre  L et 
la  position  initiale  de  la  plaque  photographique. . . 

Le  grandissement  y1  est  done  positif,  et : 

P\ 

Yi  = +2  - ~^Pi  = 2pl 
Pi 

et  (relation  de  Descartes)  : 

2p,~p,  =‘|/'irPl  = 2l/'1  C,p' 

La  plaque  photographique  doit  se  trouver  dans  le  plan  focal  objet  de  la  lentille  diver- 
gente Lp  celle-ci  etant  placee  a une  distance  ^ | f\  | = 3 cm  en  avant  de  la  position  ini- 
tiale de  la  plaque  photographique. 

II  faut  maintenant  reculer  la  plaque  photographique  d’une  distance  : 


1 


Pi  - J/i  | - ^ 


cm. 
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On  peut  facilement  construire  l’image  de  l’objet  AB  dans  les  deux  cas  envisages  : 


Commentaires 


Pour  la  seconde  question,  on  peut  remarquer  que  l’introduction  de  la  lentille  Lj  et  le  depla- 
cement de  la  plaque  photographique  sont  independants  de  : 

- la  « mise  au  point  »,  liee  a la  distance  de  l’objet  AB  a la  lentille  L, 

- la  distance  focale  /'  de  cette  lentille. 

Un  tel  dispositif,  adaptable  a un  appareil  photographique,  est  appele  « doubleur  de  focale  » : 
l’image  est  agrandie  d’un  facteur  deux,  ce  qui  correspond  (pour  un  objet  eloigne,  pratique- 
ment  a l’infni)  a l’image  que  l’on  obtiendrait  avec  une  lentille  unique  de  focale  2/' : 
pour  A tres  eloigne  OA'  — > OF'  = /' 

et,  pour  a donne  : A'B'  = a ■ OA'  = a ■ OF'  = a/'  (a  est  petit...). 


La  dimension  de  l’image  est  pratiquement  proportionnelle  a /'  ... 

11  est  egalement  possible  de  generaliser  ce  dispositif  (grandissement  lineaire  multiplie  par 
un  facteur  N donne)  : il  suffit  de  reprendre  les  calculs  du  2.  ... 

Mais  la  qualite  de  l’image  obtenue  diminue  rapidement  lorsque  N augmente,  car  ce  dispo- 
sitif revient  a agrandir  la  partie  centrale  de  l’image  donnee  par  l’objectif  seul.  J 
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© Association  de  deux  lentilles 

Soit  un  systeme  centre  constitue  de  deux  Lentilles  : 


- une  lentille  La  convergente  de  centre  0:  et  de  distance  focale  /j  = a = OjFj  ; 

- une  LentiLLe  L2  divergente  de  centre  02  et  de  distance  focaLe  /2  = -a  = 02F2  . 
On  note  e = OjC^. 


1 

Oi 

CVJ 

O 

Fi 

Fj  F' 

i 

f2 

‘ ^2 

e > 0 


1.  a.  Determiner,  en  fonction  de  e et  a,  les  grandeurs  OjF  et  02F',  ou  F et  F'  sont 
Les  foyers  objet  et  image  du  systeme. 

b.  Faire  deux  constructions  geometriques  separees  et  commentees  permettant  de 
definir  les  points  F et  F'. 

2.  a.  On  considere  un  objet  AB  situe  dans  le  plan  de  front  de  Fa  (A  = Fa). 

Donner  une  construction  geometrigue  claire  et  commentee  definissant  L'image  A'B' 
de  AB. 

En  deduire,  dans  ce  cas,  la  vaLeur  du  grandissement  lineaire  y. 

b.  Retrouver  Le  resuLtat  precedent  (vaLeur  de  y)  par  Le  calcuL. 

c.  Montrer  gue  la  connaissance  des  positions  des  foyers  F et  F'  ainsi  gue  de  la  propriete 
demontree  au  2.  a.  est  suffisante  pour  construire  L'image  d'un  objet  guelcongue. 

1.  de  cpu ’i]  faut  sav oir 

• Lentilles  minces  convergentes  ou  divergentes  : formules  de  Descartes  ou  de  Newton. 

• Grandissement  lineaire. 

• Constructions  geometriques. 
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1.  Ce  <^u’i]  faut  aoinpTrehdre 


1 . Les  constructions  geometriques  utilisent  des  rayons  particuliers  : 

- rayon  parallele  a l’axe  ; 

- rayon  passant  par  le  centre  d’une  lentille  ; 

- rayon  passant  par  un  foyer. 

• II  est  egalement  interessant  d’utiliser  les  proprietes  des  foyers  secondaires  d’une  len- 
tille, c’est-a-dire  des  points  se  trouvant  dans  le  meme  plan  de  front  des  foyers  F;  et  F'  . 

2.  b.  Pour  le  calcul  de  y,  on  prendra  un  objet  AB  quelconque  (A  non  confondu  avec 
Ft)  puis  on  fera  tendre  A vers  Fj. 

2.  c.  On  cherchera  a determiner  l’image  A'B'  d’un  objet  a partir  d’une  simple  cons- 
truction geometrique  utilisant  a nouveau  des  rayons  particuliers. 


3.  Solution 


1.  a. 


■ Point  focal  objet  F du  systeme  des  deux  lentilles  : 


X2 

F — > Aj  — > 00  (par  definition  de  F). 

II  en  resulte  que  : Aj  = F,,  d’ou  F — > F2. 

Utilisons  alors  la  formule  de  conjugaison  de  Descartes  appliquee  a la  lentille  de 
centre  Oj.de  foyer  image  Fj  : 


or 

Soit 


_J \_  _ 1 

0^"2  0)F  " O^j 


OjFj  = a OjFj  = 0!02  + 02F2  = e + a. 

_L ]_  _ 1 

e + a Q^p  a 

1 _ 1 1 

OjF  e + a a 


D’ou  OjF 


a(e  + a ) 
a - e-  a 


OF-  + a ) 

1 - c 
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Commentaires 


Pour  e — > 0+,  C^F  — > -<*>  et  le  foyer  F est  rejete  a l’infini,  ce  qui  est  normal  puisqu’alors  les 
deux  lentilles  confondues  etant  de  focales  opposees  n’ont  plus  d’effet  sur  les  rayons  lumineux. 


■ Point  focal  image  F'  du  systeme  des  deux  lentilles  : 

On  a cette  fois-ci : 

Xl  X2 

°°  — > Aj  — > F'  (par  definition  de  F'). 

X 

d’ou  a;  = f;  et  f;  4f'. 

Soit  avec  la  formule  de  Descartes  pour  la  seconde  lentille  de  centre  02 , de  foyer  image 

F'  • 
r2  ■ 


or 

D’ou 


1 1 _ 1 

OJ'  ” 0^1 


02F2  = —a  et  02Fj  = 0201  + 01F,1  = - e + a. 

1_  _ 1 _ 1 | 1 

a-e  -a  Q2F'  -«  a - e 


et 


02F'  = — — £) 


Commentaires 

• On  a egalement  02F'  —>  + °°  quand  e —>  0 (meme  raison  que  ci-dessus). 

• D’autre  part,  pour  a = e,  il  vient  02F'  = 0 et  le  foyer  image  se  confond  avec  le  centre  02 
de  la  lentille  X2  : 
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1.  b.  Constructions  geometriques. 
■ Foyer  image  F' : 


Un  rayon  parallele  a l’axe  converge  vers  F \ apres  la  traversee  de  . Pour  dessiner  le  rayon 
emergent  de  ££2,  on  considere  le  rayon  « fictif  » S02  parallele  a F)  R,  S appartenant  au  plan 
focal  image  de  Les  rayons  paralleles  S02  et  F j R donnent  apres  la  traversee  de  ££2  des 
rayons  emergents  dont  les  prolongements  passent  par  S (foyer  image  secondaire). 

On  aurait  egalement  pu  considerer  le  foyer  secondaire  objet  T situe  dans  le  plan  de 
front  de  F2  et  obtenu  en  prolongeant  la  droite  Fj  R. 

Les  rayons  N02  et  Fj  R qui  convergent  en  T ressortent  done  paralleles.  Le  rayon  N02 
n’etant  pas  devie,  on  a RR'  parallele  a 02T. 

Commentaire 


Sur  la  figure,  on  a e > a et  02F' s (-a,  0),  conformement  a la  formule  02F' 

■ Foyer  objet  F : 


La  construction  peut  se  faire  en  sens  inverse.  Etant  donne  le  rayon  emergent  NN', 
parallele  a l’axe,  on  construit  le  rayon  incident  pour  iS2,  RN,  dont  le  prolongement 
passe  par  F2.  Ce  rayon  coupe  le  plan  focal  image  de  iL,  en  S',  foyer  image  secondaire.  II 
suffit  alors  de  tracer  la  droite  FR,  parallele  a 0,5'  (les  rayons  incidents  paralleles  SO!  et 
FR  convergent  necessairement  en  S',  SOj  n’etant  pas  devie). 
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2.  a.  On  a id  A = F,  d’ou  : 


fgj  se2 

A = Fj-^oo-^F' 


et  done  A = Ft  — > F'  . 


■ Construction  geometrique : 


Le  point  B appartient  au  plan  focal  objet  de  !£v  il  a done  une  image  par  rapport  a 
U i£2  situee  dans  le  plan  de  front  de  F^  (B  est  dans  le  plan  de  front  de  Fj). 

On  obtient  B'  en  construisant  le  « rayon  » passant  par  02  et  parallele  a BO,  : les  rayons 
paralleles  B'02  et  O , N sortent  de  !£2  en  semblant  diverger  a partie  de  B'. 

Or  B'02  //  BO,  =>  les  angles  AO,  B et  A'02B'  sont  egaux. 

De  plus,  AOj  = a = A'02. 

On  a done : 

A'B' 

AB  = A'B'  =>  y = +1,  le  grandissement  lineaire  y etant  donne  par  y = • 


AB 


■ Conclusion : 


A = Fj  =»  A'  = F2 
y = +1 


2.  b.  Retrouvons  le  resultat  relatif  au  grandissement  lineaire  y. 
Prenons  un  objet  quelconque  AB  (A  n’est  pas  en  Fj).  On  a : 


y = Yi  ■ y 2 

et  d’apres  les  formules  de  Newton  : 


F,0 


F,  A 


(on  a privilegie  F2  pour  !£x  et  F^  pour  iS2). 
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D’oti  y 


FjOj  F'  A'  F'  A' 


F:A  F'02 

2, 


or 


A->A!  -»A' 


avec : 


=-  car  FjOj  = F'  02 
FtA 


FiA-F'i  K 


- aA 


et  F2a;  ■ F'  A'  = 


Soit  encore  : 


a 


f2  a'  ■ [f2f;  + f;  a;  ] = -a2 


F'  A' 


F2F'i  - = 
F:AJ 


-aA 


F'  A' 


et  F;  A'  • F,Fj  +a2  = a1 

FjA 

D’ou  : 


f2f; 


Y(A,  AO  = 1 + -A— -F2  A' 


Quand  A tend  vers  Fp  on  a montre  que  A'  se  confondait  avec  F2  , d’ou  F',  A'  = 0 et 
y = 1 comme  il  se  doit. 

2.  c.  Image  d’un  objet  quelconque  : on  va  utiliser  les  proprietes  des  points  F et  F',  ainsi 
que  les  plans  conjugues  [Fp  F2  ] pour  lesquels  le  grandissement  lineaire  vaut  +1. 


Etant  donne  l’objet  AB,  on  construit : 

- le  rayon  parallele  a l’axe  issu  de  B : le  rayon  emergent  A,  correspondant  a un  prolon- 
gement  qui  passe  par  F',  foyer  image  du  systeme.  D’autre  part,  les  points  S et  S'  sont 
images  (ils  appartiennent  aux  plans  de  front  de  Fj  et  F2  , plans  conjugues  pour 
U !£2,  avec  Y = +1  ),  le  point  B' setrouve  done  sur  la  droiteAj  passant  par  S' etF'; 
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- le  rayon  issu  de  B et  passant  par  F foyer  du  systeme  : il  ressort  parallelement  a l’axe, 
or  les  points  N et  N'  sont  conjugues  (comme  S et  S') ; le  rayon  emergent  A2  est  celui 
qui  parallele  a l’axe  a un  prolongement  qui  passe  par  N' ; B'  est  situe  sur  A2. 

En  conclusion,  onaB'  = A,  fl  A,. 


Miroir  equivalent 

On  considere  le  systeme  optique  constitue 
d'une  lentille  mince  convergente  L (centre  0a, 
distance  focale  f = 1,5  m ) et  d'un  miroir 
spherique  concave  (sommet  Sa,  rayon  R = 1 m, 
avec  OjS-l  = 1 m ). 

Montrer  que  ce  systeme  est  equivalent  a un 
miroir  spherique  unique,  miroir  dont  on  preci- 
sera  Le  centre  et  Le  sommet. 

1.  Ce  cju ’il  faut  savoir 

• Proprietes  des  miroirs  et  des  lentilles. 

• Formules  de  conjugaison. 


V 

1 0 

on 

\ 

r 

112.  Ce  c[u ’il  faut  doinpr ehdre 

Les  proprietes  remarquables  du  centre  et  du  sommet  d’un  miroir  permettent  de  deter- 
miner facilement  les  points  de  l’axe  du  systeme  qui  possedent  ces  proprietes  specifiques. 

Il  reste  alors  a demontrer  que  la  connaissance  de  ces  points  suffit  a determiner  comple- 
tement  la  correspondance  objet-image. 


3.  Solution 


On  sait  que  tout  rayon  incident  dont  le  support  passe  par  le  centre  d’un  miroir  se  refle- 
chit  sur  lui-meme  au  niveau  du  miroir. 

Or,  ici,  le  centre  Cj  du  miroir  (de  sommet  Sj)  est  confondu  avec  le  centre  O,  de  la  len- 
tille  L (R  = OjSj)  : 

tout  rayon  incident  passant  par  O,  se  reflechit  sur  lui-meme  dans  le  systeme 
{lentille  + miroir)  ; il  a les  proprietes  du  centre  C d’un  miroir. 
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D’autre  part  un  rayon  incident  arrivant  au  sommet  S d’un  miroir  donne  un  rayon 
emergent  symetrique  par  rapport  a l’axe. 

Dans  le  cas  present,  le  rayon  incident  qui,  apres  la  traversee  de  la  lentille  L,  se  reflechira 
en  Sj  sur  le  miroir,  aura  ensuite  un  trajet  symetrique  par  rapport  a l’axe  du  systeme,  et 
emergera  done  symetriquement  au  rayon  incident. 


S,  est  done  l’image  a travers  L du  point  S intersection  du  rayon  incident  avec  l’axe. 
Le  point  S est  determine  par  la  relation  de  conjugaison  de  Descartes. 

]_  ]_  _ 1_ 

p'  p~  r 


avec 

soit 


p'  = OjSj,  p = C^S 

1 = i_I  -f'-p' 

p p'  r pt 


,,  , 1 x 1,5  . 

dou:  O.S  = = 3m, 

1 1,5-1 

Un  rayon  incident  « visant » S donne  un  rayon  emergent  qui  semble  venir  de  S : le 
point  S joue  le  meme  role  que  le  sommet  d’un  miroir. . . 

La  connaissance  des  proprietes  du  point  C = O,  et  du  point  S suffit  pour  construire, 
dans  tous  les  cas,  l’image  d’un  objet  AB  donne  : 

I),  est  l’image  de  B dans  L ; 

B'  est  l’image  de  Bj  dans  le  miroir  de  sommet  S,  ; 

B'  est  l’image  de  B,  dans  L (traversee  en  sens  inverse). 
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I 

Lfl 

o 

co 

CD 

U 

‘G 


Le  point  B'  est  directement  determine  comme  l’intersection  du  rayon  BC  (qui  revient 
sur  lui-meme)  et  du  symetrique  du  rayon  BS  : l’image  A'  B'  obtenue  est  celle  donnee 
par  le  seul  miroir  de  centre  C et  de  sommet  S. 


Commentaire 

I Cette  equivalence  entre  le  systeme  {lentille  + miroir}  et  un  miroir  unique  est  generate  : le 
miroir  equivalent  est  toujours  determine  par  ses  deux  points  remarquables  : 

- le  sommet  S,  point  dont  l’image  par  L est  le  sommet  Sj  du  miroir  « vrai  », 

- le  centre  C,  point  dont  l’image  par  L est  le  centre  Q du  miroir  « vrai  ». 

Ceci  suppose  que  les  points  C et  S restent  a la  distance  finie 


Viseur 

Un  viseur  est  constitue  d'un  objectif  Lj  (assimile  a une  Lentille  mince  convergente  de 
distance  focale  f\  = 10  cm  ) et  d'un  oculaire  L2  (assimile  a une  Lentille  mince 
convergente  de  distance  focaLe  /'2  = 2 cm  ).  La  distance  D entre  Lj  et  L2  est 
reglable. 
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1.  Determiner  D pour  que  Le  systeme  soit  afocal  (reglage  pour  La  vision  a L'infini). 
Representer  La  marche  d'un  pinceau  Lumineux  venant  d'un  point  a L'infini  dans  une 
direction  faisant  un  angLe  a avec  L'axe  du  viseur. 

oc/ 

CaLcuLer  Le  grandissement  anguLaire  G = — de  L'appareiL  (a'  est  L'angLe  que  font  Les 
rayons  emergents  avec  L'axe). 

2.  On  regie  maintenant  Le  viseur  pour  que  L'ceiL  d'un  observateur,  regardant  a travers 
L'ocuLaire,  voit  nettement,  sans  accommoder,  un  objet  AB  situe  a 20  cm  en  avant  de 
La  face  d'entree  de  L'objectif. 

a.  Determiner  La  nouveLLe  vaLeur  de  D. 

b.  L'observateur  voit  aLors  L'image  de  AB  sous  un  angLe  a'.  CaLcuLer,  en  dioptries.  La 
quantite  P = 

c.  En  accommodant,  L'ceiL  peut  voir  des  objets  situes  au-deLa  d'une  distance  minimaLe 
dm  = 20  cm. 

L'ceiL  de  L'observateur  ayant  sa  pupiLLe  dans  Le  pLan  de  L'image  de  La  donnee  par  L2, 
queLLe  region  de  L'espace  objet  peut  etre  vue  nettement  par  L'observateur  regardant  a 
travers  Le  viseur  ? 

I Solution 

1.  Pour  que  le  systeme  soit  afocal,  il  faut  qu’un  objet  a l’infini  sur  l’axe  ait  son  image 
egalement  a l’infini  sur  l’axe. 

L’image  par  L,  du  point  a l’infini  sur  l’axe  est  le  foyer  image  Fj  de  Lt. 

Pour  que  l’image  finale  soit  a l’infini  sur  l’axe,  il  faut  que  l’objet  intermediaire  soit  au 
foyer  objet  F2  de  L2. 

Il  faut  done  que  Fj  et  F2  soient  confondus. 

D’ou:  D = 0^j  + F^~2  = f[+f'2. 

Soit  D = 12  cm. 


Un  point  source  B a l’infini  en  dehors  de  l’axe  du  viseur  - dans  une  direction  a - a pour 
image  dans  Lt  un  point  B,  du  plan  focal  image  (plan  de  front  de  Fj . . .),  et  ce  point  B, 
a pour  image  dans  L2  un  point  B'  a l’infini  dans  une  direction  a',  d’ou  la  marche  d’un 
pinceau  de  rayons  lumineux  : 
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Le  rapport  — se  calcule  immediatement  dans  les  triangles  OjF'Bj  et02F2Bj  (F2  = F()  : 


et 


a = 


a_ 

a 


o,f; 

OiFj 


O2F2 


a = 

~ ~f  2 


F;Bt 

02F2 


(angles  petits  : approximation  de  Gauss). 


jn 

f 2 


soit  G = — = -5. 

a 

2.  a.  Pour  que  Pimage  finale  soit  a l’infini,  il  faut  que  l’image  intermediaire  de  l’objet 
AB  soit  dans  le  plan  focal  objet  de  la  lentille  L2. 

On  a done  geometriquement : 


Et  par  le  calcul : 


p = OjA  = -20  cm 

p'  = OA 
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la  relation  de  conjugaison  de  Descartes  s’ecrivant : 


_ J_ 

p'  P fi 

1 1 1 

— ~ TT  + ~ 

P fl  P 


( f[  = O,  F'  = 10  cm) 


soit 


P'  = 


Pf'i 

P+f'i 


on  a alors : 


soit 


D — O 1 02 

Pf'i 


D = 


p+r ; 

D = 22  cm. 


- OjAj  + F202  - p'  + /2 
+ fl 


2.  b.  Reprenons  la  construction  de  Fimage  de  A,  B,  dans  L, : 
l’angle  a'  etant  petit : 

_ ^2I  _ ^i®i 

OC  — — rr 

F'o2  ~fi 
Utilisons  le  grandissement  y1  dans  L,  : 

= = / 

1 AB  O^A  P 

il  vient  alors : 

p _ of_  _ a'  AiBi  _ ( 

” AB  _ AB  ~ V f'2  J p f'2  P+f\ 

soit,  numeriquement : 

r,  102  10  c„  J- 

P = = +50  dioptries 

2-20  + 10  F 

(dioptries  : inverse  d’une  longueur  exprimee  en  metres). 

2.  c.  Determinons  d’abord  la  position  de  l’oeil  de  l’observateur,  c’est-a-dire  l’abscisse 
de  Fimage  de  Lj  dans  L, : 
j__l  _ J_ 

P'  P “ fi 

avec  p = 020j  = -D  et  p'  = 020' 

J_  _ 1 J_  _ J__J_ 

P'  P+ fi  fi  D 

et  p = - — -p-  = 2,2  cm. 

u J 2 

Pour  etre  vue  nettement  par  l’observateur,  Fimage  A'B'  doit  verifier 

dm  'S  A' O' ' +00. 
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Or  A'O'  = A'Fz  + F202  +020'  = A'F)  -/'  + p' 

d’ou:  dm  +f'2  -p'  =£  A'F^  =£  +°° 

et : -oo  s=  F2A'  ^-19,8  cm  = - 1 

( dm+f2  -p'  = 19,8cm). 

Utilisons  alors  les  formules  de  Newton  : 

FjAt  = -f?  et  FA  • F^A'  = -/'2 

en  posant  FjA  = x : 


F'lAj  = - f;f2  + F2A:  = (D  -f\  -/')  - 


d’ou : 


/? 


f'2 

= d - /'  + — 

f;a'  * 


/22 

F'A' 


et : 


F'A'  = 


/7 


f'2 

D-/'l-/2+-^ 


La  position  x de  l’objet  AB  doit  done  verifier  la  double  condition  : 

f? 


et  finalement : 


f'2 

d-/;-/2+j-^ 


-/ 


f?  f? 

(D  -/;  -/;>  ^ ^ -(d + ^f 


f? 

d-/;-/2 


x ^ - 


/'l2 


f'2 

/ , / 2 


d-/;-/2  + 


soit : 


Numeriquement,  on  trouve : 

xmin  = -10  cm,  ce  qui  correspond  a la  position  de  AB  pour  laquelle  l’oeil  n’a  pas  a 
accommoder, 


Xmax  = -9)8  cm,  l’oeil  accommodant  alors  au  maximum. 

L’observateur  ne  pourra  voir  nettement  que  les  objets  situes  dans  une  « tranche  » 
d’epaisseur  Ax  = 2 mm. 
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Association  de  deux  miroirs 

On  considere  un  systeme  optique  (du  type  objectif  de  telescope)  constitue  d'un 
miroir  principal  spherique  concave  (de  grande  tai Lie,  centre  C1#  sommet  Sv  foyer  Fv 
avec  CjSj  = Ra  = 6 m ) et  d'un  miroir  secondaire  spherique  convexe  (beaucoup  plus 
petit,  centre  C2,  sommet  S2,  foyer  F2,  avec  C2S2  = R2  = 60  cm).  Ce  second  miroir 
est  place  de  fagon  telle  que  F1S2  = 20  cm. 


(echelle  non  respectee  pour  la  position  de  Sr..) 


On  observe  un  objet  lumineux  infiniment  eloigne,  de  diametre  apparent  <)>  = 0,2°  : 
les  rayons  lumineux  sont  regus  par  le  miroir  principal,  qui  les  renvoie  sur  le  miroir 
secondaire...  Determiner  les  caracteristiques  (position,  dimensions)  de  I'image  fournie 
par  ce  systeme. 


Solution 


■ Le  miroir  principal  donne,  de  l’objet  « a Finfini  »,  une  image  dans  son  plan  focal.  Si 
le  telescope  est  pointe  vers  le  centre  de  l’objet,  I’image  est  centree  sur  le  point  Fp  et  un 
point  A du  bord  de  I’image  est  donne  par  la  construction  classique  : 


Le  faisceau  de  rayons  paralleles  issu  d’un  point  du  bord  de  l’objet  arrive  en  faisant 
l’angle  ^ avec  l’axe  du  miroir,  et  se  reflechit  en  un  faisceau  convergent  au  point  A. 

(b  cb  R i 

L’angle  4>  etant  petit,  FjA  = ^ ■ FjSj  = ^ , 

(le  foyer  F:  est  au  milieu  du  segment  QSj). 

D’ou  la  dimension  de  I’image  : AB  = ^ R , (|) . 
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■ L’image  AB  sert  d’objet  virtuel  pour  le  miroir  secondaire  (d’apres  la  position  de 
celui-ci. . .),  qui  en  donne  une  image  A'B',  que  l’on  construit  facilement : cette  image 
A'B'  est  centree  en  Fj,  conjugue  de  Fj  dans  le  miroir  secondaire. 


En  appliquant  la  relation  de  conjugaison  de  Descartes  (pour  le  miroir  de  sommet  S2) : 


1 1 


$2^1  - py  S2Fj  - P , et  ^ - f - ___  - ^ 


soit 


1 _2_ 
P R2 


>p  = 


pR2 


R,  + 2 p 

avec  un  grandissement : y2 


P P'  fi  S2C2 


et  p'  = 60  cm 


A'B' 

AB 


+3. 


D’oti  la  dimension  de  l’image  A'B' : 


A'B'  = y2  ■ AB  = -y2Ri 4*  = 9 ■ <)>  = 3,14  cm. 


Commentaire 


La  dimension  de  l’image  obtenue  donne  un  bon  ordre  de  grandeur  de  la  dimension 
minimale  que  doit  avoir  le  miroir  secondaire  pour  recevoir  tous  les  rayons  qui  se  sont  refle- 
chis  sur  le  miroir  pricipal : le  faisceau  de  rayons  convergeant  vers  le  point  A est  tres  etroit, 
et  sera  completement  « intercepts  » par  le  miroir  secondaire  si  celui-ci  a un  diametre  de 
l’ordre  de  A'B'. 


Le  miroir  principal  peut  etre  beaucoup  plus  grand  : un  diametre  de  80  cm  correspond  a un 
0 8 

diametre  angulaire  -j-  de  l’ordre  de  7,7°,  ce  qui  est  compatible  avec  l’approximation  de 

Ri 

Gauss... 

On  verifie  bien  que  le  miroir  secondaire  n’occulte  qu’une  faible  partie  de  la  surface  du 
miroir  principal,  ce  qui  est  essentiel  pour  une  bonne  luminosite  de  l’appareil.  J 
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© « Mise  au  point » pour  un  objectif  photographique 


On  assimiLe  L'objectif  d'un  appareiL  photographique  a une  LentiLLe  mince  convergente 
(L)  de  centre  0 et  de  distance  focaLe  image/'. 

La  distance  d entre  (L)  et  L'ecran  (E)  ou  se  trouve  La  pellicule  sensible  est  variabLe, 
ce  qui  permet  d'effectuer  La  mise  au  point. 


1.  On  desire  photographier  des  objets  dont  La  distance  x a (L)  varie  de  xm  a l'infini. 
Dans  quel  domaine  doit  pouvoir  varier  d ? 

CalcuLer  Les  vaLeurs  extremes  c/min  et  dmax  de  d pour  xw  = 60  cm  et  /'  = 50  mm. 


2.  Le  faisceau  entrant  dans  La  LentiLLe  est  Limite  par  un  diaphragme  circuLaire  (D)  dont 
Le  diametre  4>  est  variabLe,  afin  de  Laisser  entrer  dans  L'appareil  plus  ou  moins  de 
Lumiere. 


(On  supposera  Le  diaphragme  accoLe  a La  face  avant  de  La  LentiLLe). 

On  appelLe  « ouverture  reLative  » de  L'objectif  Le  rapport^  = j|j-  La  suite  usueLLe  des 
vaLeurs  de  N est  2,8  ; 4 ; 5,6  ; 8 ; 11  et  16. 

Comment  varie  La  puissance  lumineuse  regue  par  la  pellicule  quand  on  passe  d'une 
vaLeur  de  N a La  suivante  ? 


Expliquer  Le  Lien  entre  La  suite  des  vaLeurs  de  N et  celle  des  durees  deposition  Te  (en 

..111  1 1 1 
secon  e),  3Q)  6Q,  125>  250>  500' 


3.  L'appareil  etant  mis  au  point  « sur  L'infini  »,  un  point  A situe  sur  I'axe  a distance 
finie  donne,  apres  developpement,  une  tache  circuLaire  sur  la  pellicuLe.  On  admet  que 
L'image  reste  nette  tant  que  cette  tache  n'est  pas  pLus  grande  que  La  taille  moyenne 
g des  grains  de  L'emulsion  de  La  pellicule. 

Determiner  I'expression  de  la  distance  hyperfocaLe  L0,  vaLeur  minimaLe  de  x pour 
LaqueLLe  l'image  d'un  objet  A reste  nette. 

Exprimer  Le  resultat  en  fonction  de  g,  f'  et  N. 

CalcuLer  L0  pour  N = 2,8  et  N = 16,  dans  Le  cas  ou  g = 0,02  mm. 

La  profondeur  de  champ  Pr  est  La  zone  de  L'espace  objet  pour  LaqueLLe  L'image  est 
nette  : quel  est,  qualitativement,  Le  Lien  entre  N et  Pr?  entre  Pret /'. 

4.  Pour  ameliorer  la  profondeur  de  champ,  dans  Les  appareils  sans  reglage  de  mise  au 
point,  on  fixe  La  distance  d a une  vaLeur  d1  teLLe  que  L'image  d'un  point  a L'infini  reste 
nette. 

Donner  I'expression  de  d1  correspondant  a La  profondeur  de  champ  maximaLe,  en  fonc- 
tion de  g,  /'  et  N (on  a d\  >/')• 

En  deduire  I'expression  de  La  nouvelle  distance  hyperfocaLe  L'0 : on  L'exprimera  en 
fonction  de/'  et  L0,  et  on  en  donnera  La  vaLeur  pour  N = 2,8  et  N = 16. 
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Solution 


1.  Construisons  d’abord  l’image  A'B'  d’un  objet  AB  situe  a la  distance  x de  (L) : 
l’image  A'B'  doit  se  former  dans  le  plan  de  la  pellicule  photographique,  a la  distance  d 
de  (L). 


A' 

B' 


La  relation  de  conjugaison  de  Descartes  donne  id,  avec  p = OA  = 

P P f 

p'  = OA7  = d et  f = OF': 

1 1 _ J_  1 _ J_  _ 1 _ x-f 

d + x f,=>  d f x xf 


-x, 


soit 


xf 

x-f' 


avec  d > 0 soit  x > /'. 


d est  une  fonction  decroissante  de  x,  et  la  condition  : 
xm  x ^ °° 
correspond  a : 
d s d ■ - f' 

“max  ■"  u ^ “min  1 


avec : d„ 


*mr 

xm-f 


Le  calcul  donne  : 


dmin  = 50  mm 

^max  = 54,5  mm 


2.  La  puissance  lumineuse  re^ue  par  la  pellicule  est  proportionnelle  a la  surface  du 
diaphragme,  done  a (|)2,  et  - pour  f donne  - a — • 
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Calculons  la  suite  des  valeurs  de  N2  : 


N 

2,8 

4 

5,6 

8 

11 

16 

N2 

7,84  « 8 

16 

31,4  = 32 

64 

121 = 128 

256 

La  suite  des  valeurs  de  N2,  aux  erreurs  d’arrondi  pres  - correspond  a des  valeurs  suc- 
cessives  de  la  suite  2"  : a chaque  fois  que  Ton  augmente  N d’une  valeur  a la  suivante,  la 
quantite  de  lumiere  recue  par  la  pellicule  est  divisee  par  2. 

La  suite  des  valeurs  de  Te  etant  construite  egalement  a partir  des  valeurs  de  un 

changement  de  diaphragme  et  une  modification  de  Te  en  sens  inverse  (d’un  meme 
nombre  d’ unites)  laissent  inchangee  l’energie  re^ue  par  la  pellicule,  c’est-a-dire  son 
« exposition  » (imposee  par  la  nature  de  L emulsion,  plus  ou  moins  « rapide  »...) : 
energie  = puissance  lumineuse  x temps  d’exposition. 

3.  La  mise  au  point  « sur  l’infini » correspond  a regler  l’objectif  pour  que 

d = dm  in  = /'  • 

Or,  pour  un  point  A a distance  finie,  l’image  A'  se  forme  en  arriere  de  ce  plan  (objet  et 
image  se  deplacent  dans  le  meme  sens). 

On  a done  : 


ce  qui  correspond  dans  le  plan  (E)  - plan  de  front  de  F'  - a une  tache  d’autant  plus 
grande  que  le  diaphragme  a une  valeur  N plus  petite.  Pour  un  diametre  4>  du 
diaphragme,  la  tache  dans  le  plan  E doit  avoir  un  diametre  maximal  egal  a g,  soit,  avec 
OA'  = d'  et  OF'  = /' 

a d'  - f ' 

7 = — — (triangles  semblables) 

(p  d 

Lo f f’ 

soit,  avec  d'  = - — — — (cf.  1.)  et  (|)  = — : 

L0  — / N 
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n g = 1_r  = x_hzL  = r 


r 


d' 


L0  = — 

° N£ 


Numeriquement,  pour  N = 2,8,  L0  = 44,6  m; 

pour  N = 16,  L0  = 7,81  m. 

La  profondeur  de  champ  est  d’autant  plus  grande  que  L0  est  plus  petite  : on  peut  par 

1 N 

exemple  la  caracteriser  par  la  valeur  de  — , qui  varie  proportionnellement  a — - : 

Lo  /'2 

Commentaire 

On  augmente  la  profondeur  de  champ  en  augmentant  N,  ce  qui,  pour  une  pellicule  donnee, 
conduit  a augmenter  Te  (pour  garder  une  exposition  correcte. . .),  ce  qui  augmente  le  risque 
de  « bouge  » ou  de  « flou  » du  au  mouvement  eventuel  de  l’objet  photographic.  J 


4.  Dans  le  cas  d’un  objet  a l’iniini,  et  pour  une  valeur  dl  de  d,  differente  de  /',  on 
obtient  la  figure  suivante  : 


Les  triangles  semblables  donnent  encore  : 


g _ di  f _ dl 

^ “ r ~ r 


r 


= £ + 


, _ Ng 

1 ‘ T ' 


soit 


di  = f + NS 


Le  plan  de  la  pellicule  se  trouvant  a cette  distance  dl  de  (L),  l’image  d’un  point  objet  A 
(a  une  distance  de  L inferieure  a L0)  sera  en  un  point  A',  a une  distance  d'  > dv  ce  qui 
donne  la  figure  suivante  : 
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Si  A est  a la  distance  40  de  (L),  la  tache  dans  le  plan  de  (E)  est  de  diametre  g,  et  les 
triangles  semblables  donnent  encore  : 


g _ d 4 _ , _ ^1 

([>  ~ d'  d' 

f L'  /' 

avec  (b  = , et  d’apres  le  1. : d'  = T . 0 - r, 

N L 0 -/ 


soit  = 1 - J,  = !-(/'  + Ng) 


et  finalement : 


4 -/' 

4f 


4 _ /'  - Ng 

4 " r + ^ 

f = , f-Ng  = _ 2Ng 


4 


/'  + Ng  /'  + Ng 


T>  _ f>  r + Ng 
L°  “ 1 ' 2Ng 


4 =J-  + 


r^t 


■,2 


2 2Ng 


'-  + -0 


./'  . -0 


soit,  puisque  L0  » /',  quel  que  soit  N : 


4 #- 
L°  * 2 


Lq  = 22,3  m pour  N = 2,8 
40  = 3,91  m pour  N = 16. 


Commentaires 


Notons  que  F amelioration  de  la  profondeur  de  champ  obtenue  au4.  necessite  un  position- 
nement  du  plan  de  la  pellicule  qui  depend  de  la  valeur  de  N : pour  que  l’image  d’un  point 
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a l’infini  reste  toujours  nette,  il  faut  choisir  la  valeur  de  d1  correspondant  a la  plus  petite 
valeur  de  N,  et  si  on  modifie  ensuite  N,  la  valeur  de  d1  n’est  pas  changee  (ce  serait  trop  com- 
plique,  le  but  etant  de  realiser  un  appareil  tres  simple . . . ) . 

Le  calcul  de  L'0  n’a  done  de  sens  que  pour  un  appareil  a mise  au  point  fixe  et  diaphragme 
fixe  : pour  obtenir  des  photos  nettes  d’objets  relativement  proches  (L'0  = 4 m),  il  faudra 
done  un  diaphragme  de  valeur  elevee. . . ou  reduire  la  valeur  de/' : pour  Lq  et  L'0  inchanges, 
un  objectif  de  focale  /'  = 35  mm  conduit  a N = 8. 

Si  dl  est  calcule  pour  un  diaphragme  minimal  N,,  le  calcul  de  L'0  en  fonction  de  N (a  d1  fixe) 
conduit  a : 


L'„ 


//  + Nig 
(Nj  + N)g 


soit,  pour  = 2,8  et  N = 16  (et/'  = 50  mm) 

L'0  = 6,65  m 

le  gain  est  facile  par  rapport  a L0  (cas  ou  d = /' ). 

L’operation  n’est  interessante  que  pour  des  diaphragmes  de  valeur  elevee  pour  l’ouverture 
relative  maximale. . . J 


Etude  sommaire  d'un  microscope 

Un  microscope  est  constitue  d'un  objectif  et  d'un  oculaire,  places  relativement  loin 
L'un  de  I'autre.  On  peut  le  schematiser  par  I'association  de  deux  lentilles  minces  con- 
vergentes,  Lj  representant  I'objectif  et  L2  I'oculaire  : 

Lj  L2 


Fi 

f;  f2 

F'2 

A 

Pour  les  applications  numeriques,  on  prendra  La  et  L2  de  distances  focales  respectives 
f[  = 1,2  cm  et  f2  = 2 cm.  On  notera  A la  distance  entre  le  foyer  image  de  La  et 
le  foyer  objet  de  L2,  avec  A = 18  cm. 

1.  L'image  donnee  par  I'oculaire  etant  normalement  situee  a I'infini  (ceci  afin  de  limi- 
ter la  fatigue  visuelle  de  L'observateur),  a quelle  distance  de  I'objectif  faut-il  placer 
I'objet  a observer  ? 

Faire  un  schema  du  trace  des  rayons  lumineux  issus  d'un  point  B de  I'objet,  situe  en 
dehors  de  I'axe  du  systeme. 

Calculer  dans  ces  conditions  le  grandissement  de  I'objectif,  et  determiner  la  dimen- 
sion angulaire  a de  l'image  vue  par  l'observateur. 
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2.  Quand  I'objet,  place  a une  distance  d de  I'ceil  de  L'observateur,  est  directement 
observe  a I'ceil  nu,  il  est  vu  sous  un  angle  a'. 

oc 

Calculer  le  rapport  — = Gc,  grossissement  commercial  du  microscope.  Faire  I'ap pli- 
cation numerique  ( d = 0,25  m). 

G 

La  quantite  — est  appelee  « puissance  intrinseque  » du  microscope  : donner  L'expres- 
sion  litterale  de  cette  puissance  intrinseque. 

3.  Le  microscope  n'etant  pas  parfaitement  regie,  I'image  observee  n'est  plus  a I'infini, 
mais  on  suppose  qu'elle  se  forme  a la  distance  d precedente  au-dela  du  foyer  image 
de  L2 : grace  a I'accommodation  de  I'ceil,  l'observateur  la  voit  encore  nettement... 

Par  rapport  a sa  position  initiate  (question  1.),  de  combien  I'objet  a-t-il  ete  deplace  ? 
Ce  deplacement  correspond  a La  « profondeur  de  champ  » du  microscope... 

(X 

Le  rapport  — a-t-il  ete  modifie  ? 
a 

Si  oui,  calcuLer  sa  nouvelle  valeur. 

4.  On  remplace  La  LentiLLe  L2  par  un  ocuLaire  dit « de  Ramsden  »,  constitue  de  deux 
LentilLes  convergentes  L2  identiques  a La  precedente,  placees  a la  distance  e = 1 cm 
L'une  de  L'autre. 

L'objet  etant  place  dans  la  position  du  1.,  comment  faut-t-il  placer  ces  deux  LentilLes 
pour  que  I'image  donnee  par  cet  oculaire  se  forme  encore  a I'infini  ? On  determinera 
precisement  La  position  de  I'image  A'  donnee  par  L'objectif  (image  de  A situe  sur  L'axe 
du  microscope)  par  rapport  aux  LentilLes  de  L'oculaire. 

Faire  une  figure  du  trace  des  rayons  Lumineux  issus  de  B'  et  traversant  l'oculaire. 

(X 

Le  rapport  — est-il  modifie  ? 

Si  oui,  calcuLer  sa  nouvelle  valeur. 


Solution 


1,  Pour  que  I’image  donnee  par  l’oculaire  soit  situee  a I’infini,  il  faut  que  I’objet  cor- 
respondant  (image  intermediaire)  soit  place  en  F2. 

On  a ainsi  A > Aj  = F, > A2  a I’infini. 

En  utilisant  la  formule  de  conjugaison  de  Newton,  on  a done  : 

Wi  = -f[1 2 


soit 


Application  numerique : FjA  = -0,08  cm  = -0,8  mm. 

Conclusion  : A est  pratiquement  en  Fj  (l’echelle  n’est  pas  respectee  pour  la  figure). 


Determinons  le  grandissement  de  l’objectif : 


f;a, 


A 

Y = 4T 


F'i  Oj  fi 
Application  numerique : y = -15. 

Soit  a la  dimension  angulaire  de  l’image  vue  par  l’observateur  : 

A1B1  AB  A a„ 

oc  = tana  = — — = \y\-p-  = ttjtAB. 

02F2  f 2 J 1 J 2 

AB 

2.  On  a : tana'  = a'  = — (vision  directe : d correspond  a la  distance  minimale 

a 

d’ accommodation  pour  l’oeil). 


n a Ad 

' ' — — 


a'  f'J'2 


Application  numerique  : G c = 187,5. 

Q 

La  puissance  intrinseque  (3>i  est  definie  par  <3>i  = -j 


= 


1 f'Ji 


Application  numerique : (3>i  = 750  nr1  (750  dioptries). 

3 . On  applique  a nouveau  la  formule  de  conjugaison  de  Newton  (nouvelle  position  de  A) : 

<e2 

(A  -4  A[  4 A2 ) 


f2a; 


f;a; 

FjA  = 


F2A2  = -/22!  FjA • Fj  A\  = -f[2. 


= f;f2  + f2a;  = a 

-/;2  -n2- 


4 4 


d 

44-1 

dA 


( f2a;  = d > 0) 
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f? 

-j—  «-  1 , un  developpement  limite  au  ler  ordre  nous  donne  : 


FiA: 


-/r 


i + 


r? 

dA 


L’objet  a done  ete  deplace  de  : 

> soit  7 ■ 10~4  cm  !!! 

dA 2 


Commentaire 


La  profondeur  de  champ  que  Ton  vient  de  calculer  est  tres  faible,  ce  qui  justifie  l’utilisation 
d’une  vis  de  mise  au  point  rapide  et  d’une  vis  micrometrique  de  reglage  fin.  J 


a'  est  inchange  ( a'  = 


AB 


f (j  y f 2\  f22 

et  y'  = 1 1 = ■ A — =—  = Y + -777  (y ' : grandissement  de  l’objec 

FjA  A - v dj  df1 


fi 


tif  pour  la  nouvelle  position  de  l’objet) 
|y  "|  AB 


a 


f'2 


( lfl  = lyl-& 

fl/l 

On  trouve  un  grossissement  commercial  inferieur  a celui  trouve  au  2. 
oc 

Application  mimerique  : — = 185,8. 

4.  Pour  que  l’image  de  A soit  a l’infini,  il  faut  que  A'  (image  de  A par  l’objectif)  soit  au 
foyer  objet  de  l’oculaire. 

En  appelant  5F2  et  ^2  les  foyers  objet  et  image  de  la  2e  lentille  !£2,  formant  avec  L2 
(foyers  F2  et  F2)  l’oculaire  de  Ramsden,  on  a ( cf  figure  2)  : 

L2  X2 

A' > 3?2 > point  a l’infini. 

D’apres  la  formule  de  conjugaison  de  Newton  : 

F7'xfS  = -f'22 

avec  F2 3F2  = F202  + 0202  + 029?2  = e-2 f2 


_a  _ |y|  d f'2 
a'  ~ f'2  f[ 


d’oii 


F2A'  = 


-f'22 

e - 2/2 
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Construction  de  A'B'  (SF2B2  image  de  A'B'  par  rapport  a L2)  : 


f2  sf2  A' 

°2 

o2 

/B'..""" 

B2  Fig.  2 

Trace  des  rayons  lumineux : 


Determinons  la  nouvelle  expression  de  a : 


L2  £2  Definition  de  a 
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D’apres  la  figure  4 : 


2F,B 


a 


2-U2 


0^2 


D’apres  la  figure  3 : 


SsB, 


0,9% 

A'B' — _ — r 

o2a' 


— 020'2  + 0'9?2 
yAB — - — - — =1=1 

02F2  + F2A' 


3^2 

Si 


yAB- 


e-fi 


&2B2  = tab 


2 


f 2 


d’oii  a = |y|AB 


2/2 


/ 2 2 


et 


a. 

a' 


-fi 


f 2 2 
e-2/2 


= lyld 


2/2 


/22 


avec  y = - 77  (c/  1.) 
/ 1 


a 


Ad  ^2/2  - e 


a'  /',  x/'l.  /' 


On  retrouve  la  valeur  initiale  du  grossissement  commercial  trouvee  au  2.  multipliee 

2/2  ~ e 3 

par  le  terme  — 77 — qui  vaut  ici  - • 

j 2 2 


A.N.:  Gc  = 281,2. 
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P&rlie 


2 


Electrocinetique  2 

A • Regime  sinusoidal 

B . Filtres  actifs  et  autres  circuits  avec  amplificateur 
operationnel 


A.  Regime  sinusoidal 


@ Generateur  sinusoidal 

Un  generateur  parfait  G de  tension  sinusoi'daLe  deLivre  une  tension  e(t)  = Ecoscot, 
avec  E = 220^2  V et  co  = 2nf,  f - 50  Hz.  IL  est  connecte  a deux  condensateurs  C 
en  serie  (C  = 7 pF),  et  L'ensemble  constitue  une  source  sinusoi'daLe  de  bornes  A et  B : 


On  veut  determiner  Les  caracteristiques,  en  regime  permanent,  de  ce  generateur. 

1.  Donner  L'equation  de  La  caracteristique  - en  ampLitudes  compLexes  - de  ce  generateur : 
U = /(I).  On  posera  R0  = 

2.  En  deduire  La  caracteristique,  en  ampLitudes  reeLLes,  U = g(I)  Lorsque  L'utiLisation 
branchee  entre  A et  B est  une  resistance  pure. 

Tracer  La  courbe  representative  de  La  fonction  g.  QueL  est  Le  courant  de  court-circuit  de 
ce  generateur  ? Preciser  Le  domaine  des  vaLeurs  de  I pour  LesqueLLes  U s*  0,9  • Umax. 

II.  de  cfu ’i]  faut  savoir 


• Equivalence  Norton/Tlievenin. 

• Utilisation  des  amplitudes  complexes. 

2.  de  cpu’il  faut  dompreh^re 


On  peut  appliquer  les  theoremes  vus  en  regime  permanent  continu,  a condition  d’uti- 
liser  les  amplitudes  complexes  associees  aux  tensions  et  aux  intensites  et  les  impedan- 
ces complexes  qui  caracterisent  les  differents  dipoles  passifs. 


3.  Solution 


1. 


Point  cours 

A une  tension  sinusoldale  quelconque  u( t)  = Ucos(cot  + (p)  est  associee  une 
amplitude  complexe  U = Ue  L'P,  nombre  complexe  de  module  U et  d’argument  9. 
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Ainsi  a e(t)  = E cos  cot,  on  associe  l’amplitude  complexe  E = E. 

Le  condensateur  C est  caracterise  par  son  impedance  complexe  Zc 
On  peut  proceder  par  simplification  (Thevenin  <=>  Norton). 


1 

jcoC 


Zc 

Zc 

?t( 

L 

4=4 


E 

z : 


i 


u 


E Zc 

On  a done  U = I 

2 2- 

1 2R0 

et  puisque  Zj  = ^ = — 


= -2jR0,  alors  : 


2.  Si  l’utilisation  branchee  entre  A et  B est  une  resistance  pure  (impedance  complexe 

71 

reelle),  U et  I sont  en  phase,  et  done  U etjR0I  sont  dephases  de +-• 


En  utilisant  la  representation  de  Fresnel, 
il  vient  immediatement : 


U2  + (RqI)2  = | 


et : 


U 


Cette  relation  peut  encore  s’ecrire  : 


U2 


_E 

2R, 


equation  caracteristique  d’une  ellipse  rapportee  a ses  axes  principaux. 
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D’ou  le  graphe  de  U = g(I) : 
le  courant  de  court-circuit  (U  = 0)  est  done  : 
E 


= ECco  = 0,68  A 

2Rn 


soit  (Icc)eff  = 0,48  A 

d’ou  l’expression  de  I = 

12  = 


1 = ni-U  Y 


V 


et  on  aura  U 3=  0,9  • Umax  (avec  U 


tantque:  I2^I‘c-(0,9) 


2 1 ^max 
Rn 


max 

2 


E, 
2 ' 


soit : 


I2^c(l-(0,9)2);  = 

v K0  ZK0 

I2  0,19  • 4 
I =£  0,44  • Icc 

I =S  0,21  A (en  valeur  efficace). 


{$)  Circuit  RLC 


1.  La  source  de  tension  est  sinusoidaLe  : 
e(t)  = E0cosco  t. 

a.  Preciser,  sans  caLculs,  Le  comportement  du  signal  e(t) 
de  sortie,  en  regime  etabli,  en  B.F.,  en  H.F.  et 


s(t) 


//////  ////// 


enfin  pour  co  = cor  = • 

Vlc 

b.  Onnotes(f)  = Re(s(t))  ete(f)  = Re(e(t))avec  s(t)  = SeJMtet  e(t)  = Eejtot. 


Determiner  La  fonction  de  transfert  FI  = | = | H | e (j2  = -1). 

Tracer  Les  courbes  donnant  GdB  = 20 Log  I H et  \|/  en  fonction  de  X = Log 
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R 


2.  On  desire  tenir  compte  de  La  resistance  R de 
La  bobine,  resistance  que  L'on  pLace  en  serie 
avec  L'inductance  pure  L.  On  pose 


e(t) 


Q 


Lcoc 


s(t) 


a.  Determiner  La  nouveLLe  fonction  de  transfert  H'  = | = |H,|eJ'K  en  fonction  de  Q 
et  de  jj-  (regime  sinusoidal  etabli). 


b.  Tracer  les  courbes  donnant  GdB  = 20log|H'|  et  \\r'  en  fonction  de  X = Log 
On  prendra  L = 10  mH ; C = 2,2  nF  et  R = 12  Q. 


c.  Pour  etudier  Le  regime  transitoire,  on  attaque 
Le  circuit  precedent  par  un  echeLon  de  tension 
eft)  d'ampLitude  E0  - la  capacite  est  initiale- 
ment  dechargee. 

Determiner  La  tension  de  sortie  s(t)  ainsi  que  Le 
courant  i(t)  dans  Le  circuit.  Les  resultats  seront 
exprimes  en  fonction  de  coc,  Q,  E0  et  t. 


e(t)  > 

E0 

t 

1.  de  <ju’i]  f&ut  sav oir 

• Utilisation  des  amplitudes  complexes. 

• Determination  et  etude  d’une  fonction  de  transfert. 


■ 2.  de  <ju’i]  faut  dolnpr ehdTe 

En  regime  continu  etabli  (CO  — » 0),  une  capacite  ne  se  laisse  pas  traverser  par  un  courant. 

Une  inductance  s’oppose  aux  variations  brusques  de  courant  (intensity  nulle  pour 
CO  — > °o  ). 


3.  Solution 

1.  a.  • A la  limite  en  T.B.F.  (tres  basse  frequence),  l’inductance  L constitue  un  court- 
circuit  et  la  capacite  C un  coupe-circuit : on  a done  s - e (pas  de  courant)  et  H = 1 . 

• En  T.H.F.,  les  roles  de  L et  C sont  inverses  et  la  sortie  est  court-circuitee,  d’oii  s = 0 
et  H = 0. 

• Pour  la  pulsation  coc , caracteristique  du  circuit  serie  L-C,  l’impedance  devient  nulle 
et  le  courant  theoriquement  infini.  II  en  resulte  que  s prend  une  valeur  egalement 
infinie. 
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1.  b.  Notons  Zc  = — et  ZL  = j Leo  les  impedances  complexes  de  la  capacite  et  de 

l’inductance.  Le  systeme  constitue  un  diviseur  de  tension  (meme  courant  dans  L et  C), 
soit : 


zc 


1 

i+yczl' 


Finalement 

11  vient  alors  : 

• GdB  = -20log 


“^0 

co. 


H-  1 - 

1 

- 1-LCco2  ] 

( co) 

2 

1-1  ® 
CO. 


GdB  0 


d’ou : 


CCL  » ^ G-- 


-40log(^|  = -40X 


— CO  = CO. 


GdB  +°°- 


• D’ autre  part,  on  a H reeL  positif  pour  co  < coc  et  H reel  negatif  pour  co  > coc , on 
peut  done  prendre  : 


\|/  = 0 pour  co  < C0c  et  \|/  = - 7t  pour  co  > C0c 


D’ou  les  graphes  : 


¥ t 


0 


-n 
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xi 


Remarque  : on  a GdB  = 0 pour 


i-i^Y 
co  J 


1,  c’est-a-dire  pour 


~ j"  = 2 =>  co  = 72coc  (x0  = log(^)  = log72  = 0,15 


Point  methode 

II  est  rare  d’ observer  une  discontinuite  de  la  phase.  Ici,  la  phase  est  discontinue  lors- 
que  GdB  -4  °o. 


2.  a.  Avec  ZR  = R , impedance  de  la  resistance  R, 
il  vient  maintenant : 

Zr 

H'  = 

Soit  encore  : H'  = 

D’oii  H'  = 


- + Zl 

1 


L R 

IH= 


C 


777777/77777 


1 + Yc(Zr  + ZL) 

1 

(1  -LCco2)  + jRCco 


Or 


LCco2 


et  RCco  = RCco, 


De  plus  Q = 


Lcor  LCco2 


1 


R RCco,  RCco, 


(puisque  LCco2  = 1 


soit 


II  est  a remarquer  que  R ne  joue  aucun  role  dans  les  comportements  asymptotiques 
(co  — » 0 ; et  CO  — > +°°,  en  fait  0)  »C0c ) qui  restent  done  identiques  a ceux  decrits 
dans  le  1 . 

Pour  (it  = 0)c , la  presence  de  la  resistance  limite  la  valeur  de  |H'|  : 

1 


H'(C0c) 

2.  b.  Diagramme  de  Bode  : 
Cette  fois-ci,  nous  avons  : 


GdB  = 20log 


(j/Q) 


-jQ  et  GdB(coc)  = 20logQ. 


'-'£)7*«Ks 


= - lOlog 


, , co  yy  1 f co 
coj  J +Q2UC 


2-1 


Comme  on  vient  de  le  souligner,  on  peut  ecrire  : 
• CO  — ^ 0 =>  GdB  — ^ 0 
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• co  » co. 


GdB  40  log 


-40X  avec  X = log 


• CO  = C0c  =>  GdB  —4  20logQ. 

Cherchons  si  la  courbe  presente  un  maximum  : 


S’il  existe,  il  se  produit  pour  CO  tel  que 


dG, 


dB 


dco 


0, 


c’est-a-dire  pour 


ou  encore 


21  — 


coc;lq2  2v  Uc 


CO 


^1  -II 

CO, 


1 

2Q2;j 


= 0 


= 0; 


d’oii  la  conclusion : 


C0c 

COt,, 


1 — des  que  Q > — 

2Q2  4 72 

0 dans  le  cas  contraire 


Commentaires 


L(0r 


Le  facteur  Q = — ^ est  en  fait  le  facteur  de  qualite  du  circuit  RLC  serie.  La  reponse  du  cir- 
cuit etant  prise  aux  bornes  de  la  capacite  (reponse  en  amplitude),  celle-ci  ne  presentera  de 
maximum  (different  de  CO  = 0 ) que  pour  une  valeur  de  Q superieure  a une  valeur  critique 

Qc  egalea  ~ 

J 2 


J 


Dans  le  cas  qui  nous  interesse  id,  on  a : 


Q = 


f 1 L 1 / 10  - 10  3 


Lcoc 

R " rVc  " 12 a/ 2,2  ■ 10“9 

=>  Q = 178 


et  done 


CO 


— = 1 (a  10  5 pres), 

co. 


De  plus  20logQ  = 45dB. 

En  ce  qui  concerne  la  phase  \|/',  celle-ci  est  fournie  par  : \|/'  = Arg(H'). 

Of 

1 ®c 


Soit 


tan\|/ 


Q 1 f 03  A2 
Ico, 


avec  simi/'  < 0. 


Ainsi : - pour  CO  < C0c : \|/'  e et  decroit  de  0 a ~ quand  CO  augmente  de  0 a coc ; 


f 7l\  K 

- pour  co  > C0c : \\f'  e I -it,  — — J et  decroit  de  --  a -it  quand  CO  croit  de  C0c  a 
l’infini. 
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D’ou  les  graphes : 


Commentaire 


La  phase  est  maintenant  continue,  le  gain  restant  fini. 


2.  c.  On  se  place  desormais  en  regime  transitoire  : 


L 


R 


e(t) 


C 


s(t ) 


//////  ////// 


• Point  cours 

On  peut  obtenir  l’equation  differentielle  en  s(  t)  a partir  de  la  connaissance  de  la 
fonction  de  transfert  H'.  En  effet : 


H'  = - = 
— e 


1 


1_| 


CO, 


Qvco 


d’ou 


co  y 1 . 

s -|  — s + — — icos  = e 
vCoJ  - Qco  - 


d d* 2 

soit  en  rempla^ant  jco  par  — et  (-C02)  par  — nous  obtenons  (avec  s —>  s(  t)  et 
e — » e(t) ) : 


, x 1 ds  1 d2s 

s(,,  + 05;d-«  + S53?  = e(') 
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On  peut  aussi  retrouver  directement  cette  equation  differentielle. 
On  a : e(t)  = uL  + wR  + s 


avec : 


et : 


t df  _ 

ul  ~ L-^>  - R; 

^ds 


df 

D’oii,  en  fonction  de  s(  f)  et  de  ses  derives  : 


e(f)  = s(f)  + Rc|+Lcg. 


Or 


d’oii 


2 1 

cof  = 


1 


LC  6t  q = RCc°c 


1 d2s  1 ds 

co2df2  + Qcocdf 


+ s(f)  = e(t) 


Posons  s(f)  = S (u)  avec  u = (f>ct  («  temps  reduit  »),  il  vient : 

ds  dS  d2s  d2S  2 

df  du  dt2  du2 

d2S  1 dS 

soit  — - + — — - + S = En  pour  u>  0 (t>0). 

du2  Qdu 

L’ equation  caracteristique  associee  a cette  equation  differentielle  est  fournie  par  : 
x2  + ^x+l  = 0 (solution  en  exu  ) 


d’oii 

Or  Q » 1 soit 


(ici  Q - 180  > | ). 

X,-2^±i 


soit 


S (u)  # E0  + e 2Q  [Acos(m)  + Bsin(u)]. 


Les  conditions  initiales  imposent  S(0)  = 0 (continuity  de  la  charge  du  condensa- 
teur)  et  i(0)  = 0 (presence  de  l’inductance  L),  d’ou  : 

S(0)  = 0=> 

*'(0)  = 0=>^<0) 


■ A = 0 et  A = -En 


0 =>  B - ^ A = 0 et  a la  meme  approximation  (Q  » 1 ) : 


B ~ 0. 

Finalement : S(u)  # E0  i 1 - e 2Q  cos (u) 


et 
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Le  courant  i(t ) s’obtient  facilement  avec  i = C-p>  soitpour  Q » 1 : 


i(f)  # CE0coce  2Q  sincocf 


Commentaire 


La  presence  de  Fexponentielle  met  en  evidence  un  temps  caracteristique  x (pour  t Ss>  x , 
s(t)  ~ Eg  et  i(t)  ~ 0 ). 


Posons  en  effet,  x = — , alors  Fexponentielle  presente  dans  s(f)  et  i(t)  s’ecrit  e 2x  etles 
grandeurs  energetiques  comme  ^Li2  varient  notamment  en  e x . 


J 


Sonde  adaptee  pour  oscilloscope 


L'impedance  d'entree  Ze  d'une  voie  X (ou  Y)  d'un  oscillos- 
cope est  assimilable  - en  mode  DC  - a 1'association  en 
parallele  d'une  resistance  R2  = 1,0  MQ  et  d'une  capa- 
cite  C2  = 20  pF. 


A 


u 


^C2 


1.  Determiner  le  module  Ze  de  cette  impedance  pour  une 
frequence  / = 1 kHz,  puis  / = 100  kHz. 

Proposer  une  methode,  utilisant  L'oscilloscope,  pour 
mesurer  R2  et  C2. 


B 


////// 


Rg.i 


2.  On  branche,  entre  les  bornes  A et  B,  le  qua- 
dripole passif  [Q]  represente  sur  la  figure  2. 
a.  On  alimente  le  systeme  avec  une  source 
ideate  de  tension  sinusoi'dale  v(t)  = V0coscot 
de  pulsation  co  fixee. 

A quelle  condition  portant  sur  Ra,  R2,  Cx  et  C2 
le  rapport  - est-il  constant  et  independant 

de  La  valeur  de  co  (on  se  pLacera  en  regime 
sinusoidal  etabli)  ? 


A' 

Ri 

V 

P”1 

Q] 

B' 

Fig.  2 


A 


u 


B 


////// 


b.  CalcuLer  Ra  et  Ca  pour  - = ~ En  deduire  La  valeur  du  module  de  L'impedance 
d'entree  Z(  vue  entre  les  bornes  A'  B'  pour/  = 1 kHz  puis  / = 100  kHz.  ConcLure. 
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c.  Le  quadripole  [Q]  represente  une  sonde  de  mesure  que  L'on  intercale  entre  Le  dipole 
ou  l'on  preleve  la  tension  et  I'entree  de  L'oscilloscope. 

Ra  est  fixee  a la  valeur  calculee  au  2.b.  et  Cj  est  ajustable. 

Proposer  une  methode  de  reglage  de  la  sonde  sachant  que  l'on  dispose  sur  I'oscillos- 
cope  d'une  tension  carree  de  quelques  kHz. 

II.  de  cfu’il  f&ut  sziVoir 


Points  de  cours 

• Notion  d’impedance  complexe  - association  d’impedances. 

• Fonction  de  transfert  en  regime  sinusoidal  pour  un  systeme  lineaire  stable. 

Outil  mathematique 

Retenir  qu’un  signal  physique  s(  t)  « quelconque  »,  done  non  necessairement  sinusoidal, 
peut  etre  decompose  en  une  somme  - en  general  continue  - de  signaux  sinusoidaux. . . 


2.  de  epu ’il  fa. -at  doinpr ehdre 


2.  Le  circuit  propose  constitue  un  pont  diviseur  de  tension.  Pour  etre  constant,  le  rap- 
port - doit  etre  independant  du  temps,  et  on  le  veut  independant  de  CO  : en  termes 
V U 

d’ amplitudes  complexes,  cela  correspond  a — = {nombre  reel},  independant  de  CO . 


s’ exprime  simplement  en  fonction  des  impedances  Z,  et  Z2 

des  deux  groupes  RC. 

Si  la  condition  cherchee  est  realisee,  la  tension  u(t)  est  semblable  a v(  t) 

l’observation  a l’oscilloscope  n’est  pas  perturbee  (le  reglage  des  gains  permet  de  com- 
penser  la  difference  d’amplitude. . .). 

L’interet  du  montage  ne  peut  provenir  que  de  l’augmentation  de  l’impedance  d’ entree 
de  l’appareil  de  mesure  (RiCj  + oscilloscope),  e’est-a-dire  finalement  de  la  diminu- 
tion de  la  perturbation  apportee  au  circuit  etudie,  qui  est  la  « source  » fournissant  la 
tension  v(f). 


Le  rapport 


u 

V 


ou 


U 


3.  Solution 


1 . Les  deux  composants  R2  et  C2  sont  en  parallele,  leurs  admit- 
tances Y s’ajoutent  done : 


r2 


+ jC2co. 
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D’oii : 


R, 


- 1 + jR2C2co 


R, 


J 1 + (R2C2co)2 


Point  methode 

Le  module  Ze  de  Ze  est  obtenu  a partir  de  = |Ze| 2 = ZeZ*... 

On  a encore  pour  z = x + jy  =>  |z|2  = x2+y2=>jzj  = Jx2  + y2 
a 

et  pour  z = f =>  \z 
D’oii  le  resultat. 


Application  numerique : 

7 = 10^ 

Vl  + ( 106  ■ 20  • 10~12  ■ 2nf)2 
f = 1 kHz  Zc  = 0,99  Mfl  ; 

/ = 100  kHz  ->■  Ze  = 79  kQ. 


• Mesure  experimentale  de  R2  et  C2  : 

- Mesure  de  R2  : on  realise  le  montage  repre- 
sente ci-contre  ou  E est  un  generateur  de  ten- 
sion continue.  En  regime  permanent,  la 
capacite  est  equivalente  a un  circuit  couvert. 

Pour  R = 0,  on  a u = E et  on  observe  une 
trace  horizontale  sur  l’ecran  associee  a une 
deviation  verticale  A. 


R 


o 


R, 


C2 


u 


Pour  R = R2,  on  a m = - (diviseur  de  tension)  et  la  deviation  verticale  devient  — ■ 
On  ajuste  done  la  valeur  de  R pour  que  la  deviation  verticale  soit  divisee  par  2 (alors 

R = R2). 


- Mesure  de  C2 : e(  t ) est  un  genera- 
teur delivrant  des  signaux  carres  de 
tension  Crete  a Crete  E et  de  frequence 
quelques  kHz.  On  fait  de  plus 
R = R2  ( cf  reglage  precedent). 


R = R, 


e(t)0 


Ro 


I 

I 

u(t) 
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Pour  t e 


n+  - |T ,(n+  1)T 


, E = 0 et  le  circuit  se  reduit  a : 


R, 


R, 

_c. 

u(t)  = 


r2  J 

lie. 

I 2 

u(t) 


„ , , R2 . . ■ „ dw  du  , 2 

Des  lors  : u 1 et  ; = C7—  =>  — + 

2 


2 df  dt  R2C2 


u = 0 


d’ou  u(t')  = h( 0)e  1 avec : 


R2C2 


t'  = t-|n  + i |T 


11  suffit  alors  de  mesurer  T et  d’en  deduire  C,  connaissant  R2  (pour  R,  = 1 M il  et 
C2  = 20  pF,  on  doit  avoir  T = 10  (is  ). 


Ainsi 


w(T) 


1 


w(0)  e 

Le  phenomene  est  facilement  observable  si  l’on  impose  une  demi-periode  de  l’ordre  de 
T R2C2  r l 


quelques  X,  soit : - ~ qq 


qq /- 


R2C2 


50  kHz. 


2 2 

Une  frequence/ de  l’ordre  de  quelques  kHz  semble  convenir. 
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2.  a.  On  se  place  en  regime  sinusoidal 
etabli,  on  a done  en  notation  reelle  : 

v = V0coscot  et 
u = H(co)V0cos(cot  + cp(co)). 


Point  cours 

La  relation  entree  (v(t))  - sortie  ( u(t ))  s’exprime  simplement  en  notation  com- 
plexe.  On  a en  effet : 


v = V0e 


Soit 


jeof 


•[H(co)ejip(to)]ejC0'. 


et  u = V0  • |H(co)e 

u = H(co)ej<p(m)  v: 


u = H(co)v 


V ® H 


La  grandeur  H est  appelee  fonction  de  transfert. 

On  a ainsi  en  notant  Vm  (ici  Vm  = V0  ) et  Um  les  amplitudes  des  signaux  sinu- 
soidaux  v( t)  et  u( f),  et  tp'  l’avance  de  phase  du  signal  de  sortie  sur  le  signal 
d’entree : 


H = |H|  = — et  tp' 
l-l  y Y 


9- 


Passons  en  notation  complexe. 

Le  montage  propose  s’identifie  a un  diviseur  de  tension. 
On  a done : 


u 


Z2 

- Zj  + Z2 


D’ou 


z, 

+ — avec 

Z2 


7-  = + jC2co  = ^-(1 +jR2C2co) 

z,2  k2  k2 

— = — + jCjC0  = — (1+jRjCjCO) 


soit : 


v = i | Rt  1 +jR2C2C0 
u R2 1 + jRjCjCO 
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On  veut  que  le  rapport  de  ces  tensions  soit  une  constante  independante  de  CO.  II  faut 
done  que : 

l+jR2C2CO 

: — — — = cste  = k. 

1 + jRjCjCO 

Or  pour  co  = 0,  ilvientA:  = 1,  ce  qui  implique  pour  tout  CO  : 
l+jR2C,co  = 1+jRjC^co  : 


^2^2  _ ^1^1 


V R, 

On  a alors  : - = 1 H 

u R, 


R, 


v Ri  + R2 


Les  tensions  u et  v sont  en  phase,  et  leurs  amplitudes  sont  dans  un  rapport  constant 
quelle  que  soit  la  pulsation  co . 

R, 


1 rv 

2.  b.  On  a - = — pour  1 — - - 10  =>  Rj  = 9R 


10 


R, 


soit 


Rl  = 9 Mfl 


La  condition  RjCj  = R2C2  devant  etre  realisee,  il  vient : 


R2  l 

Cl  = C2-f  = 20  x - =>  C1  # 2,2  pF. 

Ri  9 

L’impedance  Z'e  vue  entre  A'  et  B'  correspond  a la  mise  en  serie  des  impedances  Z, 
et  Z2.  D’oii : 


z'e  = z,  + Z2  et  Z'e 


Ri 


Ro 


1+jRjCjCO  l+jR2C2co 


Or  RiCj  = R2C2  soit: 


Z' 


e 


i 

1 + JR2C2CO 


•(Rl+R2) 


Rj  + R2  R2 
R2  l+jR2C2co 


Nous  avons  done  : Z'e 


soit  encore  : Z'c  = 10Ze  => 


/ = 1 kHz  : Z'e  = 9,9  Mfl 

/=  100  kHz:  Z'e  =0,8  MO. 


L’avantage  resulte  de  l’augmentation  de  l’impedance  du  circuit,  Z,  + Z2  remplacant  la 
seule  impedance  Z2  (lorsque  la  tension  v(t)  est  branchee  directement  a l’entree  de 
l’oscilloscope). 

Le  dispositif  de  mesure  absorbe  alors  (par  rapport  au  montage  electrique  fournissant 
la  tension  v(t)  etudiee)  un  courant  10  fois  plus  petit : la  perturbation  apportee  par 
l’appareil  de  mesure  en  est  diminuee  d’autant. 
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On  applique  done  a l’entree  de  la  sonde  branchee  sur  l’une  des  voies  de  l’oscilloscope 
la  tension  carree  de  quelques  kHz  disponible  sur  l’oscilloscope  lui-meme.  Lorsque  le 
reglage  de  Cj  est  correct,  on  doit  obtenir  a l’ecran  un  signal  « parfaitement  » carre  ; 
dans  le  cas  contraire,  la  relation  entre  u(  t)  et  v(t)  ne  se  reduisant  plus  a une  simple 
proportionnalite,  le  carre  est  deforme. 


Commentaires 

| Un  signal « quelconque  » v(t)  peut  etre  interprets  comme  une  somme  (infinie)  de  compo- 
santes  sinusoi'dales  : n(co)cos(cot  + cp,,(co)). 

Le  systeme  lineaire  transforme  la  composante  « CO  » en  : 

a(co)H(co)cos[cof  + <pv(co)  + cp(co)]  (cf  H = Hlcoleiff®)  )• 

Lorsque  H(co)  = H0  = cste  et  cp(co)  = 0,  chaque  composante  est  simplement  multi- 
pliee  par  la  constante  reelle  H0.  Le  signal  de  sortie  u(t)  s’identifie  alors  a H0v(f)  et  repro- 
duit  done,  a une  constante  multiplicative  pres  H0,  le  signal  d’entree  v(  f)  ... 


Ce  dispositif  constitue  une  sonde,  qui  permet  de  mesurer  a I’oscilloscope  une  tension 
en  reduisant  notablement  la  perturbation  apportee  au  circuit  surtout  lorsqu’on  est 
contraint  d’utiliser  des  cables  coaxiaux,  dits  « blindes  »,  pour  se  proteger  de  tensions 
parasites... 

On  peut  se  poser  la  question  du  comportement  d’un  tel  circuit  en  regime  quelconque, 
non  sinusoidal  permanent. 

Le  plus  simple  est  de  comparer  les  courants  i et  i'  imposes  par  la  tension  v(t)  branchee 
directement  a l’entree  (R2 , C-,)  de  l’oscilloscope,  et  par  la  tension  v(f)  auxbornes  du 
circuit  etudie. 


Dans  le  cas  de  I’oscilloscope  seul : 


v , „ dv  _ 
l — — h C9-7-  — C 


R, 


dt 


v + dv 
"2  vR2C2  + dt 


et,  pour  le  montage  etudie  : 

v - u n d(v  - u) 


R, 


+ Cr 


dt 


soit : 

.,  v „ dv  u „ du 

i — — — l-  C 1 — — — — C 1 —— 
1 A+  U A A + 


d t Rj 


dt 


i'  = Cj 


v dvA  „ f u du 

vRjA  + df  J ~ ^^RjC!  + df 

avec  egalement,  pour  le  bloc  R2C2  : 

_ _ | u du 
R2C2  + dt 


C, 


C, 
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Dans  le  cas  oil  RjCj  = R2C2,  il  vient : 


i'  = C, 


^2^2 


dv 
d t 


2^2 


soit : 


et  finalement : 


Ct  j 

Cj + C2  10 


Pour  toute  tension  v(t),  le  courant  derive  dans  le  dispositif  de  mesure  est  dix  fois  plus 
faible  que  dans  le  cas  du  branchement  direct  (ce  qui  implique  bien  une  impedance  dix 
fois  plus  grande  dans  le  cas  du  regime  sinusoidal  permanent. . 

Pour  que  cette  propriety  soit  independante  de  la  forme  de  la  fonction  v(f),  il  faut  que 
les  deux  blocs  (RjCj)  et  (R2C2)  soient  « semblables  »,  ce  qui  correspond  a l’egalite 
des  constantes  de  temps. . . 


(0)  Fonction  de  transfert 

On  cherche  a determiner  Les  caracteristi- 
ques  du  quadripole  represente  sur  la  figure 
ci-contre. 

On  prendra  Ca  = 1 nF,  C2  = 10  nF, 

Rj  = 10  kQ  et  on  supposera  que  le  qua- 
dripole est  branche  en  sortie  sur  une 
charge  infinie  de  telle  sorte  que  Le  courant 
de  sortie  is  reste  constamment  nuL. 

1.  On  se  place  dans  cette  question  en  regime  continu  etabli. 

Determiner  Les  resistances  d'entree  Re  et  de  sortie  Rs  du  montage  dans  le  cas  ou  le 
circuit  est  alimente  - entre  A et  B - par : 

a.  un  generateur  ideal  de  tension  continue  E0  ; 

b.  un  generateur  de  tension  continue  de  f.e.m.  E0  et  de  resistance  interne  R0  = 50  Q.. 

2.  Le  generateur  de  tension  est  desormais  sinusoidal  et  de  pulsation  co.  On  considere 
le  regime  sinusoidal  etabli. 
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Vs 

a.  Determiner  La  fonction  de  transfert  H = =■  Commenter. 

— ve 

Tracer  Les  diagrammes  de  Bode  donnant  GdB  = 20log|H|  ainsi  que  tp(co)  = Arg(H) 
en  fonction  de  Logco. 

'Y  ^ 

On  posera  : coa  = — ; co2  = et  co0  = o~2. 

b.  On  ajoute  en  parallele  avec  C2  une  resistance  R2. 

Reprendre  L'etude  precedente.  On  envisagera  pLusieurs  cas  selon  que  R2C2  est  supe- 
rieur,  egaL,  ou  inferieur  a RjCa. 

P0SeI  = R.R^C.  + C,)  Bt 

Tracer  Les  diagrammes  de  Bode  pour  Rt  = 10  kfl;  Ca  = 1 nF  et : 

• ^ = 1 avec  ^ = 10; 

Ri  Ca 

• ^ = 1 avec  ^ = 10. 

Ci  R2 


1.  Ce  cju ’il  faut  sav oir 

Points  de  cours 

• Resistance  d’ entree  - resistance  de  sortie. 

• Fonction  de  transfert. 

• Diagrammes  de  Bode  : comportements  asymptotiques. 
Outil  mathematique 

• Calculs  sur  les  nombres  complexes. 


2.  de  cpu ’il  faut  doinpr ehdTe 


1.  On  se  place  en  regime  continu  etabli,  regime  pour  lequel  les  capacites  sont  equiva- 
lentes  a des  circuits  ouverts. 

2.  Le  courant  is  etant  nul  (charge  infinie),  le  meme  courant  traverse  les  branches  AC  et 
CD.  On  est  alors  en  presence  d’un  diviseur  de  tension,  ce  qui  permet  de  determiner 
simplement  l’expression  de  la  fonction  de  transfert  H . 

Les  diagrammes  de  Bode  doivent  mettre  en  evidence  les  comportements  asymptoti- 
ques (a  T.B.F.  et  a T.H.F.),  comportements  que  l’on  peut  retrouver  directement  en 
modifiant « a vue  » le  circuit  propose  (a  T.B.F.,  les  capacites  se  reduisent  - a la  limite  - 
a des  circuits  ouverts  alors  qu’en  T.H.F.,  leur  impedance  tend  vers  zero. . .). 
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3.  Solution 


1.  a. 


En  regime  continu  etabli,  les  condensateurs  ne  se  j j = 0 

laissent  pas  traverser  par  un  courant : ils  sont  alors  • -» 1 *— 

equivalents  a des  coupe-circuit.  Le  montage  devient : ' 

Ve  „ Ve  1 

On  a done  : i,  = 0 et  R , = — est  infinie. 

I • • 

,e 

Dans  cette  question,  le  generateur  de  tension  Fig.  1 

continue  est  ideal  (E0),  l’ensemble  source-quadripole 
se  reduit  alors  a : 


R, 


O 


R.  » R, 

et  Es  = E0 


D’ou 


Rs  = Rj  = 10  kQ 


1.  b.  Le  generateur  de  ten- 
sion continue  n’est  plus  ideal 
(E0,  R0).  La  valeur  de  la  resis- 
tance d’entree  n’en  est  pas 
modifiee  (elle  n’est  pas  liee  a 
la  source).  Pour  la  resistance 
de  sortie,  le  systeme  source- 
quadripole  devient : 

Mais  R0  = 50  Q et  Rj  = 10  kQ  soit  R' 


K - Ri  + Ro 


R.  = 10  kQ 
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2.  a. 


Point  methode 


Notons  Zj  et  Z2  les  impedances  des 
branches  AC  et  CD.  Le  courant  is 
etant  nul,  Z,  et  Z2  constituent  uri 
diviseur  de  tension.  On  a done  : 


Vs 

Ve 


Z2 

Z]  + Z2 


Yi 


, ou  Yj  et 


A C ‘s'° 


X 

D 


Y2  sont  les  admittances  complexes  associees  a Z:  et  Z2  ^Yt  = et  Y2  = 

Ceci  suppose  que  zs  = 0 et  done  que  l’impedance  d’entree  du  systeme  place  en  aval 
de  CD  soit  idealement  infinie  ( |Zj  >?>  Z2  en  pratique...). 


Or  Y2  = jC2co  et  Yj  = -^--i-jCjOO  = ^-(  1 + jRjCjCO) 

-Ki 


Ri 


soit  H 


1 + jRjCjCO 


=>H  = 


1 + jR^CO 


1 + jR^jCO  + jR1C2co  1 + jR^Cj  + C2)co 

1 1 


Posons  alors  COj 


RA 


et  co. 


Ri(C1  + C2) 


(co2  < coj): 


Commentaires 


• Pour  CO  tendant  vers  zero  on  obtient  H — » 1,  ce  qui  s’explique  en  considerant  qu’a  la 
limite  les  deux  condensateurs  constituent  des  coupe-circuit.  On  est  alors  ramene  au  circuit 
represente  a la  figure  1.  Des  lors  Ve  = Vs  et  H = 1.  Depluscp  = 0. 

• Pour  CO  tendant  vers  l’«  infini  » (e’est-a-dire  en  fait  pour  (0  2S>  C0j  > C02  ) H devient 

C02  - C2 

equivalent,  a la  limite,  a — , soit : H 

- Cj  + C2 


Cette  fois-ci  le  circuit  se  reduit  a : 


A 


C 


B 


D 
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D’ou  : H 


Yi 


j C ! co 


et  H — 


C, 


Ci  + C2 


Z 2 + Z,  Y2  + Y,  jC2C0  + j^CO 
Dememe  lim  9 = 0. 

CO  — > + 00 

• Les  deux  pulsations  00,  et  CO,  intervenant  dans  la  fonction  de  transfert  2.  a.  sont  en  fait 
celles  des  circuits:  [Rj-CJ  d’une  part  (x,  = R,  Cj  et  cOj  = - = ^ ^ ) et 


[Rx  - (Cx//  C2)]  d’autre  part  (x2  = R^Cj  + Cj)  et  C02  = — 


1 


■ ).  Ceci 

x2  R^Ci  + C2)' 

peut  se  comprendre  aisement  en  considerant  l’equation  differentielle  associee  au  circuit 
propose  et  en  prenant  en  compte  deux  cas  particuliers  : 


H = 


, . CO 

1 +) — V 

00,  VS 


1+j 


dvs 

— =>  v.  + x , —7— 
,_co  Ve  s 2 At 

CO, 


V„  + X, 


dv_e 

df 


Si  l’on  fait  done  ve(f)  = 0,  on  a pour  vs(f)  : 
I lCi 


X 

X 

H J 

R1 

c2 

vs(0  = R, 

X 

Ci 

C2 

vs«  = R, 

X 

Ce 

v (t) 
sv  ’ 


avec  Ce  = Cj  + C2,  d’ou  la  constante  de  temps  x2  = R, Ce  = R^Cj  + C2). 
De  meme,  en  faisant  cette  fois-ci  vs(f)  = 0,  nous  obtenons  pour  ve(t)  : 


ve(0 


Ri 


C, 


il  apparait  ici  la  constante  de  temps  x:  = RjC^ 


J 


Point  cours 


La  fonction  de  transfert  H 


, . CO 

1 +)— 
CO, 


, . CO 

1 +)— 
CO, 


peut  se  reecrire : 


H = H,  H,  avec  H,  = 1 + — et  H,  = — 

- — — — CO,  — _ . CO 

1 + )— 

COj 

H,  et  H2  sont  des  fonctions  de  transfert  du  premier  ordre  dont  les  diagrammes 
asymptotiques  sont  donnes,  pour  GdB,  par  (traits  pleins) : 
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, . CO 

1 +)— 
COi 

_ aI 

'1  + 

, . CO 

1 +)— 
®2 

ll  + 

©2 

D’oii 


*dB  = 10  log  I 1 + “■  I “ 1 0 log  I 1 + — - 


CO- 


CO' 


co: 
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■ Pour  co  « co2  < cOj : GdB  > 0 [ GdB  ~ 10co2[ 


V®!  C02 


■ Pour  co  55>  C0j  > C02 : GdB  = lOlog 


_C0I 

CO2 

1 + — 

V ®2  J 

f 


CO, 


201og-^  = G0. 


CO 


-Pour  co  = co0  = J C0[C02 : GdB  = lOlog 


co, 
1 + — 
COj 

CO, 

1 + — 

v 


lOlog 


CO 

CO, 


2 Go 


D’autre  part,  G est  id  une  fonction  monotone  decroissante  de  co,  d’ou  le  graphe  avec  : 

1 


co,  = 


co 


1 104  • 10-9 
1 


= 10s  rad  ■ s 1— ^logCOj  = 5 et  GdB(C0j)  = -17,85 — 17,9 

9,09  • 103  rad  • s_1  ->  logco2  = 3,96  et  GdB(co2)  =-2,97 


2 104  -11-  10  9 

C0„  = 7®i®2  et  l°g®o  = klogCOj  +logco2)  = 4,48  et  GdB(co0)  = -10,4. 


G0  = 201og 


Ct 

Cj  + C; 


— > Gq  — —20,8. 
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■ Diagramme  de  Bode  dormant  le  dephasage  9 de  la  tension  de  sortie  sur  la  tension 
d’ entree  : logco  — > tp(co) 


Point  methode 

9 est  completement  defini  par  la  valeur  de  sa  tangente  et  par  le  signe  de  cos  9 ou  de 
sin  9. 

On  cherchera  done  a determiner  l’expression  de  tan  cp  ainsi  que  Fintervalle  auquel 
appartient  9. 


On  a H = |H|  ei'P  avec  H 


, . CO 

l + i — je 

'oq  cqeJ  1 a 


1+1 


. CO 


a2e^02 


1^(0! -e2) 


co. 


ou  a1  et  a2  sont  les  modules  du  numerateur  et  du  denominateur  (al  > 0 et  a2  > 0 ). 


On  a done  9 

- 0i- 

02 

tan0. 

co 

et 

COj 

avec : ■ 

tan02 

CO 

et 

” ®2 

et  cosGj  > 0 — > 0j  e 0, 


D’autre  part,  oq  > C02  implique  02  > 0,  et  done  : 


cp  < 0 avec  - - < cp  0 . 


De  plus,  tancp  = tan(0j-02) 


CO  CO 

tan0j-tan0,  COj  C02 


1 + tan0j  tan02 


1 + 


(O' 


®1®2 

CO 


Posons  x = — (co0  = ^/cOjCOj)  =>  tancp  = 
C0n 


C02  — COj  CO, 


Jo 


C02-C0j  1 


COn 


1 + 


con  1 
0 x+  - 

X 


On  constate  alors  que  cp  est  invariant  par  le  changement  de  x en  - : cp(x)  = cp  - . 


cp(x)  = F(logx) 


Or  9^-]  = F(-logx) 


La  fonction  X = logx  — > F(X)  est  done  paire  et  le  graphe 
associe  est  symetrique  par  rapport  a l’axe  X = 0 (e’est-a- 
dire  CO  = C0n  ) . 


Une  etude  rapide  de  la  fonction  cp(co)  donne  : 

- pour  co  « COj  et  co2  : 9 ~ — - — et  9 tend  vers  0 en  meme  temps  que  CO  ; 

CO  j co2 
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C02  - COj 


K 

- pour  co  5S>  cOj  et  co2 : 02  et  0j  — > - et  cp  — > 0 ; 

-pour  co  = co0  = J C0jC02  (soit  x = 1 ) : tancp  = 

- de  plus,  cp  est  minimal  pour  co  = co0  , la  quantite  x + - etant  minimale  pour  x 

X 

(et  co2  - co:  est  negatif). 

D’oiilegraphe  log  — -»cp(co)  avec  cp(co1)  = -39,8°,  tp(co2)  = -39,8° 
co0 

et  cp(co0)  = -56,4°. 


2.  b.  La  resistance  R , etant  placee  en  parallele  avec  C2 , 1’ admittance  Y,  s’ecrit : 
Y2  = ^_+jC'2®  = j^“(l  + jR2C2C0). 


r2 

La  fonction  de  transfert  devient : 

Y, 

H = 


Ri 


(1  + jRjCjCO) 


^ + -2  ^-(l+jR1C1co)  + i-(l+jR2C2co) 

K1  K2 


soit  encore  : H = 


Ro 


1 +jRjC^(0 


— Ri  + R?  R^Ri 

1 +JV^_5_(C1  +C2)® 


Posons : H 


R, 


o 


Ri  + R2 


co, 


R1  + R2 
1 

= RlCi 


et  C0i 


R2R1 
ri  + R: 


(C1  + C2) 
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d’ou 


Commentaires 


• A tres  basse  frequence  ( CO  <3C  CO  l et  co2  ),  ^ Rj 


R2 

H — 4 Hn  = — > les  capacites  se  redui- 

u Rj  + R2  r 

sent  a des  coupe-circuit  et  le  circuit  devient 
un  simple  diviseur  de  tension  (ici  forme  des 
resistances  Rj  et  R2). 

• A tres  haute  frequence,  le  resultat  est 
inchange  par  rapport  au  2.  a.,  le  circuit 
etant  equivalent  a un  diviseur  de  tension 
capacitif. 

Et: 


H — > ■ 


C, 


— c,  + c, 


-c 


Cl 


;s  = 0 C 


D 


i = 0 C 


B 


D 


■ La  frequence  « centrale  » C0q  s’ecrit  maintenant : 
CO'  = 7®i®2 


1 


1 + 5l 

Ro 


l 


(RjC^2  C,  RiCj 
C, 


1 + : 


R, 


1 + ■ 


Ci 


(on  a C0q  = (O0  II  + — 1 ). 


R, 


R, 


Pour  ce  circuit,  et  pour  les  memes  raisons  que  celles  exposees  dans  le  commentaire  de  la 
question  2.  a.,  les  pulsations  ttq  et  co2  sont  celles  associees  aux  circuits  [Rj-CJ  et 
[(Rj  //  R2)-(Cj  //  C2)]. 


• D’oit  les  differents  diagrammes  de  Bode  : 
ler  cas : 


CO,  = C02  soit  RjCj  = 1 + — ' ' 


C 

C, 


l + 5l 

R, 


R 2 C2 

ce  qui  exige  — = — et  done 
R2  Cj 


R 1 C j = R2C2.  Dans  ce  cas,  la  fonction  de  transfert  est  independante  de  la  pulsation  CO  : 

R, 


H = H„ 


Rj  + Rj 


- j et  G 


dB 


20logH0  ; tp  = 0. 
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2e  cas : 

RjCj  < R2C2  et  done 
celles  tracees  au  2.  a. : 


Ri  < ^2 
C, 


R, 


soit  co2  < COj ; les  courbes  sont  de  meme  nature  que 


Ici,  Rj  = 10  kQ;  Cj  = 1 nF,  C2  = 10  nF  et  on  a pris : R2  = Rj.  On  a alors 
log  COq  = 4,63. 


3e  cas  : R , C , > R2C2  soit  C02  > C02  les  courbes  sont  alors  « inversees  ».  On  obtient : 


Ici,  C[  = C2 


R. 

1 nF;  — = 10  (R, 

R,  v 1 


10  kQ  et  R2  = 1 kQ ) et  logCOg  = 4,63. 
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Adaptation  d'impedance 

1.  Un  generateur  de  tension  sinusoi'dale  alternative  de  f.e.m.  e(t)  = Ecoscot  et 
d'impedance  interne  ( complexe ) Z alimente  une  impedance  de  charge  T . 

A quelle(s)  condition(s)  sur  Z'  la  puissance  electrique  regue  par  la  charge  est-elle 
maximale  ? 

2.  Le  generateur  precedent  a maintenant  une  impedance  interne  reelle  Z = Rg  et 
doit  alimenter  une  charge  reelle  RL  avec  RL^  R . 

Pour  realiser  I'adaptation  en  puissance  ci-dessus,  on  propose  d'intercaler  entre  gene- 
rateur et  charge  un  module  L-C  selon  I'un  des  montages  suivants  : 


Quel  montage  faut-il  adopter  ? Quelles  valeurs  faut-il  prendre  pour  L et  C ? 

■ 1.  de  cfu’il  f&ut  sav oir 


• Utilisation  des  amplitudes  complexes. 

• Puissance  regue  par  un  dipole. 


■ 2.  de  cfu’il  faut  dotopren^Pe 

Determiner  les  caracteristiques  de  l’impedance  de  charge  qui  permet  de  recevoir  la  puis- 
sance maximale  d’un  generateur  donne  consiste  a « adapter  » la  charge  au  generateur. 


3.  Solution 


1. 


Point  cours 

z 


1 


-C 


u 


La  puissance  moyenne  regue  par  un  dipole  d’impedance 
complexe  Z,  soumis  a une  tension  sinusoi'dale 
u = U cos  cot  et  parcouru  par  un  courant 

i = Icos(cof  + cp)  s’ecrit : 


1 


1, 


P = -UIcoscp  = -I2  • Re{Z}. 
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En  adoptant  la  notation  en  amplitudes  complexes, 
on  a U = Z'  ■ I 
U = E-ZI. 

Soit  ici  avec  E = E 

E 


I 


U 


Z' 


Z + Z' 


1, 


La  puissance  re^ue  par  Z'  est  P = -I2  • Re{Z'}. 
Soit  en  notant  Z = R + jX  et  Z'  = R'  + jX' : 

1 R'E2  „ 1 R'E2 


2|Z  + Z'|2  2(R  + R')2  + (X  + X')2 

P est  une  fonction  des  deux  variables  R'  et  X' . 

Remarquons  que  pour  obtenir  la  puissance  maximale,  X'  pouvant  etre  de  signe  quel- 
conque,  la  premiere  chose  a faire  est  d’annuler  le  terme  (X  + X')2 , d’oii  X'  = -X. 

R'E2 

2- 


II  reste  alors  a chercher  le  maximum  de  la  fonction  P(R')  = 


2(R  + R') 


F2 


soit  en  derivant  par  rapport  a R' : 
/'(R')  = 

/'(R') 


1 


2R' 


(R  + R')2  (R+R')3 

(R  + R'-2R'). 


(R  + R')3 

Cette  derivee  s’annule  pour  R = R'  et  correspond  bien  a un  maximum  : la  fonction 
/est  positive,  s’annule  pour  R'  = 0 et  R'  — » D’ou  le  graphe  de  P(R') : 


R' 


On  peut  regrouper  les  deux  conditions  trouvees  pour  obtenir  le  maximum  de  P : 


= -X 

<=> 

Z'  = z* 

= R 

— — 

Z*  designant  l’impedance  imaginaire  conjuguee  de  Z. 

Dans  ces  conditions,  on  a « adapte  » l’impedance  au  generateur. 
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2.  Dans  le  cas  d’impedances  reelles,  la  condition  precedente  se  reduit  a : RL  = R . Cette 
condition  n’est  evidemment  pas  realisee. 

• Considerons  l’impedance  de  charge  Z'  I I 

branchee  aux  bornes  du  generateur  dans  le  [~*~|  1 J 


cas  du  premier  montage  propose  : la  puis- 
sance absorbee  par  ce  dipole  est  egale  a la 
puissance  consommee  dans  RL,  seul  ele-  _ 
ment  dissipatif  du  dipole,  la  condition  - 
d’ adaptation  etablie  au  1.  s’ecrit  done  ici : 

R„  = Z' 


C 


avec 


soit 


R„ 


1 1 

jCco  1 


jLco  + Rl 


R„ 


1 _ jLcoRL 

jCco  RL  + jLco 


Rg-j^)(RL  + iL®)  = jLcoRL 


L 

VVL  c 


R.Rt  - ^+jfLcoR„  + ^ 


R 

s ' C co 


jLcoRL 


d’ou  les  deux  conditions  : 


RgRL-^  = 0 

Rl 

LcoRg  + — = LcoRl 


La  seconde  relation  impose  LCco2  = 
ce  qui  n’est  possible  que  si  RL  > R . 


Rr 


rl-r 


Rt 


Z' 


Dans  ce  cas,  avec  — = RgRL , on  obtient : 

Vj 


h-1 

Pt 

1 

I Rg 

CO  /\j 

RL-Rg 



1 

7Rg(RL-Rg) 


CO 


1 II  reste  a etudier  le  second  montage  propose  : 


(si  Rl  > R ). 


C 


1 


Rt 


nouvelle  Z' 
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On  veut  Z'  = R ouY'  = i = - 

8 “ z Rg 

1 1 1 
soit : — — + = — 

;LC0  Rl  + — Rs 
L jCco 

jCco  = 1 I_ 

l+jCcoRL  Rg  jLco 

jCco  = jLco  - Rg 
l+jCcoRL  jLcoR„ 

-LCco2Rg  = (1  + jCcoRL)(jLco-Rg). 
D’ou  les  deux  conditions  : 

f-LCco2Rg  = - Rg-  LCco2Rl 
[o  = Lco-CcoRLRg 


LCco2  = 


RS 
R„  - R, 


k = RiR 

C L 


Ceci  n’est  possible  que  si  R > RL  et  dans  ce  cas  : 


(si  Rg  > Rl  ). 


Les  deux  montages  proposes  permettent  done  de  trouver  une  solution  dans  tous  les 
cas,  le  choix  du  montage  dependant  des  valeurs  relatives  de  RL  et  Rg. 


Commentaire 


Ce  probleme  d’adaptation  d’impedance  a une  grande  importance  pratique  dans  le  cas  des 
emetteurs  d’ondes  radio  : 


Fadaptation  correspond  a la  transmission  d’un  maximum  de  puissance  a l’antenne,  afin  de 
rendre  maximale  la  puissance  rayonnee.  J 
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@ Deux  branches  en  parallele 


Partie  A 

Le  dipoLe  represente  ci-dessous  est  aLimente  en  regime  permanent  par  une  source  de 
tension  sinusoi'daLe  u(t)  = U0coscot. 


1.  On  prend  R = R'  dans  cette  question,  Les  vaLeurs  de  C,  C,  R',  U0  et  co  etant  imposees. 

a.  Pour  queLle(s)  vaLeur(s)  de  L Les  deux  branches  du  circuit  absorbent-eLles  La  meme 
puissance  eLectrique  ? 

b.  Retrouver  Les  resuLtats  precedents  a partir  d'une  representation  de  FresneL. 

2.  Reprendre  Les  questions  du  1.  dans  Le  cas  ou  R est  differente  de  R'. 

On  posera  R0  = R'(l  + j- 

Partie  B 

On  supprime  La  capacite  de  La  branche  superieure. 

1.  A queLLe(s)  condition(s)  portant  sur  R,  R',  L et  C'  L'impedance  compLexe  du  dipoLe 
est-eLLe  independante  de  co  ? 

2.  Le  condensateur  C'  n'etant  pas  charge  pour  u(t)A 

t < 0,  on  appLique  au  dipoLe  un  echeLon  de  ten- 
sion d'ampLitude  E.  E 

Determiner  Le  courant  i(t)  traversant  Le  dipoLe. 

A queLLes  conditions  ce  courant  est-il  constant  q t 

pour  t > 0 ? 

3.  Commenter  Les  resuLtats  obtenus  aux  B.l.  et  B.2. 

■ 1.  Solution 

Partie  A 

1.  a.  La  puissance  moyenne  P absorbee  par  un  dipole  d’impedance  complexe  Z 
s’exprime  par : 


u(t) 


P = 
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avec  : u = Z i 


soit encore:  U0  = ZIei*. 


Posons  Z = A + jX  etdonc  |Z|  = Z = JA2  + X2  : 


lei*  = — = — Z* 

Z z2- 


i(t) 


> 


u(t) 

u(t ) = U0coscof 
i(t)  = Icos(cof  + (|)) 


et  Icos(|)  = Re 


U0 

z2- 


U0  . U0 
^|Re(Z  ) = ^A. 


Finalement : P = - — A 
2Z2 

soit  pour  chaque  branche  : 
1 


Z = R + j Leo 


Cco 


R 


C 


-C 


d’ou  : A = R et  Z = /R2  + [ Leo  - 


Z'  = R'-i-j- 
- ;C  co 


R' 


C' 


d’ou  : A'  = R'  et  Z'  = R'2  + 


C'2co2 

1 2 R 1 2 R'  1 7 R 

D’ou  P = -U0—  et  P'  = -Uq — — = -U0—  puisque  dans  cette  question,  on  a 
2Z2  2Z22Z2 

R'  = R. 

On  aura  P = P'  (meme  puissance  absorbee  dans  les  deux  branches)  pour  Z = Z' 
soit : 


R2  + Leo 


-LY  = 


Cco; 


R2  + ■ 


1 


C'2co2 


ce  qui  donne  : Leo  - -3—  = +--7—  • 
4 Cco  C co 


Une  premiere  solution  correspond  a 
11  en  existe  une  seconde  pour  C < C' : 


L = 


1 _nj_ 
C + C'Jco2 


1.  b.  On  peut  egalement  exprimer  la  puissance  P selon  : 

P = ^Re(Z)I2  = ^RI2. 
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Or  u = Z i donne  U0  = ZI  (i  = Ieimt) 


d’ou  Un  = ZI  et  P = -R— £ 

0 2 Z2 

P = P'  avec  R = R'  se  traduit  done  par  Z'  = Z. 

Et  Z'  = Z avec  R = R'  =>  Z = Z'*  (conjugue  de  Z' ) ou  Z = Z'  soit  en  representa- 
tion de  Fresnel : 

■ ler  cas 


Cas  toujours  possible 


On  doit  avoir  dans  ce  cas  (points  D et  D'  symetriques)  : Leo 

Cco 


d’ou : Leo 


1 1 
C'eo  + Ceo 


soit 


t 1 f 1 1 

L = ric'  + c 


1 

C'eo 


■ 2e  cas 


O 


R 


A' 


Z = Z' 


D_'  = D 
jLeo 


A'B  — ]— 

Ceo 


A'D'  ^4  — l— 

C eo 

BD'  = BD  jLeo 


Cette  derniere  configuration  n’est  possible  que  pour  A'B  > A'C  soit  — > 

v_/CO  v_/  CO 


e’est-a-dire  pour  C < C'.  Des  lors,  il  vient : 


1 

C'eo 


2.  On  a maintenant  R'  ± R,  et  la  relation  P = P'  s’ecrit  alors  : 


R_ 

Z2 


R'  u 7'2  R'v2 
SOlt  Z 2 = j^Z2. 
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Soit  encore  : 


R'2  + ■ 


1 


R' 


C'2co2  RL 


R2  + Leo 


— ) 
Ccoy 


2-i 


ce  qui  nest  possible  que  pour  : RR'  - R2  H — - — - 


R 


RR'  - R2  + • 


R 

R'C'2co2 


e’est-a-dire  pour  : R =£  R'.(  1 + ^7^ 


1 


Posons  R0  - R'.  |^1  + R'lQ'iffiij  =>  R 55  Ro- 
On  obtient  alors : 

(ua-jiJ  = R(R„-R) 

ce  qui  donne : 

L®-^  = 7R(R°-R)  => 

61  LC0_Cco  = _VR(Ro"R)  Pour  £ > 7R(Ro-R)® 


1 | VR(R0-R) 

Cco2  CO 


soit 


i Vr(Rq-r) 
Cco2  co 


II  y a la  encore  (pour  R S R0  ) une  ou  deux  valeurs  de  L satisfaisant  a la  condition  imposee. 
■ A l’aide  de  la  representation  de  Fresnel : 


on  a ici  R'  R et  Z' 


Pour  illustrer  le  propos,  supposons  R'  > R. 
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On  a OA'  = R'  et  A'B' 

[R„, 


C'co 


On  trace  alors  le  cercle  c€  de  centre  O et  de  rayon 


OK  = Z = — ;Z'  < (Z'  = OA").  L’impedance  Z est  representee  par  un  vecteur 

A/  R 

( IS  dont  l’extremite  S doit  se  situer  sur  ce  cercle  avec  : 

Z = R + j^Lw-^y,  soit  OS  - i — R = OJ. 

Le  probleme  n’est  possible  que  pour  OJ  =£  OK  (R  =£  Z),  soit  pour  : 

R ; 


R2«^Z'2: 


R' 


C,2co2.'  R° 


On  retro uve  la  condition  R < R0. 

Dans  ce  cas  (R  =S  R0),  il  existe  a priori  deux  solutions  (points  Sj  et  S2 


correspond  a : 


Leo  = + JZ2  - R2 

Cco 


soit  Leo  = — ! — + /^/r,2h — 7^- 
Ceo  a/R  v C 2eo2 

et 


-R2 


Commentaire 


Notons  que,  dans  le  cas  ou  R^R',  les  arguments  de  Z et  Z'  ne  sont  pas  plus  egaux  ou 
opposes,  et  qu’il  existe  un  cas  particulier  (Z  = R)  pour  lequel  Z est  reel,  alors  que  Z'  ne 
Test  pas.  On  a alors  : 

1 


1 


Z = R = R„  = R'  1+  , , „ 

0 1 (RCeo)2 


et  Leo = 0,  soit  LCco2  = 1. 

Cco 


J 
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Partie  B 

1.  Lorsque  l’impedance  complexe  Z du  dipole  . 
[AB]  est  independante  de  la  pulsation  CG,  il  en  est 
de  meme  de  son  admittance  complexe  Y = — • 


R 


R' 


C' 


Or  Y = Y +Y  , , (association  en  parallele)  et  Y 


De  meme  YR,C, 


1 


jC'coR' 


-RL  R + jLco  f .Leo 

R 1+)Tf 


1 R'(l  + jR'C'o) 
jC  co 


Posons  x = — et  x'  = R'C',  ilvient : 


Y = 1 1 , 1 jO'E' 


soit  encore : 


R 1+jcox  R'  1+jcox' 


On  a alors  Y(0)  = — et  limY  = Une  condition  necessaire  est  done  R = R' ; 
Y devient  alors : 

Y = i{  1 + — 7 f. 

R[  1 +JC0T  1 + JCOT  J 

Cette  nouvelle  expression  est  independante  de  CO  pour  x = x'. 

Les  conditions  cherchees  sont : 

R = R'  et  x = x'  =>  Y(co)  = | et  Z(co)  = R. 

— R — 


II  faut  done  que  : 


R'  = R et  L = R2C' 


2.  On  soumet  le  dipole  AB  a un  echelon  de 
tension  d’amplitude  E.  Pour  t > 0,  les  equa- 
tions des  branches  sont : 

d i, 

E = Ri,  + L— - (1) 

1 At 


R 


E = R'i,  + ^ 

2 C' 

d o'  dz-j 

soitavec  i,  = — p-  ; 0 = C'R'— r1  + i,  (2) 
2 df  dt  2 

Integrons  ces  deux  equations  : 

E --  L 

(1)  donne  : iy(t)  = - + Ze  T (ou  X = — ) 
R R 


R' 


q\  C' 
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or  z'1(0+)  = 0 (continuite  du  courant  dans  l’inductance)  =>  z\(f)  = --|  1-e  % 


(2)fournit:  i2(t)  = |ie  T’  (out'  = R'C' ) 

nWn+ 


or  u 


(0+)  = E = R'z2(0+)  + - ^ ^ = R'z2(0+)  (continuite  de  la  charge  du  conden- 


sateur)  =>  i2(t)  = — e T'. 

R 

D’oii,  avec  i(t)  = ix(t)  + i2(t) : 


E [ E -4  E 
,(t)  = R+  I?'  Re 


^ ■ , , , t . . . E u(t>0) 

On  a represente  ci-dessous  ies  courbes  donnant — >i p z2,  z et  - = pour 

R = 1 000  Q ; R'  = 1 500  Q et  t'  = 1,5t. 


E 

Le  courant  i(t)  est  constant  pour  t > 0 et  vaut  — si  les  deux  termes  oil  figurent  les 

R 

exponentielles  s’annulent,  ce  qui  se  produit  des  que  : 


R'  = R et  t'  = T 


On  retrouve  les  conditions  etablies  au  B.  1 . 
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3.  Les  resultats  obtenus  au  B.l.  et  B.2.  sont  identiques.  Ces  deux  approches  permettent 
de  conclure,  les  conditions  R'  = R et  L = R2C'  etant  realisees,  a la  proportionnalite 
entre  la  tension  imposee  w(f)  et  le  courant  i(f)  que  doit  debiter  le  generateur  de  ten- 
sion delivrant  u(f),  asavoir: 

»(*)  = 

Ceci  n’a  rien  d’etonnant  si  on  se  rappelle  que  l’on  peut  « toujours  » decomposer  un 
signal  temporel  u(t)  en  une  somme  continue  de  composantes  sinusoidales.  Si  l’on 
obtient  ainsi  une  meme  relation  de  proportionnalite  entre  les  composantes  sinuso'ida- 
les  de  i(f)  et  u(t) , il  en  sera  evidemment  de  meme  pour  ces  deux  grandeurs 
(a  rapprocher  de  la  relation  etroite  associant  fonction  de  transfert  et  equation 
differentielle...). 


^ Puissance  consommee 


1.  Le  dipole  AB  represente  sur  La  figure  ci-contre  est 
aLimente  par  un  generateur  ideal  de  tension  sinusoi'dale 
de  frequence  50  Hz  et  de  vaLeur  efficace  Ue  = 220 V, 

R est  une  resistance  variabLe. 

a.  Determiner  La  puissance  moyenne  P (puissance 
active)  absorbee  par  Le  circuit. 

b.  On  constate  que  cette  puissance  P fournie  par  Le 
generateur  est  maximaLe  pour  une  vaLeur  Ra  = 25  Q.  de  R.  En  deduire  Les  vaLeurs  de 
L'  et  de  La  puissance  maximaLe  Pm  effectivement  consommee. 

c.  Pour  une  vaLeur  R2  de  R (R2  > Rj),  Le  facteur  de  puissance  du  circuit  devient  egaL 
a L'unite,  et  La  puissance  consommee  est  de  500  W. 

Donner  Les  vaLeurs  de  La  capacite  C et  de  R2  sachant  que  L = 1 H. 


2.  Le  dipole  AB  est  desormais  aLimente  par  un  generateur  parfait  de  courant  sinusoi- 
dal de  vaLeur  efficace  Ie  et  de  puLsation  co. 

Determiner  La  puissance  P consommee  dans  Le  circuit,  et  tracer  La  courbe  donnant 

en  fonction  de  x = — a R,  L,  L',  C fixes.  On  prendra  Les  vaLeurs  de  L'  et  C deter- 
P(co0)  co0 

minees  pLus  haut  ainsi  que  R = R2. 

Commenter  Le  resuLtat  obtenu. 

1 Ic 

On  posera  con  = et  Q = R -• 

Vlc  Vl 
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Solution 


"T 

s 

L* 


1.  a.  La  puissance  moyenne  fournie  par  le  genera- 
tes est  celle  qui  est  consommee  dans  l’element 
dissipatif  constitue  par  la  resistance  R. 

Or  la  tension  U s’ applique  directement  au  dipole  u 
1/-R.  II  reste  done  a calculer  la  valeur  efficace  du 
courant  traversant  R (la  capacite  C et  l’inductance 
L ne  jouent  aucun  role  quant  a la  determination  de 
cette  puissance). 

Designons  par  i'(t)  le  courant  parcourant  la  branche  L'-R.  On  a : 

1 rt'  = t 


L' 


<R i'2(t)>  = R<z'2>  avec  <i'>2 


f i'2(t')dt'  = I'2 
t J t’  = o 


d’ou  P = RI'2 

I'  = intensite  efficace. 

Or  u - Z'z'  en  notation  complexe  ou  Z'  = R + jL'co. 
Soit  Ue  = Z'l'  (Z' : module  de  Z' ) 


etl'  = 


U. 


J R2  + L'2co2 


p = u; 


R 


R2  + L'2co2 


(1) 


R 


1.  b.  Cette  puissance  se  reecrit : P 


U 


R + 


l/2(0- 

R 


_uL 

/(R) 


L’ expression  au  denominateur  est  minimale  pour  R = L'co  (/( R)  tend  vers  l’infini 

u a * r>  ■ c ■ * # L'2co2  ^ 

pour  R = 0 et  R mfini,  et  -r~  = 1 ). 

F dR  R2 

, 

On  a done  : Rj  = L CO  et  Pm  = — — • 

2 Rj 

Application  numerique : 

25 


V 

P„ 


2n  ■ 50 

_ (220)2 

‘2-25 


V = 80  mH 


P„  = 968  W. 


1.  C.  Si  Ton  designe  par  i(t)  le  courant  debite  par 
le  generateur : 

u(t)  = UeV2coscot 
z(t)  = Ie  V2cos(cof  + tp). 

La  puissance  consommee  dans  le  circuit  peut  s’ecrire  : 

P = IeUecostp  oil  costp  est  le  facteur  de  puissance. 


If 


1 

c = 

L R 
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Commentaire 


Le  facteur  de  puissance  est  lie  au  dephasage  du  courant  delivre  par  le  generateur  sur  la  ten- 
sion a ses  bornes.  Ce  dephasage  tp  dependra  de  L'  et  R mais  aussi  de  L et  C.  J 

Le  facteur  de  puissance  prend  la  valeur  unite  pour  cp  = 0,  c’est-a-dire  lorsque  le  cou- 
rant i(t)  est  en  phase  avec  la  tension  u(t). 

Or  I = YU  (Y  admittance  du  circuit). 

La  condition  cherchee  se  traduit  alors  par  : 

Im(Y)  = 0 (Im  = partie  imaginaire) 

Le  circuit  etant  constitue  de  trois  branches  en  parallele,  nous  avons  : Y = Y,  + Y2  + Y3 
avec : 


D’oii : 

Soit  encore  : 
et 


Y = j^Cco 

Y = j^Cco 
Im(Y)  = Cco- 


1 Ct  — R + jL'co 

1 1 

1 , 1 

Leo) 

1 ' R + jL'eo 

1 1 

1 , R- jL'eo 

Leo) 

1 R2  + L'2eo2 

1 

L'eo 

Leo 

R2  + L'2eo2 

r - . 

1 L' 

d’ou : 


Leo2  R2  + L'2cg2 

(2)  (R  = R2  d’apres  l’enonce,  et  L'co  = Rj ). 


La  valeur  de  R2  se  deduit  de  celle  de  la  puissance  consommee  : 


P = 500  W = U 


D’ou : 


et 


2 R2 

Cr2  + ri 

u; 


( cf.  1.  a.  avec  L'co  = Rj ). 


rh^ir2+r;  = o 


r2y2 

R, 


>PRi 

Y V 


+ 1=0. 


R, 


Cette  equation  admet  deux  solutions  />,  et  p2  par  rapport  a la  variable  — avec 


PiP i = 1 et  p2+Pi 


PR, 


Ri 

Ces  racines  sont  done  positives,  l’une  est  inferieure  a 1 


et  l’autre  superieure  a 1.  Le  texte  impose  R2  > R, . On  a alors  : 

t2 


R2 

R1 


u; 

RRt 


I lPRo 


-4 
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r2 

Application  numerique  : — = 3,59  d’oii  : R2  = 90  Q. 

Ri 

On  en  deduit  d’apres  (2) : C = 19,3  pF. 


2.  Les  trois  branches  (C,  L et  L'-R)  consti- 
tuent un  diviseur  de  courant. 

On  a alors : 

Y' 

T'  = = T 

- Yj  + Y2  + Y'-° 


avec  Yj  = jCco,  Y2  = — et  Y'  = — ^ 


Soit  encore  : I'  = 
et  I'  = 


— jLco  — jL  co  + R 
1 


1 +Z/(Y1  + Y2)l° 
1 


1 + j(R  + jL'co)(  Cco-  — ' 
1 Leo 


Io  (3) 


La  puissance  consommee  dans  le  circuit,  done  dans  R,  s’ecrit : 

P = ^R  <i'2{t)>  = RI'2. 

Or  d’apres  (3)  et  Ie  designant  la  valeur  efficace  du  courant  debite  par  le  generateur 

(Io  = !eV2). 

1 


et 


Soit  encore 


I.'.  = I. 


P = 


ri! 


1 - L 


p = 


RI 


L' 


R2 


1 + 7-(l  - LCco2)  J-  +^(l-LCco2) 


et  en  posant  C0q  = x = ^ et  Q = R (Q  represente  le  facteur  de  qualite  du 
circuit  { R //  L //  C}  ) : 


C0n 


P = 


RII 


L' 


Q2 


i + ^(i-x2)l  + l - x2)2 


Pour  co  = C0q  ilvient  P(CG0)  = P(x  = 1)  = RIe 
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d’ou 


P(co)  _ 

X2 

P(co0) 

X 1 + y-(l  -X2) 

■ +Q2(1-X2)2 

Avec les valeurs  L'  = 8 ■ 10 ~2  H;  C = 19,3  pF ; L = 1 H;  R = 90  Q, 

I ' 1 1 9 3 • 1 0 ~6 

= 8 ■ 10-2  et  Q = 90  #0)4. 


nous  avons : 

D’ou  la  courbe  tracee  pour  0 =S  x =£  5 : 
P(co) 


1 


Commentaires 


V 


e ^ 


• On  remarque  que  cette  puissance  tend  vers  une 
valeur  nulle  a tres  basse  frequence  (co  — > 0)  ou  a 
tres  haute  frequence  (CO— >==).  Ceci  s’explique 
aisement  si  Ton  prend  en  compte  le  circuit  bouchon 
(C  //  L)  place  en  parallele  avec  la  branche  I/-R. 

En  effet,  en  T.B.F.,  l’inductance  L joue  le  role  de 
court-circuit,  et  le  courant  source  I0  passe 
« entierement » dans  L,  ce  qui  implique  que  i' 
devient  nul  et  P tend  bien  vers  zero.  De  meme,  en  T.H.F.,  c’est  la  capacite  C qui  joue  le  role 
de  court-circuit : la  conclusion  est  la  meme. 


J°  VLC 

tout  le  courant  va  passer  dans  la  branche  l/-R  (Fimpedance  de  Fensemble  L IIC  devenant 


• Pour  la  pulsation  caracteristique  du  circuit  bouchon,  c’est-a-dire  pour  (0  = C00 

tout  le  courant  va  passej 
infinie).  Des  lors,  on  a : 


P = RE2 


RI 


P(co0). 


J 
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B.  Filtres  actifs  et  autres  circuits 
avec  amplificateur  operationnel 


0 Filtre  de  Butterworth 

On  etudie  le  circuit  ci-dessous,  dans  LequeL  I'amplificateur  operationneL  est  suppose  ideal : 


1.  Montrer  que  la  fonction  de  transfert  de  ce  circuit  peut  s'ecrire  : 

Vs  i 

_ 

Ve  1 + 2j  RC2co  — R2C1C2co2 

En  introduisant  la  pulsation  caracteristique  cor  = — - — et  x = — , mettre  H 
sous  la  forme  : 

H = 

l + 2jax-x2 

et  donner  I'expression  de  a. 

2.  On  etudie  GdB  = 20log|H| ; etudier  - en  fonction  de  a - le  comportement  de  GdB 
en  fonction  de  logx.  Preciser  la  nature  du  circuit. 

Donner  I'allure  des  courbes  representatives  (diagramme  de  Bode  en  amplitude). 

dG  dB 

3.  Dans  le  cas  particulier  ou  = 0 admet  x = 0 comme  solution  triple, 
determiner : 

ci 

- la  valeur  de  — correspondante,  et  I'expression  simplifiee  de  GdB(x)  ; 

'-2 

- la  frequence  de  coupure  de  filtre  obtenue. 

On  obtient  alors  un  filtre  dit  « de  Butterworth  ». 
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1.  Ce  cpx'il  faut  savoir 

• Proprietes  de  l’AO  ideal. 

• Fonction  de  transfert. 

• Loi  des  noeuds  en  termes  de  potentiels  : theoreme  de  Millmann. 


12.  de  cfu'il  faut  doinpr ehdYe 


• L’application  judicieuse  de  la  loi  des  noeuds  (exprimee  en  termes  de  potentiels)  et 
l’hypothese  du  fonctionnement  lineaire  de  l’AO  (avec  e = 0)  - necessaire  a la  defini- 
tion de  la  fonction  de  transfert  - suffisent  pour  eliminer  les  potentiels  V- , V+  et  VA 
(en  amplitudes  complexes  evidemment). 

• Pour  GdB,  on  etudie  d’abord  le  comportement  asymptotique.  Le  calcul  - ulterieur  - 

dGdB 

de  la  derivee  de  GdB  en  fonction  de  log*  se  ramene  au  calcul  de  — 5 — , et  meme  a celui 


dx 


. dG 

de  dT 


3.  Solution 


1.  Ecrivons  le  potentiel  VA  (en  amplitudes  complexes)  du  noeud  A en  fonction  des 
potentiels  des  noeuds  voisins  (theoreme  de  Millmann)  : 

Ve  V+ 


V4 


1 

R R 


+ jC1coVs  Ve  + V++jRC1coVs 


— 1 1 2 + iRC.CO 

R + R+|C'“ 

D’autre  part,  l’AO  est  ideal  (courants  d’entree  nuls)  et  (pont  diviseur  de  tension) : 

1 

)c2®  „ 1 


y+  = 


R + 


1 1 + jRC2C0  — ' 


jC2co 

En  regime  lineaire  (ce  que  suppose  l’existence  de  la  fonction  de  transfert) : 

V+  = Vj,  avec  ici  Vj  = Vs . 

Ecrivons  alors  l’egalite  des  deux  expressions  de  VA , en  tenant  compte  des  deux  egalites 
ci-dessus : 


VA  = (1  + jRC2co)Vs 


Ve  + Vs  + jRCjCoVj. 


2 + j RCjCO 

(1  + jRC2co)(2  + jRC1co)Vs  = Ve  + (1 +jRC1co)Vs; 
[(1 +jRC2co)(2+jRC1co)-(l +jRC1co)]Vs  = Ve; 
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d’ou  : 


Vs 

H = ==■ 
V. 


( 1 + jRC2co)(2  + jRCiCO)  - ( 1 + jRCjCO)  ’ 


en  effectuant  les  produits  et  simplifiant,  on  obtient  bien  : 


H = 


1 

1 + 2jRC2co  - R2C1C2co2 


En  introduisant  coc 


— — = , il  vient : 

R2C1C2co2  = —2  = x2; 

®c 


et 

soit : 

2.  Exprimons  GdB  : 


RC2CG  = 


RC 


2 CO 


rJ^c2  ®c 


H = 


1 


1 + 2jax  - x2 


avec 


GdB  = 201og|H|  = lOloglHl 


GdB  = -10log[(l -x2)2  + 4a2x2]. 

Pour  x— >0,  G^— >0  et  pour  x— >+°°,  GdB — lOlogx4  = -401ogx,  ce  qui  corres- 
pond a une  asymptote  (pour  la  courbe  GdB  en  fonction  de  logx)  de  pente  -40  dB/ decade  : 

la  structure  du  circuit  propose  est  celle  d’un  filtre  passe-bas  du  second  ordre. 

Les  deux  asymptotes  se  coupant  enx  = 1,  valeur  pour  laquelle, 


GdB(x  = 1)  = -101og(4a2)  = -20log(2a). 


Pour  connaitre  le  comportement  de  GdB  autour  de  x = 1,  il  faut  determiner  le  signe  de 
sa  derivee,  ou  encore,  la  fonction  logarithme  etant  monotone  croissante,  le  signe 


de 


dGdB 

dx 


Or 


dGdB  _ 1QdlogD  _ 10  dD 

dx  dx  D dx  ’ 


avec  D = ( 1 - x2)2  + 4a2x2  ; 
d’ou  = 2(1 -x2)(-2x)  + 8a2x; 


dD 

dx 


4x(x2  - 1 + 2a2) 
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dD  n 
et  ——  = 0 <=> 
dx 


x = 0 
ou 


si  a2  < 


s’annule  pour  x = 0 et  pour  x = Jl  - 2a2  = xl  (x  est  toujours  > 0)  et  est  ne 


nega- 


te = Jl  - 2a2 

D’ou  deux  cas  a envisager  : 

•“<f  § Jr- 

dD 
dx 

tive  entre  ces  deux  valeurs,  positive  pour  x > xv 

dG dB 

Du  fait  du  signe  - dans  l’expression  de  — — , GdB  est  done  croissante  de  x = 0 a x — xv 

ax 

puis  decroissante  pour  x > xy  (ce  qui  est  coherent  avec  le  comportement  asymptotique 
de  GdB). 

On  peut  done  donner  Failure  des  courbes  : 


logx 

x 


Le  maximum  de  GdB  (pour  x = x,)  est  facilement  calculable  : 

GdB(*  = *i)  = -lOlogD 

avec  D = ( 1 - ( 1 - 2a2))2  + 4a2(  l-2a2) ; 

D = 4a4  + 4a2  - 8a4  ; 

D = 4a2(l  - a2)  ; 

ce  qui  correspond  bien  a une  valeur  GdB  positive  (sauf  pour  le  cas  limite  a2  = 
D - 1 = -(2a2-  l)2). 


J2 


C, 


1 


Jl 


‘ a ^ t ’ S01t  c;  2 

la  solution  Xj  n’existe  plus  (ou,  si  a = — , est  nulle  : elle  se  confond  alors  avec  l’autre 
solution  x = 0). 

GdB  est  alors  monotone  decroissante,  d’ou  Failure  des  courbes  representatives  : 
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c, 

(d  apres  le  2.),  et  — = 2. 

C 2 


Dans  ce  cas,  GdB  devient : GdB  = -101og[(  1 - x2)2  + 2x 2] ; 

GdB  = -10log(  1 + x4) 
et  GdB(x  = 1)  = -10log2  = -3dB. 

x = 1 correspond  done  a la  frequence  de  coupure  du  filtre  passe-bas  (efi  figure  prece- 
dente),  soit : 

CO  = C0c  = — ; et  fc  = -=■ 

1^2  2ttRV^C2 

La  courbe  representative  de  GdB  reste  alors  toujours  au-dessous  ses  asymptotes,  mais 
elle  en  est  tres  proche  : ecart  -3dB  a l’abscisse  du  point  de  croisement  de  celle-ci. 

La  courbe  est  semblable  a celle  d’un  filtre  passe-bas  d’ordre  1,  mais  la  pente  de  1’ asymp- 
tote (pour  les  frequences  elevees)  est  deux  fois  plus  forte. 


log* 
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(J)  Amplificateur  differentiel 


Les  AO  seront  supposes  ideaux  et  en  fonc- 
tionnement  Li neaire  avec  v+-v_. 

1.  On  considere  Le  montage  de  La  figure  1. 

a.  A quelle  condition  sur  les  resistances  a- 
t-on  vs  = G0(e2 -ed)  ? Donner  La  vaLeur  de 
G0  pour  Rj  = 100  kQ  et  Rj  = 10  k£2. 

b.  On  suppose  que  Les  valeurs  des  resistan- 
ces sont  definies  avec  une  precision  de  p %. 

1 

On  pose  ec  = -(e1  + e2);  ed  = e2-e1 


Ri 


et:  vs  = Gded  + Gcec. 

CaLculer,  en  fonction  des  resistances  Rj,  Rj,  R2  et  Rj,  les  coefficients  Gd  et  Gc.  En 


deduire  L'expression  du  taux  de  rejection  de  mode  commun  defini  par  T = 20Log 


le  resultat  sera  donne  en  fonction  du  parametre  r) 


(r2vr2)  , r _ r; 

(Ri'/RO  6 0 Ra 


Gd  . 
Gc 


Application  numerique  : on  prendra  G0  = 10  et  p = 1 %,  puis  G0  = 100  et 
p = 0,1  % et  on  calculera  la  vaLeur  minimaLe  de  T (ce  qui  revient  a se  placer  dans 
le  cas  le  plus  defavorable  compte  tenu  de  La  precision  sur  la  valeur  des  resistances). 


2.  Le  montage  de  La  figure  2 comprend  trois  AO. 
R est  une  resistance  variabLe. 


Montrer  que  L'on  a ainsi  constitue  un  amplificateur  differentieL  de  tension  dont  on 
exprimera  le  gain  G en  fonction  des  resistances  R',  R,  R",  R3  et  R'3. 

3.  Comparer  Les  deux  montages. 
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1.  Ce  cfu’il  f&ut  sav oir 

• Lois  de  l’electrocinetique. 

• Proprietes  d’un  AO  ideal. 


12.  Cf e cfu’il  faut  dotopreh^re 

1.  Le  systeme  fonctionnant  en  regime  lineaire,  on  peut  appliquer  le  theoreme  de 
superposition. 

2.  On  retro uvera  dans  le  circuit  le  bloc  etudie  au  1. 


3.  Solution 


1.  a.  L’AO  est  suppose  ideal  (i_  = 0, 
i+  = 0,  absence  d’offset)  et  en  fonction- 
nement  lineaire.  Le  theoreme  de  superpo- 
sition donne  alors : 


vs  = Ai<h +A.2e2  (1) 

On  a done : 


A, 


et  A2 


R'i 


• Calcul  de  A1 : 

Faire  e2  = 0 consiste  a reduire  le  mon- 
tage a celui  represente  ci-contre : en 
effet,  e2  = 0 implique  qu’aucun  courant 
ne  traverse  R2  et  R2  (i+  = 0),  soit 
v+  = 0.  II  s’agit  alors  d’un  simple  mon- 
tage inverseur  pour  lequel  on  a : 

v+  = 0 

v_  = v+  (AO  ideal  en  regime  lineaire) 
i_  = 0 =>  i = i' 


777777  777777  777777 

Fig.  4 


d’oii : i 


ex  - 0 


0 - vs  V,  = K 

r;  Cl  r. 


A! 


K 

Ri 
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• Calcul  de  A2  : 

Cette  fois-ci,  on  annule  e]  et  le  montage  de 
la  figure  5 est  un  montage  amplificateur 
non  inverseur  pour  lequel  on  a : 

v+  = e 

v_-v+;  i=  i',  d’ou  : 

0 - v,  ..  v . — v0 


R, 


soit : v = 1 + 


K 

R, 


r; 

v+;ej = 0 


Ri 


Ri 


— 

00 

+ 

Fig.  5 


D’autre  part,  le  montage  branche  sur  l’entree 
non  inverseuse  de  l’AO  est  un  diviseur  de  ten- 
sion puisque  i+  - 0. 


D’ou : — 


r; 


r2  4-  R2 


Au  total,  il  vient : 


i + 5 

R, 


soit : A, 


1+^ 
Ri 

R2 

1 + RI 


R. 

l + -i 
R2 


R, 


L = 0 


Ro 


© 


/7777/  ////// 


Reportant  les  valeurs  obtenues  pour  Aj  et  A2  dans  (1),  il  vient : 


(2) 


Pour  realiser  un  amplificateur  differentiel  de  tension,  on  doit  avoir  vs  = G0(e2  — ex) 
ce  qui  impose : 


G0  - 


Ri 

1 H . 

Ri  Ri 


R2 

1 + — 7 
R2 


R, 


=> 

K _ R2 

Ri 

Ri' 

R2/ 

Kj  R2 

Application  numerique  : G0  = 


100 

10 


G0  = 10. 
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1.  b.  II  suffit  de  reecrire  la  relation  (2)  avec  : 


D’oii : 


soit  encore : 


= -(eL  + e2) 


C i 


Ri 


«d 

£ - H 

c 2 

£c  2 


1 + 


r; 


R, 


1 + 


R, 

r; 


e, + ■ 


ed' 


" R,i 

1 

Ri  + R'i 

Ri 

r; 

2 

R2  Ri 

R, 

Ri 

1 + -7 

1 + — 7 

R' 

R' 

Des  lors,  le  rapport  des  gains  de  mode  commun  Gc  ( Gc  = — pour  e1 


et 


v s e0 

differentiel  ( Gd  = — pour  e2  = -e1  = — ) est  donne  par  : 
en  2 


D’oii : 


G< 

Gd 


R. 


Ri 


1 + ^-1  + ^ 


R2N\Rl 


R2yRi 


1 + ^ 
Ri 


R^Ri 


r;^ 

R1R2 


2R'  R,  R'n 
1 + — - + -4-^ 


Gc 

Gd 


r^_r; 

R2  Rj 


1 rR2  R;  2R,  R' 


R, 


R'  Rj 


lR2  Ri 


R 1 R2J 


r2 

Posons  — - 

Ro 


R' 

et  G0 


r; 

R, 


, nous  obtenons  : 


Gc 

Gd 


n-i 


-[1  + r|  + 2r|G0] 


Le  taux  de  rejection  T devient : 


T = 201og 

1 + p + 2r\  G0 

2(11-1) 
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R'  R'i 

Pour  un  montage  parfaitement  regie,  on  aurait  — = — = G0  , c’est-a-dire  T)  = 1 , 

R2  Rt 

et  T serait  infini  (Gc  = 0 et  Gd  = G0).  Cependant,  les  valeurs  des  resistances  ne  sont 
connues  qu’avec  une  precision  limitee  (icip  %)  : 

R;  R,  An  AR(  AR,  AR,  AR, 

ri  = — — i =>  — - - — f-  + — - + — - + — -■ 

1 r2  r;  r r'  r2  Rj  r; 


Soit  en  prenant  (pour  simplifier)  une  valeur  commune  - egale  a p % - pour  les  incer- 
AR, 

titudes  relatives  — — : 


et  Aq  # 4 p (puisquer|  # 1). 


Identifions  alors  |r|  — 1|  aAq  (imprecision  sur  la  connaissance  de  la  valeur  du  parameter)) : 


Application  numerique : 


G 

G 


0 

0 


T # 201og 


1 + 1 + 2 Gq 
2 • 4 p 


10 

et  p - 

0,01 

=>  T = 49  dB 

100 

<T> 

II 

0,001 

=>  T = 88  dB. 

2.  On  peut  decomposer  le  systeme  en  deux  blocs  : 


bloc  I bloc  II 


Le  bloc  II  est  identique  au  montage  etudie  au  1.  a.  II  presente  un  gain  G0 
constitue  un  amplificateur  differentiel  tel  que  vs  = G0(e2  - e[). 


R3 


et 
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Etudions  le  bloc  I. 


Point  methode 

Remarquons  tout  d’abord  que  les  AO  etant  supposes  ideaux,  les  tensions  e[  et  e2  ne 
dependront  pas  des  courants  i[  et  i 2 , 1’ etude  du  bloc  I peut  done  se  faire  independam- 
ment  de  celle  du  bloc  II. 


Des  lors,  les  AO  fonctionnant  en  regime  lineaire,  le  theoreme  de  superposition  donne  : 


e,  = o,nel  + a,,e 


*•12^2 


e,  = a21e[  + a„e 


K22c2 


Calcul  des  coefficients  an  et  a21 : 


Nous  avons  a, 


'*A  et  a21  = P 

e2  = 0 \£\J  e2  = 0 

(v_)2  = (v+)2  = 0=t>v(B2)  = 0 d’ou  le  schema : 


. Faisons  e,  = 0,  des  lors 


+ 

00 

R' 


R 


1 


On  reconnait  la  un  montage  du  type  non  inverseur,  de  gain  G,  tel  que  (cf  1.  a.) 


= G,=  1 + | 

e \Je2  = 0 R 


R' 

d’ou  : an  = 1 + — • 

R 

La  determination  de  a21  se  fait  aisement  en 
remarquant  que  vB  = eY  et  que  l’A02  cons- 
titue  - pour  e2  = 0 - un  montage  du  type 
inverseur.  Soit : 


R" 


R 


R" 

e'-,  = -—e,  =>  a21  - - 


R 


R" 
R ' 


• Calcul  des  coefficients  a22  et  a12  : 


AO, 


Cette  fois-ci,  a, 


et  a, 


2 Aj  = 0 


'2 

///'/// 


2'‘i  = 0 


. II  suffit  alors  de  faire  ex  - 0,  et 


on  est  ramene  au  cas  precedent  en  permutant  R'  et  R"  soit : 

R"  R' 


0C22  — 1 + ■ 


R 


et  a12  - ^ ■ 
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Finalement,  on  a,  dans  le  cas  general : 


• Calculons  la  difference  (e2  - e {) : 


e 2 - e 1 = 1 + 


R"  R' 
R + R 


, R'  R'O 

1 4-  — H |Ci 

R R 


& 0 & 1 


! R"  R'V  x 
1 + ¥ + R j(e2_el)- 


• Considerons  pour  terminer  l’association  des  blocs  I et  II : 


R' 


- = ^(1  + 


R, 


R"  + R' 
R 


j(e2-ei)- 


On  a ainsi  realise  un  amplifkateur  differentiel  de  tension  de  gain  global  G : 


G 


R"  + R'A 
R ) 


3.  • Reglage  du  gain  : 

Le  montage  du  1.  impose  la  modification  des  valeurs  de  deux  resistances  (puisque  l’on 
R1  R2 

doit  avoir  au  mieux  — = — ),  ce  qui  est  done  un  inconvenient,  les  valeurs  de  resis- 
R1  R2 

tances  n’etant  pas  connues  avec  exactitude.  Par  contre,  pour  le  montage  du  2.  la  valeur 
du  gain  peut  etre  controlee  par  la  seule  resistance  R.  (On  a prealablement  realise, 

/RjV  rR(x 

autant  que  possible,  la  condition  — = — - ). 

VR3y@  ^r3x  q 

• Impedances  d’entree : 

Le  montage  du  1.  presente  des  impedances  d’entree  finies  R = ( — ) = R,  et 

1 (<1*2  = 0 

R = ^ = R,  + R(  (i,  et  i2  courants  traversant  Rt  et  R2),  ce  qui  peut  etre  un 

2 O2A  = 0 

inconvenient.  Pour  le  montage  du  2.,  ces  memes  impedances  sont  infinies,  du  moins 
pour  des  AO  ideaux  (i+(AO!)  = 0 et  i+( A02)  = 0). 


• Charge  : 

Pour  les  deux  montages,  on  peut  placer  en  sortie  une  charge  dont  l’un  des  poles  sera 
relie  a la  masse.  La  presence  de  la  charge  ne  perturbe  pas  le  fonctionnement  de  ces 
montages  pour  des  AO  ideaux  (sauf  si  limitation  en  courant  de  sortie. . .) 

• Les  deux  montages  presenteront  un  taux  de  rejection  non  ideal  (le  bloc  II  du  2.  etant 
identique  au  1.). 


Partie  2-  Physique  MPSI 


Simulation  d'une  inductance 


1.  On  considere  le  circuit  ci-dessous,  en  regime  sinusoidal  permanent  (L'AO  est  ideal 
avec  v+  = v_  en  regime  lineaire). 


vs(t) 


a.  Etablir  la  relation  liant  les  amplitudes  complexes  Ve  et  Vs : a quoi  correspond-elle  ? 

b.  Calculer  I'admittance  d'entree  du  montage  : montrer  que  c'est  celle  de  deux  ele- 
ments passifs  en  parallele  dont  on  precisera  la  nature. 


2.  On  monte  en  parallele  entre  les  homes  A et  M le  circuit  suivant  (AO  ideal  suppose 
en  fonctionnement  lineaire)  : 


H h 


VeW 


H h 


M ////// 


I 


Vsit) 


Que  devient  I'admittance  d'entree  de  L'ensemble  du  montage  ? 

A quelle  condition  sur  les  resistances  obtient-on  I'equivalent  d'une  inductance  pure  ? 
Application  numerique  : R0  = R:  = 10  k£2  et  C = 0,1  pF. 


II.  Ce  cfu’il  faut  S'a.VoiT 

• AO  ideal  en  fonctionnement  lineaire. 

• Notion  d’impedance  d’entree. 

• Association  d’impedances  en  parallele. 


12.  Cf e cpvi’il  faut  dolnprehdre 

1.  L’AO  etant  ideal,  il  ne  circule  aucun  courant  dans  la  borne  d’entree  inverseuse. 
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L’ admittance  d’entree  Ye  est  l’inverse  de  l’impedance  d’entree  Ze : Yc  = — = Ie 

V e — 

etant  l’amplitude  complexe  du  courant  entrant  par  la  borne  A.  II  suffit  d’ exprimer  la 
somme  des  courants  circulant  dans  les  resistances  R0  et  Rj  pour  calculer  Ie. 

2.  Dans  ce  second  montage,  le  courant  d’entree  est  le  courant  circulant  dans  la  resis- 
tance R„  et  la  tension  Vs  est  reliee  a Ve  par  le  pont  diviseur  de  tension  (R3  - R4) 

(V+  = V-  car  l’AO  est  ideal).  L’ admittance  d’entree  de  ce  montage  s’ ajoute  a celle  du 
montage  precedent  (elements  connectes  en  parallele). 

3.  Solution 


1.  a. 


Point  cours 


Un  amplificateur  operationnel  est  dit  ideal  lorsque  ses  courants  d’entree  sont  nuls 
(z~  = i+  = 0),  son  impedance  interne  de  sortie  egalement  nulle,  et  lorsqu’il  ne  pre- 
sente aucun  decalage  constant  en  courant  et  en  tension. 


Par  contre,  son  gain  en  boucle  ouverte 
peut  ne  pas  etre  infini,  ce  qui  implique, 
en  regime  lineaire,  une  tension  d’entree 
8 non  rigoureusement  nulle  (bien  qu’en 
general  negligeable,  au  moins  dans  le 
cadre  des  exercices  proposes...  et  pour 
des  frequences  pas  trop  elevees). 


- 

+ 

////// 


On  adoptera  ici  pour  un  AO  en  fonctionnement  ideal : 

- regime  lineaire  : £ = 0 et  | Vs|  < Vsat ; 

- regime  a saturation  : Vs  = + Vsat  et  £ > 0 


ou  Vs  = -Vsat  et  8 < 0. 


Exprimons  le  bilan  des  courants  au  noeud  B correspondant  a l’entree  inverseuse  de  l’AO  : 
A B 1 1 


> 


V. 


Rn 


V~ 


i = 0 C 


00 

+ 

V, 


L’AO  etant  ideal,  z = 0 dans  l’entree  inverseuse,  et  un  meme  courant  traverse  la  resis- 
tance R0  et  la  capacite  C,  d’ou  : 


Va-V- 

Rn 


jCco0(V--Vs). 
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De  plus,  V-  = V+  = 0 (fonctionnement  lineaire : 8 = 0). 


Soit  la  relation  demandee  : — Ve  + jCcoVs  = 0 

Rn — — 


et : 


V, 


-s  jR0Cco  _ e 


(1) 


On  retrouve  la  relation  caracteristique  d’un  circuit  integrateur  (la  resistance  Rj  ne  joue 
ici  aucun  role...). 


1.  b.  L’ admittance  d’ entree  est  definie  par  : 
le 

- " ve' 

Le  courant  d’entree  Ie  du  montage 
s’ exprime  selon  : - 

v -V  V -V 

e s e - 

Ie  = Ii  + Iq  =>  ie  = - *■ ' 


it 


R, 


V, 


Rn 


R1 

V -V  V 


Rn 


L = 


R, 


' + Rn' 


D’ou : L = + = 


- -VR,  Ro;  R, 
et  en  rempla^ant  Vs  par  son  expression  en  fonction  de  Ve  (relation  (1)) : 

1 


T = v/  — + 1 


■V.. 


_e  _eVRj  Ro;  jRoRjCcO— e' 
D’ou  l’admittance  d’entree  Ye  du  montage  : 

if  f 1 1 

- = Ve  = vR^  + R0^  ' jR0RiCco 

Cette  admittance  est  de  la  forme  : 


1 


Vs 

///'/// 


Y = — + — i— 

- Req  JLeq® 

a condition  de  poser  : 

1 _ J_  J_ 

< Req  R1  R0 
Req  = R0R1C 

Le  montage  propose  est  done  equivalent  - dans  le  domaine  de  fonctionnement 
lineaire  - a une  resistance  et  une  inductance  pure  montees  en  parallele. 
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2.  L’AO  etant  ideal,  les  courants  d’entree 
sont  notamment  nuls,  d’oii : 


R, 


I.'  = I, 


Ve-Vs 

R, 


i: 


• et  le  meme  courant  I traverse  les  resistan- 
ces R3  et  R4  qui  constituent  ainsi  un  pont  Ve 
diviseur  de  tension,  d’oii : 


V+  = 


R„ 


V.. 


- R3  + R4- 
°r  V+  = Vj  = ve  (V+  = Vj:AO  ideal 
en  fonctionnement  lineaire). 

R3  + R4  ( R, 

sok  vs  = 4y 


1 + — V 

R, 


et  en  reportant  dans  l’expression  de  I ' : 


- 

00 

+ 

M 


R, 


R„ 


V, 


v = —v  - — 1 1 + — |v  =>  r = 

e e t)  1 x 1 — 1 v p ' ±f' 

— k2  — k2 


r3 

, . . . — — v 

R J-  - R,R,-e 


d’oii  l’admittance  d’entree : 


Cette  admittance  s’ajoute  a l’admittance  Ye  du  montage  precedent  (branchement  en 
parallele),  d’oii  la  nouvelle  expression  de  l’admittance  de  l’ensemble  du  montage  : 

Y + Y'  = — + — - + 7 — — — 

- — Ro  Ri  R2R4  jLeq® 

Cette  admittance  est  celle  d’une  inductance  pure  si  le  terme  reel  est  nul : 


— + - — = 0 

R0  Rj  R2R4 

A cette  condition,  le  circuit  simule  une  inductance  pure  Leq  de  valeur  : 

^eq  = RoRic 

Remarquons  que  l’on  peut  obtenir  ainsi  des  inductances  de  tres  fortes  valeurs  : 
R0  = Rj  = 10  k£2,  C = 0,1  pF  =>  Leq  = 10  H ! 
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(jj)  Condition  de  fonctionnement  d'un  filtre 

On  considere  Le  circuit  ci-dessous. 

R2 
*-i 


ve(t) 


////// 

1.  Un  generateur  parfait  impose  une  tension  sinusoi'daLe  ve(t).  Caracteriser  La  nature 
du  montage.  On  supposera  que  L'AO  ideal  fonctionne  en  regime  lineaire  (e  = 0). 

R / 

Application  numerique  :-^=  10;  R1  = lkQ;  R2  = 9 kQ;  L1  = 50mHet  (^  = 10  nF. 

°i 

2.  L'etude  precedente  suppose  Le  regime  sinusoidal  etabli.  Afin  de  valider  cette  hypo- 
these,  on  doit  s'interesser  au  regime  transitoire. 

a.  Eta b Li r L'equation  differentielLe  reLiant  vs(t)  a ve(t). 

b.  En  deduire  la  condition  portant  sur  Ra,  R2,  R^  et  R2  permettant  de  justifier  L'etude 
faite  en  1.  Commenter. 

■ 1.  de  <ju’il  faut  savoir 

• Lois  de  l’electrocinetique. 

• AO  ideal  en  fonctionnement  lineaire. 


12.  de  Cju ’ll  faut  dolnpr ehdre 

1.  et  2.  On  suppose  que  le  regime  de  l’AO  est  lineaire. 

La  question  2.  propose  d’etudier  la  condition  de  stability,  condition  pour  laquelle  l’AO 
fonctionne  en  regime  lineaire. 


3.  Solution 


1.  On  suppose  que  le  montage  fonctionne  en  regime  lineaire  et  que  l’AO  est  ideal 
(8  = 0). 
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R2  i 


D’ou,  en  remarquant  que  le  meme  courant  i traverse  Rj  et  R , : 


V. 


j(LlC0“c^J  + Rl  + R2 


l+vs  (i_  = 0). 


Or: 


V_  = v+  - R,  R;  r,  Vs  et  V_-Vs  = R2I. 


D’ou:  R2  I = n,R',  Vs-Vs  = - ,V,  Vs=>  I = 


R2' 


--  r[  + r21_s  Ls  r'  + r'  h - r2(r;  + r'  )Xr 


Soit : V = VAl  + 


j>LlC0_c^J  + Rl  + R2 


R2 


!■{-  + 1) +<L.“  - c!s) + *■ + ^} = + Hh- 

Et  apres  simplifications  : 


r2(r;  + r'  ) 

r; 


Vs 

V 


-R’,1+t 


Ri-R2^VifLi®-^ 


CjCO 


(1) 


Soit  encore  : 


Vc 


( 

Si-) 

_ 

1 + 

R 2) 

Ri N 

_ ^2 

R2  / 

i + 


jLjC00  f co  co0 


R,'  xVcon  co 

r-R24 
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1 + 


avec  CG0 


• Posons  alors  Hn 


Rt 


r2  r' 


et  Q 


LjCOo 


Ri 


Rl  %( 


nous  obtenons : 


II  s’agit  d’un  filtre  passe  bande  centre  sur  co0,  de  facteur  de  qualite  Q,  et  de  gain  H0 
pour  la  pulsation  centrale  co0. 

Application  numerique : 

1 


CGn  = 


750  • io-3  ■ io~8 


C00  = 4,5  ■ 104  rad  ■ s_1  =>/„  = 7,1  kHz  ; 


Q,  50-  10-3x4,47-  10<^Q,22|4. 

101‘-9  fo 

1 + — 

H0  = ^ =>  Hn  = 99. 


1 _ J_ 
9 10 


Lo 


2.  a.  On  a : ve(f)  = + £ + R,*'  + R2*  + vs  (2)  [i  = ^ 


et  i 


r; 


r; + r 


-vs 


v_  - v.  = R2  i 


> <=>  vs 


r; 


Ri'  + R2 


1 | — R2i 


(R(  + R2)  ( R,'\ 

d ou : vs  = - R2 — = -R2{1  + ^)l  (3) 

et  en  derivant  (2)  par  rapport  au  temps  et  en  remplaqant  i a l’aide  de  (3) : 

d2v  i dv  f R,'  \dv  f R'  xdve 

1 df2  <7  s v 1 27  df  4 R'  J At  2V  R'  ) dt 


soit : 


d2vs  R2( 

'Ri 

R,4 

dt2  V 

vR2 

R'J 

R, 


! + ^ = -?l1  + RfJdf 


Rl'  AVe 


(4) 


2.  b.  II  est  done  necessaire  que  la  solution  a 1’ equation  differentielle  sans  second  mem- 
bre  ne  diverge  pas,  ce  qui  impose 


Ri  r; 


r2  r' 


> 0 


(l’equation  correspondante  s’identi- 


fiant  alors  a celle  d’un  oscillateur  harmonique  amorti. . .) 
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Commentaires 


r; 


Pour  — < — r , vs(  f)  tend  a diverger  et  TAO  va  atteindre  la  saturation.  On  peut  alors  montrer 

K.2  K2 

que  cet  etat  nest  pas  stable  et  que  finalement  vs(  t)  va  osciller  entre  +Vsat  et-Vsat.  Ces  oscillations 

R2  R2 

ne  seront  pas  sinuso'idales,  sauf  pour  — suffisamment  proche  de  — (par  valeur  superieures) 


ou  elles  apparaissent  comme  quasi-sinusoidales  de  pulsation  peu  differente  de  d)0 


TLA 


J 


© Filtre  « entierement  » reglable 


Les  AO  sont  supposes  ideaux  et  fonctionnent  en  regime  Lineaire. 


1.  On  se  place  en  regime  sinusoidal  eta b Li  de  pulsation  co.  Determiner  La  fonction  de 
transfert  compLexe  : 


y 0 co)  = -• 

En  deduire  la  nature  du  montage  et  en  degager  Les  caracteristiques  essentielles. 

2.  Tracer  Les  diagrammes  de  Bode  donnant  GdB  = 20Log|H|  et  9 = arg(H)  en  fonc- 
tion de  Log!  — ) avec  : 


co, 


co„  = 


1 -a 

aR1C1R2C2 


I Solution 

1.  Les  AO  sont  ideaux  et  fonctionnent  en  regime  lineaire.  On  a done  : 
(v+)Q  = (v_)@  soit  vD  = vB; 

(v+)@  = (O©  d’ou  vD  = vA; 
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Finalement  vA  = vD  = vB  , et  on  peut  prendre  s,  sL  et  vA  comme  inconnues  principa- 
les,  e etant  impose. 

Les  trois  equations  necessaires  a la  resolution  du  probleme  s’obtiendront  en  ecrivant  la 
loi  des  noeuds  (ou  encore  le  « theoreme  de  Millemann  »)  aux  points  A,  D et  B. 


• Nceud  A : 

^(E-Va)  + jCjQXO-  Va)  + ^-(Si  - Va)  =1+)^  0. 
D’oii : 


R, 


^ + ^+iCi®  IVa 


hH*  (1) 


• Nceud  D : 

jC2C0(Sj  - Vp)  + ^-(S  - Vp)  - U1  + IJ2  = 
soit  ^jC2co  + ^-jvD  = jC2coSi  + ^-S  (2) 


■ Nceud  B : 
1 


(0-VB) 


(S-VB)  + - 


(1  - a)Rv-  — ' aR  + 2 
soit  (l-a)VB  = a(S-VB) 

et  VB  = aS  =>  VA  = aS  (3) 
puisque  VA  = VB. 

(2)  entraine  avec  VD  = VA : 


I+)2  = 0 


R, 


*t  = o 


C, 


//////  ////// 

c. 


D 


Uj  = 0 
H h 


R2 

O,  - o 


(l-a)R 
H h 


*'+)  i = 0 

aR 


B 


-C 


et  avec  (3)  : 


jR2C2coSj  = VA(  1 + jR2C2co)  - S 
jR^coSi  = S [-  1 + a + ajR2C2co]  (4) 
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Enfin  avec  (1),  (3)  et  (4)  : 


fT+jC1a>  + -J-  locS 


R 


Ri 


1 


R3-  Rj  jR2C2co 


- 1 + a + ajR2C2co]S  . 


Regroupons  les  termes : 
S 


a 


,1  1 3 l-a 

1 R3  Rj  1 ) ;R1R2C-,co  Rj  R3 


1 ■(  r,  l-a 

— a + i C.aco-  — — — , 

lR3  v R[R2C2co7J  R3 


Soit  enfin 


S 

E 


a + j 


R^aco  - 


(l-a) 

RiR2 

-rtV 


D’ou  une  fonction  de  transfert : 


On  peut  remarquer  que  le  crochet  s’annule  pour  une  valeur  particuliere  C00  de  la  pul- 
sation co.  Elle  est  donnee  par  la  relation  : 


COn  = 


l-a 


0 Ri 

aR2C2R3C1  — 


con 


(l-a) 

aR2C2R1C1 


et  en  posant  co3 


1 


et  co. 


R 


1 / l-a  , 

J— 


RlCi  ±V2V'2 

D’autre  part,  la  valeur  de  la  fonction  de  transfert  pour  co  = C00  est  definie  par 
H = H0  = — • On  peut  alors  ecrire  : 


a 


H = 


H„ 


1 + j'RjCjCOq 


_co  _ ®o' 
LC00  CO. 


Introduisons  le  facteur  Q = RjCjCOq 
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La  fonction  de  transfert  prend  la  forme  : 


Ho 

it  — u 

i+jQ 

" co  ®0- 

_C0q  C0_ 

On  reconnait  la  un  filtre  passe  bande  : 

- centre  sur  la  pulsation  co0  ; 

- de  gain  reel  H0  pour  CO  = C00  ; 

- et  de  facteur  de  qualite  Q. 

Commentaires 

j • En  tres  haute  frequence,  et  a la  limite,  le  condensateur  Q constitue  un  court-circuit  et  le 
potentiel  du  point  A devient  nul.  II  en  est  done  de  meme  pour  le  noeud  B,  et  il  n’y  a pas  de 
courant  traversant  la  resistance  aR. 

D’ou  j = 0 et  s = vB  = 0. 

On  a bien  H — > 0 quand  CO  — > 


• En  tres  basse  frequence,  et  a la  limite,  les  condensateurs  se  transforment  en  circuits 
ouverts  ; on  a done  au  niveau  du  noeud  D : 


j - 0 (»-©  - - °) 


d’ou  vD  = 

II  n’y  a pas  de  courant  traversant  la 
B)  et  s = vB  = 0 : 

H 


s = (v_)j  = (v+)j  = vB. 

resistance  ( 1 - a)  R.  Ilvient  i = 0 (loi  des  noeuds  en 


0 quand  co  — > 0. 
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La  bande  passante  a -3  dB  est  definie  selon  : 

(Aco)bp  = coH-coB,avec  coH  et  coB  solutions  de l’equation  : 


Soit 


H|(co) 


72 


1 + Q2i 


2 


W COo 

CO0  CO 


D’ou 


f— T 

If 

’ coA 

VcoJ 

q‘ 

.co0J 

co, 

■ 1 = 0 =>  — = = 


C0n 


If  “Vi 

QvcoJ 


C0n 


2LQ 


ir  l 
2 1_  Q + 


co0 


Q 


et 


(Aco)bp  — 


COq 

Q 


1 

R3Ci 


Le  filtre  passe  bande  peut  etre  caracterise  par  les  grandeurs  C00 , H0  et  (Aco)BP  . De  ces 
trois  grandeurs,  seule  (Aco)BP  depend  de  R3,  ce  qui  permet  de  regler  la  largeur  de  la 
bande  passante  independamment  des  valeurs  de  la  pulsation  centrale  C00  et  du  gain 
maximal  H0 . 

H0  peut  ensuite  etre  fixe  en  jouant  sur  la  valeur  du  parametre  a (et  en  restant  dans  le 
domaine  lineaire. . C0(l  est  alors  ajustable  a la  valeur  desiree  en  jouant  sur  Rp  R2  ou  C2. 


2.  ■ Diagrammes  de  Bode  : 


GdB  = 20log- 


Hn 


, ennotantX  = — , d’ou: 
2_1 2 ®0 


1 + Q2|  X - a 


7b  = 20logH0  - lOlog 


1+Q2(X-| 


2-, 


totiques  suivants : 


• X « 1 : G 


dB 


- -lOlog 


Q2 


HqX2 


, ce  qui  donne  les  comportements  asymp- 


H, 


+201og  — + 20logX 


ce  qui  correspond  a une  pente  de  +20  dB  par  decade. 


• X»l:  GdB~-10logf^j  = +20log[^]-20logX 
(pente  de  -20dB  / decade). 


• X = 1 : GdB  = 20logH0 . 

D’ou  les  courbes  donnant  GdB  en  fonction  de  logX,  et  en  remarquant  que  les  deux 
asymptotes  se  coupent  au  point  (0  ; 201ogH0)  pour  Q = 1,  en  dessous  pour  Q > 1, 
et  au-dessus  pour  Q < 1 : 
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■ Diagramme  de  phase  : 

On  a H = Gei'f’ 


e-i<P  = — 
Hn 


1+jQi 


j o 

COn 


co 


D’ou 


tancp  = -Q  X 


X 


avec  coscp  > 0 


ou 


X=  ®. 
COn 


Des  lors : 

O 71 

• X « 1 : tan  cp  ~ — et  cp  — » H — ; 

A L 

• X = 1 : tan  cp  = 0 et  cp  = 0 ; 

• X » 1 : tan  cp  — QX  et  cp  — > — ^ • 

Remarquons  de  plus  que  la  courbe  donnant  cp  en  fonction  de  logX  est  symetrique  par 
rapport  au  point  0(0  ; 0),  X0  = logl  = 0 et  cp  = 0,  en  effet : 

x 

X JlogX  =>  -logX. 

D’ou  les  courbes  dessinees  pour  differentes  valeurs  de  Q : 
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Derivateur 


1.  Dormer  La  fonction  de  transfert  du  circuit  ci-dessous,  pour  un  AO  ideal  dans  Le  cas 
ou  e = 0 en  regime  Lineaire. 


R 


Donner  l'equation  differentielle  Liant  vs(t)  et  ve(t),  pour  un  regime  lineaire  quel- 
conque.  Quel  est  le  role  de  ce  circuit  ? 


2.  On  veut  tenir  compte  maintenant  d'une  resistance  r en  serie,  situee  a L'entree  du 
montage.  L'AO  est  toujours  suppose  ideal,  mais  de  gain  fini  : on  I'assimile  a un  sys- 
teme  lineaire  du  premier  ordre  obeissant  a l'equation  differentielle  : 


1 dir 


|i0e 


avec  |i0  = 106  et  co0  = 10  rad  - s_1. 


ve{t) 


R 

H h 


vs(t) 


a.  EtabLir  que  l'equation  differentieLLe  verifiee  par  vs(t)  peut  s'ecrire  sous  la  forme  : 


1 d1 2irs  2Xdvs 

Q2  dt2  +O0  df  +l,$ 


-RC^  (avec  1 + — 
dt  Ho 


1). 


Montrer  que  pour  r«R,  les  expressions  approchees  des  coefficients  £20  et  X sont 
donnees  par : 


£2n 


cqqHo  x~—  roHo 
RC  2 aJ  RC 


On  prendra  : C = 0,1  piF  et  R = 104  Q. 

b.  A quelLe(s)  condition(s)  peut-on  retrouver,  pour  Le  montage  etudie,  un  comporte- 
ment  voisin  de  celui  du  derivateur  parfait  ? 

QueLLe  valeur  a-t-on  interet  a donner  a r ? 
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Solution 


1.  La  fonction  de  transfert  H = — caracterise  le  comportement  du  circuit  en  regime 

^ e 

sinusoidal  permanent,  Vs  et  Ve  etant  les  amplitudes  complexes  des  tensions  sinusoi- 


dales  de  sortie  et  d’ entree. 

Ici,  l’AO  etant  ideal  (pas  de  courants  d’entree),  le  meme  courant  traverse  le  condensa- 
teur  C et  la  resistance  R,  soit  avec  e = 0 (fonctionnement  lineaire) : 


Ve-0  o-vs 

1 _ R 

jCco 


Soit:  Vs  = -j RCcoVe 


et 


H = -j  RCco 


(1) 


Equation  differentielle  liant  ve(  f)  et  vs(  f) : 


R 


d O-v(f) 

= cd - -nr- 


d’ou  : 


vAt)  =-RC 


dve(0 

d t 


(2) 


i(t)  , 

ve(0 

//}/// 


////// 


////// 


Commentaires 


• L’equation  (2)  est  celle  d’un  derivateur  parfait. 

• On  aurait  pu  directement  passer  de  (1)  a (2)  en  substituant  au  facteur  jco  l’operateur  de 
derivation  — et  en  rempla^ant  les  tensions  V par  v(f). 


J 


2.  a.  On  a toujours  i_  = 0,  et  le  meme 
courant  i(f ) traverse  les  composants  r,  C 
et  R. 

On  a done  : 

ve(t)-vs(t)  = (r+R)z  + ^ avec 


d’ou : 


d q 
dt 
dv_e 
df 


ve(0 

//)/// 


dvs  , nNd  i j 

— + (r+  R)—  + - 
dt  v at  C 


(3) 


R 


q(t) 


> 


-8(t) 


v,(f) 

////// 


D’autre  part,  i = 


-£- Vs 

R 


(4) 


On  reporte  (4)  dans  (3),  en  eliminant  i : 
dv_e 

d / dt  R 


dv  (r+R)f  de  dvs^ 


1 


df  dtj  RC(e  + Vs)' 
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Soit  encore  : 


dv.  dv,  de 

RC—  = 8 + vs  + rC— s + (r+R)C^  (5) 

df  s df  d f 


De  plus,  l’AO  fonctionne  en  regime  lineaire  selon  : 

1 dvs 


Vs  + «0d7^°8' 
— RC — 7—  = v.  + rc^  + Ifv.  + 


(5)  devient  alors 
dv_e 
df 


df  p0V  s C0q  df ) |a.0  V df  co0  df2/ 

Regroupons  les  termes : 

Ho®o  df2  V R0®o  Ho  ) dt  V VJ 


Ho®o  Ho 

Equation  de  la  forme  (avec  1 + — = 1 ; |i0  = 106  ) : 

Ho 


-RC- 


1/e. 

df 


1 d2vs  | 2Xdvs  _ dv_e 

Q2  df2  O0  df  Vs  df 


(6) 


, m M-o®o  ®oM-o  , t>  ^ \ 

ou:S2“  = Friyc"T«  (r,ooR>>r)' 

2X  = rC  + -!-  + <i±Wc,rc  + -!-  + 5C. 


Ho®o  Ho 


Ho®o  Ho 


Avec  les  valeurs  numeriques  indiquees  dans  le  texte,  il  vient : 


2 = IQ6'  10  = 1Qio 


104  ■ 10-7 


Qn  ~ 105  rad  • s^1. 


21 

£2„ 


= rC  + 1(R7  + 10~9  ~ r C pour  r multiple  de  100  Q. 


Avec  ces  approximations,  on  a done  : 


L’ equation  differentielle  homogene  associee  a l’equation  (6)  s’ecrit : 

d2v,  „ dv, 

+ 2X,Q0-^j  + QqVs  = 0. 

C’est  celle  d’un  circuit  R'-L'-C'  serie  de  pulsation  propre  Q0  et  de  facteur  de  qualite 

2.  b.  La  solution  vs(f)  est  approximativement  celle  du  derivateur  parfait 
dveX 

vs(f)  = -RC— jjl  dans  la  mesure  ou  l’effet  du  (pseudo)  circuit  R'-L'-C'  est  negligea- 
ble.  II  faut  ainsi  realiser  deux  conditions  : 
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- les  solutions  de  Fequation  homogene  doivent  etre  rapidement  negligeables,  done 
suffisamment  amorties ; 

- les  termes  faisant  intervenir  les  derivees  de  vs(t)  doivent  rester  petits. 

Plus  precisement,  les  solutions  de  l’equation  (6)  peuvent  s’ecrire  : 

vs(f)  = vs(t)  + vsp(t). 

(transitoire)  (solution  particuliere 
correspondant  a ve(t)) 

■ La  premiere  condition  doit  done  se  traduire  par  vs(f)  — > 0 lc  plus  rapidement  pos- 
sible, ce  qui  correspond  a X ~ 1 (X  = 1 est  associe  a l’amortissement  critique). 


Commentaires 


Dans  le  cas  d’une  equation  differentielle  « classique  » : 


^ + 2XQ0^  + Q-lv  = £22E  (7) 

les  solutions  de  Fequation  homogene  (equation  (7)  ou  E = 0)  se  deduisent  des  racines  de 
Fequation  caracteristique : 

X2  + 2W20X  + n2  = 0 
dont  le  discriminant  (reduit)  est : 

a'  = (Xn0)2-n02  = n2(X2-i) 

d’ou  deux  cas  : 

•X^\  : racines  reelles  X = -f20.  (A,  + JX2  - 1). 

_t_  _t_ 

Soit  v(f)  = ae  Tl  + be  x* 

1-2  ■ -r  1 et  x2  = JX2-  1). 


+ JX  - — 1 ) 


avec  XjX2  = Qq2  : xt  = 

Quand  X varie  de  1 al’«  infini  »,  x,  decrit  l’intervalle  > 0 et  x2  l’intervalle  > ». 

L20  120 

II  vaut  mieux  choisir  X proche  de  1 (ici  par  valeurs  superieures)  pour  avoir  une  decrois- 
sance  rapide  (alors  Xl  ~ X2  - X0  = j . 

• X < 1 : racines  complexes  conjuguees  de  la  forme  - XQ0  + jco',  d’ou  des  solutions  a (7) : 
v(t)  = e_2l£2o,(Acosco,f  + Bsinco'f) 

--  1 

soitv(f)  = e T(Acosco  f+Bsinco  t)  ou  X = t— - signal  qui  s attenue  d’autant  plus  rapi- 
dement,  a Q0  fixe,  que  X est  proche  de  1. 

En  conclusion,  cette  etude  montre  bien  que  l’amortissement  le  plus  rapide  du  regime 
« transitoire  » est  obtenu  pour  ^ ^ ^ ' 


J 


X = 1 


a 


■ La  seconde  condition  impose  Q0  suffisamment  grand  pour  que  Fequation  (6)  se 
reduise  a : 

d v 

vs(0  = -RC-e- 
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Si  ve(  t)  presente  une  constante  de  temps  xc  caracteristique  de  ses  variations,  il  en  sera 
de  meme  pour  v (f),  et : 

dv„ 


df 


soit : 


et 


Q2 


d2v, 


7X 


df2 

dv, 


df 


« v. 


« vj 


1 « 1,  Qn  » - 

Tr 


Q2X2 


nk<<h 


(si  X ~ 1 ) 


Avec  les  valeurs  proposees,  on  a Q0  = 105  rad  - s 1 , ce  qui  correspond  a une  fre- 
quence /0  telle  que : 

/°  = |°  ^ /0  = 16  kHz. 

Ainsi,  le  derivateur  pourra  valablement  fonctionner  pour  des  signaux  de  frequence 
nettement  inferieure  a f0  = 16  kHz... 


D’autre  part,  le  choix  K = 1 impose  : r 


2 RC 


Soit  encore  r = 


2 104  ■ 1(H 


10“7a/  10  • 106 


Ca/co0|i0 

r ~ 200  Q. 


Commentaires 


• Cette  valeur  de  r verifie  a peu  pres  la  condition  r <8<  R . On  a en  effet : 


r _ 200 
R 104 


2 • 10-2. 


• On  peut  aussi  penser  que  le  circuit  reel  fonctionnera  a peu  pres  comme  un  derivateur  par- 
fait  tant  que  Feffet  de  r sera  negligeable  devant  Fimpedance  du  condensateur  : 


r 


1 

Cco 


ce  qui  impose  une  limite  superieure  aux  pulsations  (0  compatibles  avec  un  bon  fonctionnement : 


1 

200  ■ 10-7 


5 ■ 104  rad  • s_1 


ce  qui  correspond  a peu  pres  a CO  <SC  £20 . . . 


Notons  que  la  presence  de  cette  resistance  r est  en  pratique  indispensable  pour  la  stabilite  du 
montage  : avec  r = 0,  le  gain  (montage  inverseur)  tendrait vers l’infini lorsque  — >0...  , 

effet  heureusement  compense  par  la  limitation  du  gain  de  FAO  aux  frequences  elevees  ! 


J 
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Mecanique  2 

A . Oscillateurs 

B • Forces  centrales  et  systemes  de  deux  points  materiels 
C • Changements  de  referentiels 
D • Mouvements  dans  des  champs  E et  B 


A.  Oscillateurs 


@ Association  de  deux  ressorts 


Un  ressort  « ideal » suppose  de  masse 
negLigeabLe,  est  caracterise  uniquement 
par  sa  Longueur  au  repos  t0  et  sa  raideur  k. 

1.  On  accroche  deux  teLs  ressorts  bout  a 
bout : montrer  que  L'ensemble  est  equiva- 
lent a un  ressort  unique,  dont  on  precisera 
Les  caracteristiques. 

2.  Meme  question  si  les  deux  ressorts  sont 
montes  cote  a cote,  un  dispositif  conve- 
nable,  de  masse  negligeable,  imposant  a 
la  barre  de  Liaison  un  mouvement  de  trans- 
lation paralleLe  aux  axes  des  ressorts  (la 
barre  reste  constamment  perpendiculaire 
a cet  axe). 


cas  (1)  cas  (2) 


3.  Commenter  les  resultats  obtenus  au  1.  et  2. 


1.  de  faut  sav oir 


• Oscillateur  harmonique  non  amorti : energie  potentielle  elastique. 

■ 2.  de  cfu’il  faut  dompreh^re 

1.  et  2.  D’une  maniere  generate,  il  faut  etudier  le  comportement  du  dispositif  soumis  a 
une  force  d’intensite  F donnee,  et  determiner  l’allongement  A l.  Si  le  resultat  peut  se  met- 
tre  sous  la  forme  F = kAl,  l’ensemble  est  bien  equivalent  a un  ressort  unique  de  raideur  k. 
Dans  le  premier  cas,  l’equilibre  du  systeme  impose  l’egalite  des  tensions  des  deux  res- 
sorts, tandis  que  le  second  dispositif  impose  l’egalite  des  longueurs  (et  non  des  allon- 
gements...). 

3.  Solution 


1 . Soumettons  le  systeme  a une  force  d’intensite  F ( F = F uz 
et  F > 0 ) et  etudions  le  systeme  dans  sa  position  d’equilibre. 

Le  point  A,  sans  masse,  est  soumis  a la  force  F et  a la  tension 

— y — > 

du  ressort  T2  = -k2(l2-  l02)uz. 
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L’equilibre  impose : 

F+T2  = 0 =>  F — k2(l2  — hi)  = 0 (1) 

— > 

De  meme,  le  point  B est  soumis,  de  la  part  du  ressort  (2),  a la  force  -T-,  et  de  la  part  du 
— > 

ressort©,  a la  force  © = -kx{lx-lol)uz.  On  a done: 


kiOi  hi)  ^2©  hi)  — (2) 

II  en  resulte  un  allongement  total  du  dispositif  A Z tel  que  : 

AZ  = {l 2 - hi)  + (h  ~ hi)- 


Soit  d’apres  (2)  : A l = (l2-l0i) 


k , + k-, 

etavec(l):  A l = ~ F. 

kiki 

L’ensemble  est  done  bien  equivalent  a un  ressort  unique  de  raideur  K = 
( F = KAZ ),  et  bien  entendu  de  longueur  a vide  Z0  = Z01  + Z02. 


kiki 

k1  + k2 


Les  deux  systemes  contiennent  egalement  la  meme  energie.  On  a ainsi  pour  le  systeme 
des  deux  ressorts : 


soit 


Ep  - 2k\(h  hi)"  + -)ki(h  hi)2 

Ep  = ~ ^01)]'  + Yk^iOi  ~ hi))2 


d’oii  avec  (1)  et  (2) 


Et  pour  le  systeme  equivalent : 


EP  = 5k(4,)!  = Sc[K<4'>12  = S'  <4) 


Les  expressions  (3)  et  (4)  sont  identiques  puisque 


l 

K 


ki  + k2 
kiki 


2.  Le  systeme  de  guidage  impose  la  meme  longueur 

— > — > 

Z aux  deux  ressorts.  On  a done  T2  = -k2(l-  Z02)wz 

et  T,  = -k^l  - l0l)uz. 

Dans  le  cas  general,  ces  tensions  ne  sont  pas  egales. 
Leur  moment  en  B n’est  done  pas  nul,  et  le  systeme  de 
guidage  doit  compenser  ce  moment.  On  peut  alors 
supposer  que  cela  s’effectue  par  l’intermediaire  d’un 
couple  qui  n’affecte  pas  le  bilan  des  forces  s’exer^ant 
sur  la  barre.  L’equilibre  de  cette  derniere  s’ecrit  ainsi : 

F - k2(l  — l0i)  — k\(l  — hi)  = 0 (5) 


Pour  F = 0,  on  obtient : 


1=1 


0 - 


k2l0i  + k 1 Z0i 

k\  + k2 
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Etpour  F ^ 0,  ilvient : F = (kl  + k2)[l-  l0]  = (Ay  + k2)Al  ou  A l represente  l’allon- 
gement  du  systeme. 

L’ ensemble  est  equivalent  a un  ressort  unique  de  longueur  au  repos  l0  et  de  raideur 
K = k1  + k2. 

D’un  point  de  vue  energetique,  il  faut  prendre  une  origine  associee  a la  configuration 
d’equilibre  pour  F = 0 . Ainsi  pour  une  force  F ^ 0 et  done  une  longueur  d’equilibre  l, 
il  apparait  une  energie  elastique  supplementaire  : 

e;  = Ep(Z)-Ep(Z0) 

soit  Ep  = -k{(l  — l0l)~  + -k2(l  - l02)2  — -k^lfi  — l01)2  - -k2(l0- l02)2  (6) 


quantite  qu’il  nous  faut  comparer  aE"  = -K  ■ (l- l0)2. 


Calculons  done  E " - Ep  : 

e;  -e;  = \^kl  + k2)(i-i0)2-\kl{i-i0l)2~\k2{i-i02)2 


+ -,^1(^0  loi)2  + 2k2°o  l°2^2 


e;  -e;  =^k1[(i-i0)2  + 0 0-/0i)2]-^l(/-/01)2 


+ \^k2[0-l0)2  + (l0-l02)2]-^k20-l02)2 


or  (/-/0)2  + (/0-?oi)2  = 0-lo  + lo-loi)2-2(l-lo)(lo~loi ) 


= (Z-/0i)2-2(/-/0)(Zo-W- 
Soit  apres  des  simplifications  evidentes  : 

Ep  - Ep  = - k2(l  - l0)(l0  - 101)  - k2(l  - l0)(l0  - 102) 

E;-E;  = ~(Z  - Z0)  [fci(Z0  - Z01)  + fc2(Z0  - 102)]  = 0 d’apres  (5)  ( ? - /0  pour  F = 0). 

0 

Il  y a bien  identite  entre  l’energie  E"  associee  au  ressort  equivalent  de  raideur  K de  lon- 
gueur a vide  l0  et  le  supplement  d’energie  elastique  pour  le  systeme  reel  (entre  les  etats 
F = 0 et  E ± 0 ). 


3.  • Considerons  d’abord  les  raideurs.  Dans  le  premier  cas,  les  deux  ressorts  sont  en  serie 

et  on  a — = r-  + 7--  Dans  le  second  cas,  ils  sont  montes  en  parallele  et  K = k,  + k0. 

K kl  k2 

• L’association  en  serie  met  en  evidence  le  lien  entre  raideur  K et  longueur  a vide  l0  d’un 
ressort.  Ainsi  si  Ton  divise  un  tel  ressort  en  N parties  egales,  chaque  partie  aura  : 
l0  f 1, 

- une  longueur  a vide  — \ L - N-  , , 

N \ N ) 


- une  raideur  NK|  — = N -J- 

vk  nk; 
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Un  type  de  ressort  donne  suit  la  loi : 


longueur  a vide  x raideur  = constante 

la  constante  etant  caracteristique  du  materiau  (proprietes  de  deformation  elastique)  et 
de  la  geometrie  (diametre  des  « spires  » et  rayon  du  « fil  » constituant  le  ressort  a bou- 
din...). 

L’ experience  montre  bien  que,  soumis  a une  force  donnee,  un  ressort  d’un  modele 
donne  s’allonge  d’autant  moins  qu’il  est  au  depart  plus  court. . . 

Remarquons  que  - dans  le  deuxieme  cas  - si  les  ressorts  ne  sont  pas  identiques,  l’equi- 
libre  au  repos  impose  T2  = -Tj  (F  = 0). 

La  barre  est  soumise  a un  couple,  qui  est  compense  par  le  dispositif  de  guidage  ; ce  cou- 
ple existe  de  maniere  generale.  II  n’est  nul  que  dans  le  cas  particulier  ou  : 


soit : 

c’est-a-dire  : 


ce  qui  impose : 


soit,  si  k2J=kl: 


kiO-hi)  ~ ^2  ( ^ — ^02)  _ 2 

F F 

1 = /qi  + ikx  = l°2  + ik2 

^{jk^jk)  = 

F = 2^>  tyy- 


Dans  le  cas  ou  k2  = kv  cette  absence  de  couple  n’est  possible  que  si  l02  = lQ1,  mais 
est  alors  realisee  quel  que  soit  F (cas  de  deux  ressorts  identiques). 


Decollement  d'une  masse 


1.  Un  point  materiel  A,  de  masse  m,  est  pose  sur 
un  plateau  horizontal  P,  de  masse  M,  soutenu  par 
des  ressorts  equivalents  a un  ressort  unique  de 
raideur  k : ce  plateau  ne  peut  se  deplacer  que  ver- 
ticaLement.  On  appuie  sur  Le  plateau,  qui  se 
deplace  d'une  longueur  /,  comptee  a partir  de  sa 
position  d'equilibre  initiale,  et  on  le  Lache  sans 
vitesse  initiale. 


Determiner  La  condition  que  doit  verifier  le  deplacement  t pour  que  A ne  quitte  jamais 
le  plateau. 
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2.  Un  chariot  de  masse  M peut  glisser  sans  frot- 
tement  sur  L'axe  0 z.  IL  supporte  un  point  mate- 
riel. A de  masse  m.  IL  y a frottement  entre  m et  M.  “ 

On  admet  La  condition  de  non  gLissement  de  A 0 
sur  M : 


k 


z 


| Ff  <fmg  (/coefficient  de  frottement) 

^ 

ou  Ff  = Ff  w,  represente  La  force  de  contact  tangentieLLe  exercee  par  M sur  A.  QueLLe 
est  L'ampLitude  maximaLe  umax  des  osciLLations  du  chariot  compatibLe  avec  L'equiLibre 
sur  ceLui-ci  de  La  masse  m ? 


1.  de  cju’i]  faut  savoir 

• Loi  fondamentale  de  la  dynamique  - theoreme  de  la  quantite  de  mouvement. 

• Oscillateurs  harmoniques. 


■ 2.  de  cfu’il  faut  Cotn.-pY'ehdYe 

1.  Tout  mouvement  - autre  que  rectiligne  uniforme  - necessite  une  acceleration  (c’est 
la  reciproque  du  principe  d’inertie...)  a laquelle  correspond  necessairement  la  resul- 
tante  de  forces  subies  par  le  mobile.  Dans  le  cas  present,  la  masse  m est  soumise  a son 
poids  (vertical  vers  le  bas)  et  a la  reaction  du  plateau  (vers  le  haut) : T acceleration  que 
peut  subir  le  point  A - en  orientant  selon  la  verticale  descendante  - est  done  limitee 
par  la  valeur  de  g. 

II  faut  done  calculer  F acceleration  liee  au  mouvement  d’oscillation  du  systeme,  et  cher- 
cher  a quelle  condition  elle  restera  effectivement  inferieure  a g. 


3.  Solution 


1 . Le  point  materiel  A est  soumis  a son  poids  P = mg 

Posons  R = -R  u„. 

Le  contact  subsistera  si  R demeure  positif. 

Le  point  materiel  quittera  le  plateau  des  que  R = 0. 
On  est  done  amene  a calculer  R.  Pour  cela,  appliquons 
la  loi  fondamentale  de  la  dynamique  a A en  supposant 
qu’il  reste  solidaire  du  plateau  : 

mz  = mg  — R=>R  = tn(g-z). 


et  a la  reaction  R 

, -> 

' R 


mg 


du  plateau. 


u. 


8 


z 


R positif  implique  done  une  acceleration  z inferieure 
a g.  Le  calcul  de  cette  acceleration  s’effectue  a partir  de  la  loi  fondamentale  de  la  dyna- 
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mique  appliquee  au  systeme  materiel  {masse  A + plateau}  assimile  a un  point  mate- 
riel,  c’est-a-dire  en  notant  F = F uz  la  force  exercee  ici  par  le  ressort : 


D’oii : g-z  = 


( m + M)z  = (m  + M)g+F. 
m 


et  R = 


(-F). 


m + M " " m + M 

Ainsi,  il  y a contact  tant  que  F < 0.  Pour  determiner  F,  prenons  l’origine  des  z pour 
un  ressort  ni  tendu,  ni  comprime  ; des  lors  : 


-kz  et 


R 


mk 

2 

m + M 


La  masse  A ne  quittera  jamais  le  plateau  si,  compte  tenu  des  conditions  initiales,  la 
position  z = 0 n’est  jamais  atteinte. 

Le  systeme  est  un  oscillateur  harmonique  non  amorti  qui  va  osciller  autour  de  sa  posi- 
tion d’equilibre  z0  definie  selon  : 

(m  + M)g  = kz0. 

Or  a t — 0,  on  a z = z0  + l et  z = 0 ; les  oscillations  vont  done  s’effectuer  entre  les 
limites  z0  - l et  z0  + 1. 

A restera  solidaire  du  plateau  si  la  valeur  minimale  z0  - l de  z reste  positive,  soit  pour  : 
zn  - / > 0 


l 


(m  + M)g 
k 


Dans  le  cas  contraire,  A quitte  le  plateau  pour  z = 0. 

2.  La  condition  de  non  glissement  de  la  masse 
m par  rapport  au  chariot  est : 

I Ffl  <fmg. 


A 


La  loi  fondamentale  de  la  dynamique  appliquee  O z 

au  point  materiel  A donne  : 

mz  = Ff  (avec  Ff  = Ffuz). 

De  la  meme  fa«;on  qu’au  1.,  le  theoreme  de  la  quantite  de  mouvement  pour  le  systeme 
masse  A-chariot  s’ecrit : 

(m  + M)z  = -kz  (pas  de  frottements  sol/ chariot,  et  la  force  exercee  par  le  ressort 
— > — > 

est  F'  = - kzuz,  Forigine  des  z etant  choisi  pour  un  ressort  ni  tendu  ni  comprime). 
Le  non  glissement  de  A par  rapport  au  chariot  est  assure  tant  que  : 


m + M 


\kz\  <fmg- 


z < 


/( M + m)g 


Enfin  si  Fon  note  a0  l’amplitude  des  oscillations  (A  et  chariot  solidaires),  l’inegalite 
precedente  se  traduit  selon  : 


ao  < 


f(M  + m)g 


/( M + m)g 
k 
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Oscillateur  harmonique  amorti  : 
temps  de  reponse  - Selectivity 


k,  l0  m 


X 


Une  masse  m peut  glisser  sans  frottements  sur  L'axe  x'Ox  d'un  plan  horizontal.  ELLe 
est  reliee  a un  ressort  de  raideur  k et  de  Longueur  a vide  /0.  On  repere  son  mouvement 
x(t)  par  rapport  a sa  position  ressort  ni  tendu  ni  comprime.  ELLe  est  de  plus  soumise 

a une  force  de  frottement  fluide  / = -2X mxux  lx  = — J. 

2 k cGq 

On  posera  con  = - et  Q = 

m 2k 

1.  A L'instant  initial  t = 0,  la  masse  m est  en  x = 0 avec  une  vitesse  nulLe.  On  la 
soumet  alors  a La  force  constante  F0  = F 0ux.  Determiner  la  loi  du  mouvement  x(t) 
dans  Le  cas  ou  Le  facteur  Q est  suffisamment  grand  devant  1.  Representer  Le  graphe 
de  x(t).  Commenter. 

F0 

On  notera  Xn  = — • 
u k 


2.  Soumise  a F0,  la  masse  m est  maintenant  immobile  en  x = X0. 

On  supprime  la  force  F0  a un  instant  pris  pour  origine  des  temps  (t  = 0 ).  Donner  la 
nouvelLe  expression  de  x(t)  dans  Le  cas  ou  Q 1. 

Dans  les  memes  conditions,  montrer  que  L'energie  mecanique  Em(t)  du  systeme  verifie 
Em(t)  = Em(0)e_t/'c:  on  exprimera  x en  fonction  de  co0  et  Q.  En  deduire  que  L'on  a : 


Q 


2JI  Em(t) 

Em(t)-Em(t  + T0) 


ou  Tn 


— Conclure. 
co0 


3.  Le  systeme  est  desormais  soumis  a une  force  sinusoi'daLe  F0  = F0coscot  • ux.  Etu- 
dier  la  reponse  de  L'oscillateur  en  regime  force.  Dans  le  cas  ou  Q >?>  1,  determiner  la 
bande  passante  Aco  en  fonction  de  co0  et  Q. 


4.  Commenter  les  resultats  obtenus  au  2.  et  au  3. 


II.  de  c[u’i]  faut  s&voir 


Points  de  cours 

• Oscillateur  harmonique  amorti  force. 

• Energie  mecanique. 
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Outils  mathematiques 

• Equation  differentielle  lineaire  du  second  ordre  avec  second  membre. 

• Utilisation  de  la  notation  complexe. 


12.  de  cfu ’ll  faut  dolnpr ehdTe 

1.  On  desire  faire  passer  le  systeme  de  l’etat  (x,  x)  = (0,0)  al’etat(x,x)  = (X0,0). 

Cette  evolution  s’effectue  via  un  regime  transitoire  quasi  sinusoidal,  a Fechelle  de  quel- 
ques  T0,  des  que  l’amortissement  est  faible,  ce  qui  est  le  cas  pour  Q 5i>  1 : le  regime 
est  alors  pseudo-periodique. . . 

2.  On  peut  faire  la  meme  remarque  qu’au  1.  le  systeme  evoluant  cette  fois-ci  dans  l’autre 
sens  (les  conditions  initiales  seront  differentes).  On  peut  s’attendre  a ce  que  le  temps  T soit 
d’autant  plus  grand  que  Q est  grand  (faible  amortissement)  et  co0  faible  (T0  grand). . . 

3.  II  s’agit  de  F etude  classique  du  regime  sinusoidal  force.  La  bande  passante  doit  etre 
d’autant  plus  etroite  que  Q est  grand  (meilleure  selectivity)  et  que  CG0  et  faible. 

II  apparait  que  T varie  en  sens  inverse  de  Aco  . . . 


13.  Solution 


1.  Appliquons  au  point  materiel  m la  loi  fondamentale  de  la  dynamique,  en  projection 
sur  l’axe  x'Ox  : 

mx  = - kx  - I'kmx  + F0. 

2 (Oq 

Soit  avec  k = m co0  et  2K  = — : 

..  . 2 bo  2 2 I^o 

(1)  x + — x + conx  = — = — con  = X()cGa,  enposantXn  = — • 

Q mk  uur  k 

En  fait,  X^  correspond  a l’abscisse  de  la  nouvelle  position  d’equilibre  due  a la  force  exte- 
rieure  F0  appliquee  au  systeme. 

Posons  alors  x(f)  = X0  + u(t).  Des  lors  : 

..  COq  . 2 

u + —u  + CO  0u  = 0 (2) 

Cherchons  des  solutions  sous  la  forme  d” ; p doit  verifier  l’equation  caracteristique  : 

C0n  2 

p2  + ^p  + (S)20  = 0 (3) 


Son  discriminant  est  A = coj 


1 


II  est  negatif  pour  Q > ^ , et  done  a fortiori 


pour  Q » 1 . Dans  ces  conditions,  les  solutions  de  (3)  sont  donnees  par  : 

co 


Pi  = 


2Q 


+ ico0.  1 


1 

4Q2 


et  p2  = 


COo 

2Q 


■ico0.  1 


1 

4Q2 
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Posons  co  = con  1 

0J  4Q2 


CO  # C00  pour  Q 5£>  1 il  vient : 


_^ot 

u(t)  = e 2(3  (Acoscof  + Bsincoc) 

_^ot 

et  x(t)  = X0  + e 2(2  (Acoscof  + Bsincof). 

Traduisons  les  conditions  initiales  x(0)  = 0 etx(O)  = 0: 
x(  0 ) = 0 =>  X0  + A = 0 =>  A = — X0 


COf 


COg  1 


x(0)  = 0 =>  A(  ] + Bco  = 0 =>  B = - “7^X0. 


Finalement 


2Q 

X(t)  = Xg 


■tf  1 COg  Y 

1 - e 2Q  coscot  + — — sincot 
2Q  co  ) 


Et  pour  Q » 1 , soit  co  = C00,  et  en  negligeant  le  terme  en  sinus,  terme  d’amplitude  pro- 
portionnelle  a ^ tres  faible  devant  l’unite  : 


r ~—t  1 

X(t)  = Xg 

1 - e 2Q  coscOgf 

D’oii  les  graphes  t—>x(t): 
x 


tT, 


Commentaires 

• Le  systeme  a « atteint » son  regime  etabli  (encore  appele  regime  permanent  ou  regime  force,  et 

F0 

correspondant  ici  a x = X0  = — ) des  que  le  temps  tecoule  est  suffisamment  grand  devant  un 

k 20  C CO 0 \ ( t\ 

temps  caracteristique  que  Ton  peut  evaluer  a x'  = — {d.  exp  — — f = exp  — ; ). 

CO0  V 2Q  J V X ) 

C’est  le  temps  necessaire  pour  que  le  systeme  puisse  « oublier  » ces  conditions  initiales. 

• Pour  t =£  x',  on  a affaire  a un  regime  transitoire  qui  presente  ici  les  caracteristiques  d’un 

regime  pseudo-periodique  (pseudo-periode  ~ T0  pour  Q 1 ).  J 


2.  En  regime  etabli,  et  sous  Paction  de  la  force  exterieure  F0,  on  a une  elongation  du  res- 
sort  x = X0.  Supprimant  F0,  le  systeme  va  tendre  vers  sa  nouvelle  position  d’equilibre 
x = 0 en  effectuant  des  oscillations  pseudo-sinusoidales  autour  de  cette  position. 
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..  CL>0  . 2 

D’apres  le  1.  x(t),  solution  de  1’ equation  x + — x + co0x  = 0,  est  donnee  par  : 

f ( 1 
x(t)  = e 2(2  (Acoscof  + Bsincof) ; |Q>- 

CGn 

Avec  ici  x(0)  = X0  etx(O)  = 0 soit : X0  = A et-— A + Bco  = 0. 

Et  avec  les  memes  approximations  qu’au  1.  nous  obtenons  pour  Q >s>  1 : 


x(t)  = X0e  2Q  cosco0f 


1 L’energie  cinetique  de  la  masse  m a pour  valeur,  a chaque  instant : 


Ec  = # ^mxje  Q 


co0 

— COSCOgt-  COgSinCOgf 


-.2 


Et,  en  tenant  compte  de  ce  que  Q 55>  1 : 


1 ~—t 

Ec#-mc0gXge  Q sin2co0t. 


De  meme,  l’energie  potentielle  associee  au  ressort  s’ecrit : 


1 1 2 

Ep  = - kx2(t ) = # -kX0e  Q cos2co 0t 


2 1 2 2 t 

ou  encore,  avec  k = m C0g  : Ep#-mco0X0e  Q cos2C0 0t. 

L’energie  mecanique  totale  du  systeme  Em  = Ec  + Ep  vaut  done  : 


Em(f)  = \mm20Xy 


A cette  approximation,  nous  avons  : 


Em(0  = Em(0)e 


en  notant  x = — temps  caracteristique  de  decroissance  de  l’energie  emmagasinee 
C00 

dans  le  systeme.  Plus  le  facteur  de  qualite  Q est  grand,  plus  ce  temps  x possede  une 
valeur  elevee  (a  co0  fixe)  et  correlativement  moins  les  pertes  d’energie,  « rapportees  » a 
un  intervalle  de  temps  T0,  sont  importantes. 

Em(f)-Em(t+T0) 


Ainsi  on  a : 


soit  encore 


Em(0 

Q = 2n 


= l-e-QT“#g 
Em(0 


Em(t)-Em(f+T0) 
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d’oii : 


Q - 2n 


energie  emmagasinee  a l’instant  t 


energie  perdue  pendant  T0  au  voisinage  de  l’instant  t 


Cette  definition  est  assez  generate.  Elle  peut  justifier  le  nom  de  facteur  de  qualite  (ou 
de  merite)  donne  a Q.  Elle  est  suffisamment  large  pour  s’appliquer  a des  systemes 
variant  de  l’oscillateur  harmonique  etudie  ici  a la  cavite  Laser. . . 

3.  L’equation  differentielle  du  mouvement  s’ecrit  maintenant : 


COn  9 Fq  2 

— coscot  = X0co0coscot  (4) 
m 


Jo  • 2 

-X  + COnX 


Q"  ' ~J0J' 

Le  regime  force  correspond  ici  au  regime  sinusoidal  etabli  de  la  forme  : 

x(f)  = Acos(cot  + cp). 

On  pose  alors  x(t ) = Re[x(f)]  etx(t)  = Xe)mt  ou  X = Ae^. 

Ainsi  x(t ) = -coAsin(cot  + cp)  = Re[jcox] 

x(t)  = -co2Acos(cot  + cp)  = Re[-co2x]. 

L’equation  (4)  se  resout  sous  la  forme  : 


Re 


con 


- co-x  + jco— x + co0x 


X0cOoRe[el»']. 


x est  alors  solution  de  l’equation  : x 
Xn 


C0n 


(co0  — co2)  + jco— j 


- X0co0ei 


soit  encore : X 


(1  -ll2)  + Jq 


en  notant  q 


^0 

co0' 


On  obtient  done  d’apres  ce  qui  precede  (X  = Ae^) : 

1 T| 


A = 


Xn 


et  < 


(1  -Ti2)2  + 


2C2  + m 

Q2 


'an<p  = - _t,2 

soit  -jc  ^ cp  ^ 0. 


avec  sincp  < 0 


• Etude  rapide  du  terme  d’amplitude  A(q) : 

F X F 

- Pour  ri  <sC  1,  on  a A ~ X„  = et  pour  q 55>  1,  A ^ = — ^-r- 

k q2  mco2 

Ainsi  en  tres  basse  frequence  (co  « C00),  e’est  l’elasticite  (ici  le  ressort)  qui  limite  la 
reponse  du  systeme,  alors  qu’en  tres  haute  frequence  ( CO  » co0),  e’est  l’inertie  (ici  la 
masse  m). 

- D’autre  part,  A(q)  admet  un  maximum  si  l’egalite  suivante  est  realisee  (annulation 
de  la  derivee  par  rapport  a q2  de  l’expression  sous  la  racine)  : 

-2(1  - q2)  + -!-  = 0 =>  q2  = 1 J— 

v 1 ' Q2  1 2Q2 

ce  qui  exige  Q > — (condition  bien  evidemment  remplie  pour  Q » 1 ). 

J2 
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Reportant  cette  valeur  de  T|  dans  A,  il  vient : 

Xn 


xoQ 


— + — fi-  — 

4Q4  + Q2l  2Q2 


1 -■ 


4Q2 


On  a bien  Amax  > X0,  et  pour  Q 1 : Amax  ~ QX0  • 

II  y a resonance  (ici  d’amplitude)  pour  la  pulsation  CO  ~ C00  (Q  » 1 ). 

A cette  pulsation,  la  reponse  du  systeme  presente  une  amplitude  a peu  pres  Q fois  plus 
grande  (pour  Q » 1 ) que  celle  que  l’on  obtiendrait  en  tres  basse  frequence. . . 

• Pour  caracteriser  l’acuite  de  la  resonance,  on  definit  la  bande  bassante  Aco  a -3  dB 
selon : 

coH  coB  Amax 

Aco  = C0H-C0B  oil  — et  — sont  solutions  de  l’equation  A(r|)  = — — • 

®o  ®o  Jl 


Point  cours 
A„„„ 


A(r\ ) = 


72 


20logA(ri)  = 20logAmax-  20log72  , 


soit  [A(r|)]dB  = [A 


vmaxJdB 


3 dB  (10log2  = 3). 


Les  valeurs  de  T)  cherchees  verifient  done  Q > — — : 

72 


x: 


1 XqQ2 


, , 2.2  T)2  2 1 

(1  _n2)2  + i 

V 1 ; Q2  4Q2 


soit  encore  : ( 1 - r(2)2  + 


Q2  Q2^  4Q2 


(5) 


or  pour  Q 55>  1 , les  valeurs  de  T|  satisfaisant  (5)  deviennent  tres  proches  de  1. 
Posons  T)  = 1 +e(Q)  avec  |e|  « 1,  deslors: 

( 1 — ri 2 ) 2 = (1  — r| )2(  1 + rj )2  ~ e2  • 4 


et  4e2  # — 


2 — r\ 2 


2Q2J  Q 


7-  (car  T)  ~ 1 et  Q » 1 ) d’ou  £ # ±7- 


"2Q 


soit : coH  # CG0[  1 + j et  coB  # C00(^1  - ^ 


Finalement : 


CQa  COa 

Aco#—  et  Q»1  = ^ 


A co 

D’ou  la  courbe  donnant  — en  fonction  de  n = — 

X0  co0 
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A 


4.  On  a montre  que  le  systeme  propose  pouvait  etre  caracterise  par  un  temps  de 
reponse  en  regime  transitoire  de  l’ordre  de  T = — et  par  une  bande  passante  en 


C0n 


con 


regime  sinusoidal  force  egale  a Aco  = — (Q  » 1 pour  la  reponse  en  amplitude). 
On  a done : 


T • Aco  ~ 1 


Plus  le  temps  de  reponse  est  eleve,  plus  la  bande  passante  est  etroite  et  plus  la  selectivity 
du  systeme  est  importante. . . 


On  obtient  un  systeme  analogue  en  electricity  avec  un  circuit  serie  RLC : 
R («  frottements  » : dissipation  d’energie)  L («  inertie  »)  et  C («  elasticity  »).  L’etude  en 
x(  t ) correspondrait  a celle  de  la  tension  uc(  t ) aux  bornes  de  la  capacity.  Les  « forces  » 
F(  f)  seraient  fournies  par  un  generateur. . . 


Vibrographe 


Un  vibrographe  est  constitue  d'une  masse  m suspen- 
due  a un  ressort  de  raideur  k et  de  longueur  a vide  /0. 
L'extremite  0'  de  cet  oscillateur  est  soLidaire  d'un  bati 
subissant,  par  rapport  a un  referentiel  galileen  2ft0,  un 
mouvement  vertical  represente  par  La  fonction  y(t). 

La  masse  m subit  de  plus  une  force  de  frottement 
fluide/  = -Xxux  lx  = — J-  En  L'absence  de  mou- 
vement du  bati  (y  = 0),  La  position  d'equilibre  de  M 
est  reperee  par  x = x0. 


O'  A 
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On  suppose  que  Le  bati  subit  dans  9t0  des  oscillations  sinusoi'dales  de  pulsation  co  : 
y(t)  = Ym  coscot. 


1.  Determiner,  en  regime  etabli,  I'amplitude  Xm  des  oscillations  de  la  masse  m par 
rapport  au  bati  ainsi  que  le  dephasage  cp  de  ces  memes  oscillations  par  rapport  a cel- 
les  du  bati. 

fk  co  m con 

On  posera  co0  = — ; ri  = — et  Q = — r—  • 

u Vm  co0  X 

Tracer  les  courbes  donnant  et  cp  en  fonction  de  la  variable  reduite  — • Commenter. 

co0 


2.  Comment  choisir  la  valeur  de  Q pour  que  Xm  se  confonde  avec  Ym,  a 2 % pres,  sur  un 
domaine  continu  en  frequence  aussi  grand  que  possible,  la  valeur  de  co0  etant  fixee  ? 
On  donne  : 


2x2 

jAx2  - 1 


= 1,02  pour  x = 0,789  ; 


/( Q,* *) 


=>/( 0,789  ; 1,44)  = 0,98. 


Solution 


1.  Placons-nous  dans  le  referentiel  31'  lie  au  bati  et  posons  X = x - x(l  ce  qui  elimine 
les  forces  definissant  1’equilibre  en  l’absence  de  mouvement  du  bati.  Par  rapport  a cet 
etat,  la  masse  M est  soumise  aux  forces  supplementaires  : 

• /j  = -kXux  (allongement  supplementaire  X par  rapport  a la  situation  de 
reference). 

^ 

• f 2 = - X Xux  (la  force  de  frottement  ne  depend  que  de  la  vitesse  de  la  masse  par  rap- 
port au  bati). 

• /e  = - m (—y  ux)  (force  d’inertie  d’entrainement  resultant  du  mouvement  de  trans- 
lation du  bati  par  rapport  au  referentiel  galileen). 


D’oii  en  appliquant,  dans  91,  la  loi  fondamentale  de  la  dynamique. 
mX  = - kX  - XX  + my,  soit  encore  : 


X + ■ 


-X  + C0q  X 


X- 


®0  V,  2 v 

— X + C00X  - y 


WJC00^i 


Pour  un  mouvement  sinusoidal  du  bati  y = Ym  cos  cot,  le  mouvement  relatif  de  la 
masse  M est  solution  de  l’equation  : 


••  (On  • 9 

X + -^X  + C0qX  = -C02Ym  coscot  (1) 
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co0 

Au-dela  d’une  duree  de  quelques  T ou  x ~ — (cf.  Ex  n°  503),  la  reponse  du  systeme  en 

X(  t ) devient  sinusoidale  (le  systeme  atteint  son  regime  permanent  encore  appele  regime 
force  et  oublie  ses  conditions  initiales . . . ) • Les  oscillations  sont  dephasees  par  rapport  aux 
oscillations  du  bati  ( cf  termes  de  frottement).  On  a done,  dans  ces  conditions  : 

X(f)  = Xmcos(cof  + cp). 

Passons  en  notation  complexe  : X(f)  = Re[(Xmet<P)e  1®']  = Re(%el®f)- 

COnl 


Des  lors,  il  vient : % 


(CO0-CO2) +jco-^J  = -( co)2Ym. 


CO 


D’oii : 


1 = Xme»  = 


CO 


0 


] + ii“ 

co2J  Qco0 


Soit  une  amplitude  Xm  telle  que  (avec  q = 


m 

C0n 


x - 

il2  Y 

■1 

1 m 

(i-ri2)2  + -^ri2 

et  tancp 


n q 


Qyi  -q: 


avec  sincp  > 0,  soit  0 cp  =£  n. 


Xm 

■ Tra^ons  les  courbes  q — > — - F(q)  et  q — > cp(q). 

* m 

• comportements  asymptotiques  : 

- En  tres  haute  frequence,  les  termes  inertiels  sont  les  plus  importants  de  sorte  que 
mX  = -mco2Ymcoscof,  d’ou  X = Ym  coscot,  soit: 

CO  » co0  =>  Xm  ~ Ym  et  cp  ~ 0. 

- En  tres  basse  frequence,  le  terme  elastique  est  preponderant  dans  le  membre  de  gau- 
che de  l’equation  (1).  On  a done  : 

? ( 

C0qX  = -co2Ymcoscof  d’ou  X# — ;Ym  coscot 

COn 


soit 


CO  <sc  CO 


CO 


0 


xm  » -^Ym  et  <p  -mi. 


COn 


•Pour  q = 1,  soit  CO  = C00,  il  vient  cp  = - (|tancp|  — > +°°  et  cp  e (0,  it) ) et 
Y1  = F(l)  = Q. 
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1 Enfin,  F(r|)  presente  un  maximum  lorsque 


IV 


Q2r|2 


passe  par  un  mini- 


mum, c’est-a-dire  (deriver  par  exemple  par  rapport  a — ) pour  : 


TV 


1 = 1 _ J_ 

2 2Q2’ 


T1 


ce  qui  ne  peut  se  produire  que  pour  Q > 


72 


Alors 


GV 

C0n 


= 1 


2Q2 


et  com  ~ co0  (des  que  Q 5s>  1 ). 

D’oii  les  differentes  courbes  tracees  pour  quelques  valeurs  du  facteur  de  qualite  Q. 
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2.  On  desire  que  l’amplitude  Xm  des  oscillations  de  la  masse  M s’identifie  - a 2 % 
pres  - a celle  Ym  des  oscillations  du  bati.  On  cherche  done  a obtenir  : 

( 1 - 0,02)Ym  =S  Xm  =S  Ym(  1,02)  sur  une  bande  continue  de  frequence  aussi  large  que 
possible. 


Soit  0,98 


X„ 


< 1,02. 


On  obtiendra  ce  resultat  en  choisissant  la 
valeur  de  Q superieure  a ~ > telle  que  le  maxi- 

72 

f \ 

soit  juste  egal  a 1,02,  ce  que 


mum 


1 

4Q2 


montrent  les  courbes  presentees  ci-contre. 
On  a done : 


2Q2 

74Q2 - 1 


On  a done  {cf.  enonce)  : Q = 0,789. 


La  plage  de  pulsations  sur  laquelle  on  pourra  confondre  Xm  et  Ym  (a  2 % pres)  s’etend 
theoriquement  d’une  valeur  minimale  (1) a l’infini,  avec  CO^  solution  de  : 


1 


1 

+ Q2r|2 


0,98 


ce  qui  donne  {cf.  enonce)  : r|  = 1,44,  soit : oi'm  = 1,44<*>0. 

Une  valeur  superieure  de  Q {cf.  graphe  precedent  avec  Q = 0,85  ) donnerait  une  plage 
en  frequence  plus  etroite  et  un  phenomene  de  resonance  plus  aigu  ce  qui  pourrait  avoir 
pour  effet  « d’amplifier  » des  frequences  non  desirees. . . 


Pendule  « amorti  » 


Un  pendule  simple  (masse  ponctuelle  m au  bout 
d'une  tige  sans  masse  de  longueur  / ) peut  tourner 
librement  autour  de  L'axe  horizontal  Oz.  II  pre- 
sente un  mouvement  d'oscillations  dans  le  plan 
vertical  Oxy. 


9 
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1.  Donner  L'equation  du  mouvement  en  0(f)-  On  posera  co=  J j-  On  se  Limite,  par 

La  suite,  a I'etude  des  petits  mouvements  par  rapport  a La  position  d'equilibre 
stable  0 = 0. 

Definir  L'energie  mecanique  E du  systeme  (on  prendra  E = 0 pour  0 = 0 et  0 = 0 ). 

2.  On  desire  tenir  compte  des  phenomenes  dissipatifs.  A cet  effet,  on  suppose  que 

La  masse  m est  soumise  a une  force  de  « frottement  fluide  » dont  Le  moment  en  0 est 

donne  par  I'expression  : 

— > — > d 0 

Mf(0)  = Tuz,  avec  r = -ml2 y — (y  constante  fixee). 


dE 


a.  Exprimer  Le  taux  de  variation  ^ de  L'energie  mecanique  E du  systeme. 

b.  Dans  Le  cas  des  amortissements  faibLes,  on  pose  en  premiere  approximation  : 

0(f)  = a(f)cos(cof  + cp) 

ou  a(f)  est  une  fonction  tres  Lentement  variabLe  a L'echeLLe  de  La  « pseudo-periode  » 

T - — 
co 

On  definit  La  « vaLeur  moyenne  » sur  une  duree  T d'une  fonction  /(t)  seLon  : 


tn  + J 


Donner  La  vaLeur  moyenne  - sur  une  pseudo-periode  T - de  La  reLation  etabLie  au  2. a. 
En  deduire  qu'a  ('approximation  consideree,  on  a : a (t)  # 0oexp(-yt) 

on  prendra  0(0)  = 0O  et  0(0)  = 0. 

Justifier  Les  approximations  envisagees  et  donner  ('expression  de  L'energie  mecanique 

E(t). 

c.  On  definit  un  espace  de  phases  (0',  0')  en  termes  de  variabLes  reduites  : 


t'  = cot;  0'(t') 


Cf) 


et  Q'(t') 


d0_'_ 

dt' 


Representer  Les  differentes  trajectoires  possibLes  seLon  Les  vaLeurs  du  parametre  y, 
tout  en  restant  dans  Le  cadre  des  petits  mouvements. 

3.  Pour  decrire  un  osciLLateur  entretenu,  on  modifie  Le  modeLe  en  supposant  maintenant 
que  Le  parametre  y est  une  fonction  de  0.  On  ecrira  : 

y(0)  = y0[  1 - (3202]. 

L'equation  du  mouvement  devient ; 

0 + y(0)0  + co20  = 0. 

On  definit  Les  variabLes  reduites  t'  - cot,  y(t')  = 0(t). 

n Yo  . a 1 

On  pose  £ = — et  0,  = „• 
co  p 


On  appeLLe  « energie  » La  quantite  E'  = - (y 2 +y2)  ou  y represente  La  derivee 


dy 

dt' 
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a.  Exprimer  La  quantite  ^7  en  fonction  de  e,  (3,  y et  y.  Commenter  Le  resuLtat 
obtenu  pour  £ < 0,  inegalite  que  L'on  supposera  verifiee  par  La  suite. 

b.  L'experience  montre  que  Le  systeme  tend,  dans  L'espace  des  phases,  vers  une  tra- 
jectoire  fermee  appeLee  cycLe  Limite.  Commenter. 

On  se  pLace,  pour  cette  question,  dans  Le  cas  ou  Le  parametre  |e|  est  suffisamment 
petit.  IL  est  aLors  possibLe  d'adopter  pour  Le  cycLe  La  soLution  approchee 
y(t')  = acos  (t'  + <p). 

En  deduire,  dans  ces  conditions,  L'expression  de  a en  fonction  de  0a,  et  dessiner 
L'aLLure  des  trajectoires  de  phase  dans  L'espace  u(t')  = pp  avec^jp(O)  = 0. 

c.  Que  se  passe-t-iL  pour  |e|  ne  verifiant  pas  La  condition  du  b.  ? 


Solution 


1.  Appliquons  le  theoreme  du  moment  cinetique  au  point  fixe  O q 
du  referentiel  galileen  d’ etude,  le  mouvement  de  la  masse  m 
s’effectuant  dans  le  plan  vertical  Oxy  (sa  trajectoire  s’inscrit  sur 
le  cercle  de  centre  O et  de  rayon  l ). 

On  a = d/t(0)  = OM  a T + OM  a mg  = -mglsinQ-uz.  1— 

Or  o(0)  = ml  0uz=>  ml  0 = -mgl sin0. 


Et 


0 + CO1 2sin0  = 0 


(1) 


On  a pose  CO  = J- j pulsation  propre  de  l’oscillateur. 

Dans  le  cas  de  petits  mouvements,  on  peut  lineariser  l’equation  (1)  en  confondant 
sin0  avec  0.  Nous  obtenons  : 

0 + CO20  = 0 (2) 

L’energie  mecanique  du  systeme  se  definit  ici  par  la  somme  de  l’energie  cinetique  Ec  de 
la  masse  m ^Ec  = ^ mv 2 = ]^ml2Q  j et  de  son  energie  potentielle  de  pesanteur  Ep. 

Or  Ep  = - mgx  + constante  = -mgl  cos  0 + constante. 

Soit  avec  Ep(0  = 0)  = 0 (origine  de  l’energie  potentielle  au  point  le  plus  bas  de  la  tra- 
jectoire de  la  particule)  : 

Ep  = mgl(  1 - cos0). 

1 2 ’ 2 

D’ou  une  energie  mecanique  E = -ml  0 + mgl(  1 — cos0).  Lorsque  0 reste  suffi- 
samment faible  (petits  mouvements),  on  peut  substituer  ^02  a 1 - cos0,  cequidonne  : 


E = -mi  0 + mgl— 


e = ;«r 

702  + 7CO202l 

|_  Z A J 

(3) 
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Remarquons  qu’en  derivant  (3),  nous  obtenons  1’ equation  (2). 


2.  a.  Appliquons  id  le  theoreme  de  la  puissance  cinetique,  l’energie  mecanique  ayant 
ete  definie  a la  question  precedente.  II  vient : 


On  a done : 


^ = 3>r  = Mf(0)  ■ Quz  = 


dE 
d t 


I2  A 2 

-ml  y0 


-mV  y02. 
(4) 


2.  b.  On  suppose  maintenant  que  revolution  du  systeme  est,  a chaque  instant,  tres 
proche  du  regime  d’oscillations  sinusoidales  de  l’oscillateur  non  amorti.  Cela  implique 
bien  evidemment  que  le  coefficient  y reste  suffisamment  faible.  Des  lors,  on  envisage 
une  solution  approchee : 

0(f)  = a(f)cos(cof  + tp)  (signal  quasi-sinuso'idal). 

A cette  approximation,  CO  reste  la  pulsation  de  l’oscillateur  non  amorti  et  a(f)  doit 

271 

varier  avec  une  echelle  de  temps  T tres  grande  devant  T = — • On  considerera  done 
que  a(t)  est « constant » sur  « une  pseudo-periode  ». 


Integrons  alors  l’equation  (4)  sur  un  intervalle  de  temps  Af 
-fn  + T rdEA  i i ^fo  + T • 


T: 


1 r°  ( dE)  ,2  If0 

xJ„  Ur  = -m,AJ,. 


0 (f)df  (5) 


A l’echelle  de  T,  les  variations  de  0(f)  sont  essentiellement  imposees  par  le  terme  sinu- 
soidal cos  (at  + cp)  de  telle  sorte  que  : 

0(f)  # -a(f)cosin(cof  + tp)  avec  a(f)  ~ cste  = a(f0) 


et 


1 rfo  + T • 

T 


-fo+i.-  ! 1 r fo  + T 

J 02(f)df  # a2(f0)co2j  — J sin2(cof  + (p)df 


l’accolade  correspond  a la  valeur  moyenne  de  sin2(cof  + tp),  elle  ne  depend  pas  de  f0, 


et  elle  vaut  - ■ On  a done 
2 


2_.  1 ff°  + TA2/.\  i . 1 


i 2 t f 

: -ml  y- 

lJt, 

ale  elle  s’exp 

1 ff°  + TdEdf  - 

TJtn  df 


0 (f)df  = --m/“ya2(f0)co2 


quant  a la  premiere  integrate  elle  s’exprime  sous  la  forme  : 
lrt<’  + TdEJ.  E(f0  + T)-E(f0) 

T 

1 2 ’ 2 

Or  E(f)  = -ml  (0  +02CO2),  et  a la  meme  approximation  : 

1 2 1 2 
E(f)  # -ml  [a2co2sin2(cof  + cp)  + a2co2cos2(cof  + cp)]  = -ml  a2co2. 


D’oii 


rf°  + TdE  „ 1 |2  j 
— dt  # -ml  co2 

ra2(f0  + T)-a2(f0)n 

Jr0  df  2 

L T J 

La  fonction  a(f)  variant  tres  peu  sur  l’intervalle  A f = T on  peut  confondre  la  quan- 
tity entre  crochets  avec  la  derivee  par  rapport  au  temps  f0  de  la  grandeur  a2(f0) ; des 
lors  l’equation  (5)  devient : 

-ml  co2— i- — - = --ml  ya2(f0)co2. 

Z.  CL  Tq  At 
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Soit  apres  simplifications  : = -ycx2(f0)  =>  ~r  = -ydf0. 

Une  simple  integration  donne  : a2(f0)  = a2(0)exp[-yf0]. 

Avec  les  conditions  initiales  0(0)  = 90  et8(0)  = 0 nous  avons  : 
a(0)coscp  = 0O  et  a(0)cosincp  = 0 
ce  qui  permet  de  prendre  9 = 0 et  a(0)  = 0O. 


Finalement 


a2(f0)  = 0oexp[-yto] 


a (t0)  # 0oexp^-^j 


avec  T 


2 

y’ 


-~t 

Soit  0(t)  # 0oe  2 coscot. 

Ainsi  les  approximations  envisagees  seront  d’autant  plus  acceptables  que  l’on  a t 55>  T, 
Y 

soit  encore  — <K  1 . 

co 


Enfin  E (f)  # ^m(2(0  + CO202)  # i«iZ2a2(f)co2. 


Soit 


E(f)  # E(0)exp(-yf) 


avec  E(0)  = ^ml2 co20o. 


2.  c.  D’apres  les  resultats  precedents,  nous  avons  : 


E(f)  = E(0)e-^=>  02  + co202  = co20oe^  (6) 
Considerons  alors  les  variables  reduites  t',  0'  definies  par  : 

t'  = CO t,  Q'(t')  = ^ et0'  = ~ 


D’oii 

L’equation  (6)  devient 

y , 

0oCO2(0'  )2  + co20q0'2  = co20oe . 


00 


9 _ d9  _ n d0'  dt'  _ a / 

0 - 17  - e°dF  ■ d?  - 0oC00  ■ 


d t' 


Soit 


0' 2 + 0' 2 = exp 


/ 2 _ 


-It' 

CO 


Dans  l’espace  des  phases  (en  terme  de  variables  reduites), 
le  point  figuratif  suit  une  trajectoire  qui  prend  la  forme  : 

- d’un  cercle  (fig.  1 ) lorsque  y = 0 : OM  = Jd'2  + 0'2  = 1 

- d’une  spirale  (fig.  2)  aboutissant  au  point  O pour 

r y 

y > 0 (cas  de  1 amortissement)  : OM  = exp  -y-t 


co 


- d’une  spirale  (fig.  3)  s’ecartant  du  point  O si  Ton  envisageait  des  valeurs  de  y negati- 
ves («  amortissement » — > amplification  du  mouvement). 
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Remarques 

• Pour  y > 0,  toutes  les  trajectories,  dans  l’espace  de  phase,  fmissent  par  aboutir  au 
point  (0,  0)  qui  constitue  un  attracteur. 

• L’equation  du  mouvement  s’ecrit  0 + y0  + co29  = 0.  Onadonc0(O+)  = -co20(O+) 
pour0(O+)  = 0,  d’ou0'(O+)  = -0'(O+).  II  en  resulte  que  0 ' devient  negatif  dans  un 
voisinagede  t = 0+  ... 


3.  a.  « L’energie  » est  definie  par  l’expression  E' 


d yY 

d t'J 


+ y2 


dE  dy 

Sa  derrvee  devient : — 

dt  d t 


' d2y 

d V 


2 +y 


Or  d’apres  la  definition  des  variables  reduites,  nous  avons  : 


dy  d0  dt  1 d0  . A d2y  1 d20 
~ri  = T"  ■ = - -y  5 de  meme  —jz  = — 

dt  dt  dt  codt  dt  2 co2dt2 


D’oii 


dE'  _ dy  1 d20  „ 

dt'  dt'  _co2dt2  + 


Soit  avec  l’equation  du  mouvement  0 + co20  = -y(0)0 


dT 

dt' 


Y(9)  d y 
co2  dt' 


D’oii 


(7) 


Commentaires 


Cette  equation  peut  se  reecrire  sous  la  forme  : 

5?  = + . z$2y2y2 

(I)  (II) 


oil 


y = 


dy(f'). 
d t' 
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Pour  un  coefficient  e < 0,  le  second  terme  correspond  a une  dissipation  d’energie  alors 
que  le  premier  est  associe  a un  apport  continuel  d’energie  permettant  d’assurer  l’entretien 
de  Foscillateur. 


De  plus,  le  rapport  _ = (31  2 *y2  depend  de  « l’amplitude  » y(t')  ; ainsi,  les  mouvements  de 
faible  amplitude  seront  caracterises  par  des  oscillations  croissantes  alors  que  ceux  de  grande 
amplitude  verront  leurs  oscillations  decroltre.  J 

3.  b.  L’existence  d’un  cycle  limite  s’interprete  en  considerant  que  les  termes  (I)  et  (II), 
d’apport  et  de  dissipation  d’energie  (e  < 0),  doivent  se  compenser  en  moyenne.  Ce  qui 
se  traduit  en  designant  par  le  symbole  < > les  valeurs  moyennes  calculees  sur  le  cycle 
attracteur : 

> = -e[<y2>  - <p2y2y2>]. 
d t' 

Or  sur  un  cycle,  le  premier  terme  est  nul  puisque  : 
ft'dE' 

^d t'  = E'(t')-E'(0)  = 0 (apres  un  cycle,  le  systeme  repasse  par  le  meme  etat 

Jo  df 

et  possede  done  la  meme  energie). 

Des  lors,  le  bilan  d’energie  implique  l’egalite  : 

<y2>  = <p2y2y2>  (8) 


Pour  lei  = 


suffisamment  petit,  on  pose  y(f')  # acos(f'  +9).  Reportons  cette 


expression  dans  (8) : 


1 rx' 

<y2>  = — a2sin2(f'  + (p)df' . 

T Jo 


Soit 


<y2>  = a2<sin2(t/  + cp)  >1 


:ycle 


= -ocz. 


De  meme  <fi2y2y2>  = p2a4<cos2(t' + cp)sin2(t/ + (p)  > 

= qp2a4<sin2(2t'  + 9)  > = ^P2a4. 

4 8 

L’ equation  energetique  (2)  se  traduit  alors  par  : 

-a2  = -p2a4  =>  a2  = i et  a = 20,. 

2 8h  p2  1 

Soit  a l’approximation  consideree  : 

y(t')  = 20^08(1' +9)  et  0(t)  # 20jcos(cof  + 9). 

La  trajectoire  limite,  dans  l’espace  des  phases  associe  aux  variables  reduites  y(t')  et 
jp(t'),  est  done  un  cercle  de  rayon  20, . Le  systeme  presente  dans  ce  cas  un  attrac- 
teur cyclique. 

On  a trace  ci-dessous  differentes  trajectoires  respectant  les  hypotheses  retenues  dans 
cet  exercice  (notamment  1 8 1 suffisamment  petit)  avec  0(0)  = 0O  et  0(0)  = 0. 

On  a porte  sur  les  axes  les  variables  u = et  ^4  = “S-  cercle  limite  ayant 


alors  un  rayon  unite. 


20!  df'  20^' 


256)  Partie  2 - Physique  MPSI 


3.  C.  La  trajectoire  du  systeme,  dans  l’espace  des  phases,  va  toujours  tendre  vers  un 
cycle  limite  independant  des  conditions  initiales.  Mais  ce  cycle  ne  sera  plus  circulaire 
dans l’espace  (u,  u). 


On  donne  ci-apres  les  portraits  de  phase  en  coordonnees  {u,  u ) ou  u(t')  = — ^ et 

20  j 

■ du 

U(t)  = d?: 


e = -1  u( 0)  = 0,1  e = -0,5  u(0)  = 0,9 

u (0)  = 0,1  u (0)  = 1,2 


On  donne  egalement  les  courbes  correspondantes  de  y(t')  montrant  clairement 
l’influence  des  termes  non  lineaires  dans  l’equation  de  mouvement  (y(t')  n’est  pas 
sinusoidal). 
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u(0)  = 0,1 
u (0)  = 0,1 


u(0)  = 0,1 
u (0)  = 0,1 
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B.  Forces  centrales  et  systemes 
de  deux  points  materiels 

Demi-ellipse  dite  de  transfert 

Un  satellite  de  masse  m tourne  autour  de  la  Terre  sur  une  orbite  circulaire  (orbite 
« basse  »,  rayon  rv  vitesse  du  satellite  V-j),  on  veut  le  transferer  sur  une  autre  orbite 
circulaire  (orbite  « haute  »,  rayon  rz,  vitesse  V2).  Pour  cela,  on  lui  fait  decrire  une 
demi-ellipse  (dite  « orbite  de  transfert  »)  dont  un  des  foyers  est  le  centre  de  la  Terre, 
et  qui  se  raccorde  tangentiellement  aux  deux  orbites  circulaires  precedentes.  On 
allume  done  les  propulseurs  du  satellite  pendant  une  duree  breve  au  debut  et  a la  fin 
de  cette  demi-ellipse,  ce  qui  correspond  a communiquer  a chaque  fois  au  satellite  un 
supplement  de  vitesse  (sans  changement  de  sa  direction)  de  fagon  quasi-instantanee. 

Calculer  ces  supplements  de  vitesse. 

On  donne  : r1  = 6,70  • 103  km  ; r2  = 42,0  • 103  km; 
rayon  terrestre  R = 6,40  • 103  km  ; 
pesanteur  au  niveau  du  sol : g = 9,8  m ■ s~2. 

■ 1.  de  epu ’il  faut  savoir 


• Forces  centrales. 

• Gravitation. 


12.  de  cju ’il  faut  com. prendre 

Le  calcul  des  vitesses  Vj  et  V9  ne  presente  pas  de  difficultes,  le  produit  'SM  de  la  force 
— i > 

de  gravitation  = - - — - — u etant  determine  a partir  du  poids  d’un  corps  au  voisi- 

nage  du  sol  (en  negligeant  l’effet  de  la  rotation  de  la  Terre  sur  la  valeur  de  g). 

On  utilisera  les  lois  de  conservation  de  l’energie  et  du  moment  cinetique  pour  calculer 
les  vitesses  necessaires  au  debut  et  a la  fin  de  l’orbite  de  transfert. 


3.  Solution 


Appliquons  au  satellite  en  orbite  circulaire  le  theoreme  du  centre  d’inertie  : 


mA  = fG. 


L’ acceleration  est  purement  normale  soit : 

V2  = 


mV2 

r 

93M 

r 


‘SMm 
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Point  cours 

Determinons  le  produit  %M  en  ecrivant  que  le  poids  d’un  corps  - au  voisinage  du 

sol  - est  essentiellement  du  a la  force  de  gravitation  : 

„ 'SMm 
mg# — 


d’ou 


‘SM  = g • Rt  ■ 


Et  en  reportant  V\  = RT  — 


v2  = rt  S 
\lr2 


d’oii  numeriquement : 

Vj  = 7,74km-  s-1  V2  = 3,09kms_1 
Moteurs  eteints,  F ellipse  de  transfert  est  decrite  sous  le 
seul  effet  de  la  force  de  gravitation  terrestre. 

La  vitesse  au  depart  de  la  demi-ellipse  (au  perigee)  vaut  iq 
(iq  > Vj),  et  elle  vaut  u2  ( «2  < V2)  a l’autre  extremite 
de  l’orbite  de  transfert  qui  correspond  a F apogee : en  effet 
le  perigee  et  l’apogee  sont  les  seuls  points  d’une  trajectoire 
elliptique  oil  la  vitesse  est  orthogonale  au  rayon  vecteur. 

L’energie  mecanique  se  conserve  sur  cette  trajectoire  : 

1 2 ‘SM  m 


_ 1 2 ‘SMm 

Em  = omUl~—— 
z rx 


-mu?  - ■ 

2 2 r? 


Soit  en  rempla^ant  par  g RT  : 


2 2g Rt  _ .2  2g R^ 
1 ' 

'1 


u,  - 


u,  - ■ 


ri  r2 

La  conservation  du  moment  cinetique  donne  : 

C = r1ul  = r2u2  (2) 


(1) 


De  (1)  et  (2)  on  tire  : u\ 


1 - 


22Rt  (~-r 


22  J 

1 1 


r,  r, 


r,  r, 


ur  - ' (ri  + ri)  = 2£rt  (ri  * r2 )• 


Soit  ut  = R.| 


2gr2 


I ri(r1  + r2) 
et  symetriquement  u2  = RT 


2g  r] 


lr2(r1  + r2) 

Numeriquement  ul  = 10,16  km  ■ s-1  u2  = 1,62  km -s-1. 
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On  en  deduit  les  supplements  de  vitesse  cherchees  : 

AVj  = Mj-Vj  = 2,42  km  s1 

AV2  = V2  - u2  = 1,47  km  • s_1 . 


Commentaire 


Les  deux  mises  en  marche  des  propulseurs  correspondent  effectivement  a des  augmenta- 
tions de  vitesse  (ul>'Vl  et  V2  > u2 ). 

C’etait  previsible,  car  F ellipse  de  transfert  est  exterieure  a la  premiere  orbite  circulaire  - ce 
qui  correspond  a une  energie  mecanique  plus  elevee  - alors  que  c’est  la  situation  inverse 
pour  la  deuxieme  orbite  circulaire.  J 


Ecart  a la  satellisation  sur  orbite  circulaire 

1.  Un  satellite  decrit  une  orbite  circulaire  de  rayon  r0  autour  du  centre  0 de  La  Terre. 
Celle-ci  a une  masse  M,  et  La  constante  de  gravitation  est  notee  CS. 

Calculer  La  vitesse  V0  du  satellite  ainsi  que  son  energie  mecanique. 

2.  On  suppose  maintenant  qu'un  satellite  a ete  Lance  en  un  point  M0(OM0  = r0 ) avec 

^ Jl 

une  vitesse  V de  module  V0  (calcule  au  1.)  et  teLLe  que  (OM0,  V)  = - - a. 

Determiner  Les  caracteristiques  de  L'orbite  decrite  par  ce  satellite. 

On  rappelle  que  pour  une  trajectoire  elliptique  d'equation  en  coordonnees  polaires 

r = P : 

1 + ecos(0  - 0O) 

C2  cTq  — > 

• Le  parametre p est  defini  selon  p = — (C  = — , o0=  moment  cinetique  en  0). 

• p,  L'excentricite  e,  et  le  demi-grand  axe  a sont  Lies  par  La  reLation  a = P • 

1-e2 

■ 1.  de  <ju’i]  faut  savoir 

• Forces  centrales. 

• Gravitation. 


12.  de  cfu’il  faut  dompreh^re 

1.  Si  le  mouvement  est  circulaire,  il  est  uniforme.  L’ acceleration  est  normale. 
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2.  A l’instant  t = 0,  le  satellite  est  lance  a la  meme  distance  que  precedemment  et  le 

module  de  sa  vitesse  est  le  meme,  done  F energie  mecanique  garde  la  meme  valeur  : elle 

^ > 

est  negative,  et  la  trajectoire  est  elliptique  dans  le  plan  defini  par  OM0  et  V0.  Le 
moment  cinetique  est  modifie,  ce  qui  donne  la  nouvelle  valeur  du  parametre  p. 

3.  Solution 


D’apres  le  theoreme  du  centre  d’inertie  du  satellite  de  masse  m 


mk  = fee 


u 


or  A = 


v0% 

U 


,,  . v0^ 

d ou  —m — = 

ro 


r 


et 


V0  = 


(1) 


T),  . ,,  . „ ‘SMm  1 ,T2 

L energie  mecanique  s ecrit  Em  = 1-  - mV0  . 

V r\  £ 


Soit  encore  E,„  = 


l^M  m 

2 rn 


\mVl  = -Ec 


Commentaire 


On  trouve  bien  evidemment  une  energie  negative  caracteristique  d’un  etat  lie  (le  satellite  est 
sur  orbite,  il  ne  peut  partir  a l’infini). 

2.  Le  satellite  a toujours  la  meme  energie  mecanique  (memes  valeurs  de  r0  et  V0  ). 

— > ^ 

Cette  energie  est  negative.  On  a done  toujours  un  etat  lie.  Mais  V0  nest  plus  perpen- 
> 

diculaire  a OM0,  la  trajectoire  est  done  une  ellipse. 

La  force  de  gravitation  est  une  force  centrale.  II  y a conservation  du  moment  cinetique 

— > d0o 

Co  d’apres  le  theoreme  du  moment  cinetique  : — jj-  = Mf/Q  = 0 , 


C = — est  une  constante  dite  constante  des  aires. 
m 


Ici  0O  = mr0 V0cosa; 
C = r0V0c os  a. 

0rp  = Sa’  d’odp  = 


roVflCOS2a  roVflCOS2a 


W 


p = r0cos2a 
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• Determinons  maintenant  le  demi-grand  axe  a de  Fellipse. 


Pour  un  satellite  decrivant  une  orbite  elliptique,  Em 


‘SMm 
2 a 


En  identifiant  avec  Fexpression  de  l’energie  mecanique  obtenue  au  1.  et  toujours  valable  : 


Et  en  reprenant  F equation  de  Fellipse,  on  obtient : 


i Tiivim 

"2  r„ 


2 a 


pour  le  perigee 
soit  rP  + rA 

Soit  1 - e2  = 


P 


1+e 
cos2  a. 


pourl’apogee  rA 

+ _P_  = 2 p 

1-e  1-e2 


= _P_ 

1-e 

(expression  fournie  par  Fenonce). 


a 

L’excentricite  etant  positive,  e = | sin  a| . 


Commentaire 


On  retrouve  bien  dans  le  cas  du  cercle  e = 0 pour  a = 0 
Pour  situer  les  axes  de  Fellipse  par  rapport  a la 
direction  OM0  du  point  de  lancement,  on  peut 
remarquer  que  les  seuls  points  de  Fellipse  a la  dis- 
tance a d’un  foyer  sont  les  extremites  du  petit  axe  : 

(a2  = b1  + c2). 

Et  qu’en  ces  points,  la  tangente  a Fellipse  est  paral- 
lele  au  grand  axe  : la  direction  du  grand  axe  est 
— ^ 

done  la  parallele  enOa  V0,  ce  qui  permet  de  cons- 
truire  les  axes  de  Fellipse  cherchee  a partir  de 


M0 

/ b 

V a 

c F / 

OX//V0 
M0H 1 OX 
HP  = HA  = rQ 
P : perigee 
A : apogee 
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Comete  quasi-parabolique  de  1843 

La  Terre  decrit  autour  du  SoLeil  - de  centre  S - une  orbite  pratiquement  circuLaire  de 
rayon  o0  = 1,5  • 108  km,  a La  vitesse  VT  = 30  km  • s-1. 

En  1843,  une  comete  (c€)  est  passee  extremement  pres  du  SoLeil : distance  au  peri- 
heLie  SP  = d = 6,1  ■ 10~1 * 3 *a0. 

1.  En  considerant  que  L'orbite  de  (<€)  est  parabolique,  calcuLer  la  vitesse  maximaLe 
Vmax  de  La  comete. 

2.  Des  mesures  precises  ont  montre  que  L'orbite  de  (c€)  etait  en  fait  une  ellipse 
d'excentricite  e = 1 -x,  avec  x = 9,4  • 10~5  (on  considerera  done  que  x <sc  1 ). 

a.  Jusqu'a  quelle  distance  D la  comete  va-t-elLe  s'eloigner  du  SoLeil  ? Evaluer  sa 
vitesse  a cette  distance. 

b.  En  quelle  annee  reviendra-t-elle  ? 

Rappel : pour  une  trajectoire  elliptique,  on  a a = ^ (p  = parametre  de  I'ellipse) 

1 - eL 

e = excentricite  ; a = demi-grand  axe). 

c.  Estimer  L'incertitude  reLative  commise  sur  la  vaLeur  de  Vmax,  en  adoptant  I'hypo- 
these  du  1.  Conclure. 

1.  de  efu’i]  faut  5aVoir 

• Mouvement  circulaire. 

• Energie  mecanique  et  force  centrale  newtonienne. 

• Troisieme  loi  de  Kepler. 

12.  de  c fu’il  faut  aoinprehdre 

1.  La  constante  K intervenant  dans  l’expression  de  l’energie  potentielle  de  gravitation 
Ep  = - sera  calculee  a partir  des  donnees  concernant  l’orbite  terrestre. 

2.  La  connaissance  de  l’excentricite  e et  de  la  distance  au  perihelie  d = permet 

de  calculer  le  parametre  p de  I’ellipse,  puis  la  distance  a l’aphelie  D : les  caracteristiques 
de  I’ellipse  sont  alors  completement  connues...  La  date  de  son  retour  pourra  se 
deduire  simplement  de  la  3e  loi  de  Kepler,  en  comparant  la  periode  T de  la  comete  a la 
periode  T0  de  la  Terre. . . 

■ 3).  Solution 

1 . La  comete  est  essentiellement  soumise  a la  force  attractive  due  a son  interaction  gra- 

vitationnelle  avec  le  Soleil : 

njK-) 

F = -—^u  (r  = SM,  et  K = <SMs). 
r2 
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La  trajectoire  etant  parabolique,  l’energie  mecanique 
de  la  comete  est  nulle,  soit : 

Em  = 0 = Ec  + Ep  = irnV2-^. 

On  a done  : V2  = — • 
r 

Et  la  vitesse  est  maximale  pour  r minimal,  e’est-a-dire 
lorsque  la  comete  passe  au  point  P de  sa  trajectoire 
(r  = SP  = d). 


Finalement  on  a : Vmax 


(1) 


Pour  calculer  le  coefficient  K,  il  suffit  d’ exprimer  que  la  Terre  de  masse  Mx  decrit, 
autour  du  Soleil,  une  orbite  pratiquement  circulaire  de  rayon  a0,  a la  vitesse  Vx  (mou- 
vement  circulaire  uniforme).  On  a done  : 


celle  a l’aphelie  (point  A : 0 = it)  : rA  = ■ 


La  distance  D cherchee  correspond  done  au  point  A : D 
Le  parametre  p se  deduit  de  SP  = d - -----  ■ 

On  a done  : D = + e 

1 - e 


or  e - 1 - x,  avec  x « 1 
Application  numerique : 


P 

1-e 


D = 130a, 


o 


D # 19,5  • 109  km. 


Chapitre  5 - Mecanique  2 (265 


Exercice  513 


Exercice  513 


2.  b.  Pour  calculer  la  vitesse  de  la  comete  a cette  distance,  remarquons  que  perihelie  et 
aphelie  sont  les  deux  points  de  la  trajectoire  oil  la  vitesse  est  orthogonale  au  rayon  vec- 
teur.  La  conservation  du  moment  cinetique  donne,  en  exprimant  en  ces  deux  points  la 
constante  C de  la  loi  des  aires  : 


C = Vp  d = VaD 


La  trajectoire  elliptique  ayant  une  excentricite  proche  de  1,  il  est  possible  de  substituer 
a la  vraie  valeur  de  V celle  calculee  au  1.  dans  le  cas  de  la  trajectoire  parabolique. 

Avec  cette  approximation,  on  obtient : 


vA#5vmax#vT-A/^ 


d 0 

T 


Application  numerique  : VA  = 25,5  m ■ s_1. 


Point  cours 

La  periode  T se  deduit  de  la  troisieme  loi  de  Kepler.  Pour  des  « satellites  » (de  masse  m) 
du  Soleil  (de  masse  Ms),  on  a (pour  des  etats  lies : orbites  circulates  ou  elliptiques) : 
T2  47t2 

— = — (a  : demi-grand  axe  ; ‘S  : constante  de  gravitation). 

a3  cS(Ms+m) 

T2  4TT2  47t2 


Et  dans  le  cas  oil  m <K  M( 


K 


Appliquons  cette  derniere  relation  a la  comete  (sur  sa  trajectoire  elliptique)  et  a la  Terre 
(sur  sa  trajectoire  quasi  circulaire)  : 

T2  _ To  _ 47t2 
D + d\3  ~ S ~ K ' 


2 P 


|V  . rp  „ {D  + dV'2 

D ou  T = Tn|  — I 


2 Clr, 


2 u — D + d 


or  D + d 


soit 


, 2 d^-  = 2^- 

1 - e 1 + e 1 - e2  1 - e2  1 - e 


J^  + JL 


2 d 
x 


T = T, 


d V/2 


x ■ a. 


Application  numerique : T = 523T0  = 523  ans. 
Son  retour  aura  done  lieu,  en  principe,  en  2366  ! 
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2.  c.  Dans  l’hypothese  d’une  trajectoire  parabolique  (e  = 1),  on  aurait : 


— = -mV2 
d 2 


(Em  = 0 = Ec  + Ep). 


Pour  la  trajectoire  reelle  (ellipse  d’excentricite  e = 1 - x avec  x « 1 ),  il  vient : 


E^  = E'  + Ep  = - (a  : demi-grand  axe) 

Or  on  a etabli  (cf.  2.  b.)  que  a = -----  = - d’ou  : 


K +e;  - 

mK 


mKx 
2d  ' 


Au  perihelie  (point  P)  : E'  = — — =>  E'  (P) 


mK  ( x\ 

~d  l ~ir 


Soit  une  vitesse  maximale  telle  que  -mvf„  = 1 - - 

M 2 max  d \ 2 

La  valeur  reelle  est  reliee  a la  valeur  approchee  Vmax  selon  : 

v'2  = V2  fl  -- 

max  maxi  2 

et  en  tenant  compte  du  fait  x « 1 : V^ax  « Vmax^l  - ^ ). 

Soit  en  valeur  relative  : 


V - V'  v 

max  max  „ A. 

; # - 

V 4 


2,4  • 10-5. 


L’ approximation  faite  en  2.  a.  pour  calculer  la  vitesse  de  la  comete  a l’aphelie  s’en 
trouve  ainsi  justifiee  (on  a confondu  avec  Vmax ). 


Trajectoires  de  meteorites 


Un  point  materiel  P de  masse  m est  soumis  a 
L'interaction  d'une  boule  de  centre  F et  de 
rayon  R.  Cette  interaction  est  caracterisee 
par  une  energie  potentielle  : 

Ep  = -~r  (K>0,  r = FP). 


On  suppose  que  La  boule  reste  fixe  dans  un  referentiel  91  galileen  de  centre  F,  refe- 
rentiel  dans  lequel  s'effectuera  L'etude  qui  suit. 

v > 

A L'instant  initial,  la  particule  est  a L'infini,  elle  est  animee  d'une  vitesse  V0  et  pre- 
sente un  « parametre  d'impact  » b (cf.  figure  ci-dessus). 


Chapitre  5 - Mecanique  2 (267 


Exercice  5i4 


Exercice  514 


1.  Donner  La  condition  pour  que  Le  point  materieL  P evite  La  bouLe.  Commenter. 


2.  Determiner  L'equation  de  La  trajectoire  de  P,  et  retrouver  Le  resuLtat  precedent. 

Dans  toute  cette  etude,  on  pourra  poser  ri  = — *-■ 

mM^b 

Rappels:  La  trajectoire  de  La  conique  peut  s'ecrire  £ = 1 + 6005(0-0!)  ou 


p = — (L0  moment  cinetique  en  F).  Son  energie  mecanique  Em  est  reLiee  a L'excen- 
m K 


tririte  e par  L'expression  : 


m Kj, 
2Lr 


Em  - '—r(ez  - 1). 


1.  de  <^u’i]  faut  sav oir 

Points  de  cours 

• Forces  centrales. 

• Formules  de  Binet. 

• Lois  de  conservation  - constante  du  mouvement. 

Outil  mathematique 

• Hyperbole  (parametre,  foyer,  excentricite. . . ). 

■ 2.  C!e  cfu’il  faut  dotopren^Pe 

1.  L’interaction  masse  m-boule  est  attractive,  et  la  trajectoire  hyperbolique  (potentiel 
du  type  newtonien  en  — ) entoure  le  centre  attracteur  F.  Pour  que  P evite  la  boule,  il 
est  done  necessaire  (mais  evidemment  pas  suffisant)  que  le  parametre  d’impact  b soit 
superieur  a R,  rayon  de  la  boule. 

D’autre  part,  pour  b fixe  (superieur  a R),  si  V0  tend  vers  « l’infini  »,  la  trajectoire  est 
« rectiligne  » et  rmin  = b,  etsiV0  est  nulle  la  trajectoire  devient  une  droite  « passant  » 
par  F et  rmin  = 0 : ainsi  pour  0 < V0  < on  a 0 < rm  < b ; il  existe  done  une  valeur 
limite  V01  (a  b fixe  > R ) telle  que  pour  V0  > V01(b),  la  particule  ne  rencontre  pas  la 
boule. 

2.  Il  faut  determiner  les  valeurs  de  p et  e (parametre  et  excentricite  de  l’hyperbole) 
ainsi  que  la  valeur  0j  de  0 definissant  la  position  de  l’axe  de  l’hyperbole.  p et  e s’expri- 
ment  a l’aide  de  formules  du  cours  faisant  intervenir  les  grandeurs  L0  (moment  cine- 
tique) et  E.  0j  sera  defini  a partir  de  la  position  initiale  de  la  particule. 

03.  Solution 

i. 

Point  methode 

Il  ne  s’agit  pas  ici  de  determiner  l’equation  de  la  trajectoire  (objet  de  la  question  2.) 
mais  plutot  de  deduire  la  condition  cherchee  des  lois  de  conservation. 
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II  faudra  done  traduire  : 

1 K 

- la  loi  de  conservation  de  l’energie  mecanique  Em  = -mV2 ; 

->  2 r 

- et  celle  du  moment  cinetique  en  F note  L . 

Si  l’on  designe  par  P,  le  point  de  la  trajec- 
toire  le  plus  proche  de  F (et  rm  = FPj ),  il 
suffit  d’ecrire  que  rm  > R pour  que  le  point 

materiel  ne  rencontre  pas  la  boule. 

— > 

Or  en  Pt  la  vitesse  Vj  est  necessairement 
perpendiculaire  a FPj  puisque  r(Pj)  = 0 
(Pj  point  le  plus  proche). 


Calculons  done  rm  : 

^ 

• On  a L ( P j ) = F0  avec 
F = FP  a mV  = mFP  V sinaL 


Or  FPsina  = HP  ■ 


L 


mHP  V fc . 


Pour  la  position  initiale,  HP  = b et 


|| V ||  = V0,  d’ou  : F (P^  = F0  = mbV0k . 
De  plus 

L(P j)  = =>  = bV0  (1) 


La  conservation  de  l’energie  entre  P0  et  P,  se  traduit  par  la  relation  : 

(2) 


\mV> 


K 1 

r - 


Reportons  dans  (2)  la  valeur  de  Vj  tiree  de  (1)  : 

1 b2V20 


-m- 


K 1 ,.2 

= -mV„. 


Soit  encore 


, 2K  , , 

I'm  + -2rm  ~ b 

mV  a 


0. 


D’ou,  en  ne  retenant  que  la  solution  physiquement  acceptable  (rm  > 0) : 

K 


mV 


K 

mV] 


La  condition  cherchee  s’ecrit  alors  r > R,  soit : 


( K 


'■mVI 


+ b2  > R + 


+ b2  (3) 


K 


mV] 


d’ou  b2  > R2  + 


2KR 

mVl 


e’est-a-dire 


b > b i = R 1 + 


2K 

R mVl 


(4) 
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Commentaires 


L’ expression  de  — ne  fait  intervenir  que  la  grandeur  q 


2K 

mRVn 


qui  represente  le  rap- 


port  entre  l’energie  potentielle  |E  | = — j,  pour  r = R,  du  champ  de  force,  et  l’energie 

, (\  i\  ^ 

cinetique  initiale  I -mV0  I : 


K/R 

1 tt2 

-mV„ 


• Pour  q 1 et  a la  limite,  foj  — R : la  particule  n’etant  pratiquement  pas  deviee,  on  a en 
effet,  rm  ~ b et  rm  > R implique  bien  bl  =>  R.  J 

En  conclusion,  la  boule  sera  evitee  (pour  R impose) : 


■ a V0  fixe  pour  : b > b 1 = R 1 + 


2K  _ 
mV\  r’ 


-kb  fixe  pour  : V0  > V0 


2KR 


m(b2  - R2) 


11  faut  evidemment  que  b > R,  sinon  il  y aura  collision,  et  ceci  quelle  que  soit  la  valeur 
de  V0. 

2.  La  trajectoire  est  une  hyperbole  (branche  infinie). 


La  particule  P est  soumise  a un  champ  de  force  attractif  en  - de  centre  F. 


2 } 

0 - -mV0  > 0 d’oit  une  trajectoire  hyperbolique  contournant  le 


Ici,  on  a Em  = E, 

foyer  F (potentiel  attractif). 

L’ equation  de  cette  trajectoire  est  donnee  par : 

- = 1 + ecos(0  - 0,) 
r 

p : parametre  ; e : excentricite  (ici  on  a 
e > 1 : hyperbole). 


avec  p = — soit 
raK 


P = 


mb2V0 


K 


et  e2  = 1 + ■ 


2L„E. 


0 


mK2 


Or  E„ 


2 mV20b20l-mV20 
-mV0  d’ou  e2  = 1 + — 


Finalement 


e2  = 1 + 


fmvib' 2 


V K 


(on  a bien  e2  > 1 ). 
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L’ equation  de  la  trajectoire  s’ecrit  alors  : 

- = 1 + ecos0,  cos0  + esinB,  sin0. 
r 

Pour  0 = 0,  on  doit  avoir  r infini,  d’ou  : l+ecos0!  = O=>ecos0!  = -1. 


D’autrepart:  esin0j  = Je2  - e2cos20j  = Ve2  - 1 

p mVg  b 

Deslors  - = (l-cos0)  + — — — sin0 


mV0b 

K 


(sin0j  > 0). 


K 


( 1 - cos0)r|  + sin0 


avec  l] 


K 


mV20b 


• Retrouvons  le  resultat  de  la  question  1 . A cet  effet,  nous  devons  calculer  rm  qui  cor- 
respond a : 

mb2V  „ 


K 


l+e 


1 + 1=^U. 


_£ 

V K 


Soit  encore  r„ 


mb2Vt 


K 


-1+  . 1 + 


mVgb ' 2 
K 


rmVgb 

{— 


2,  2 


d’ou  r„ 


K 


mV; 


-1+ . 1+ 


(mV20b  2n 


V K 


mVg  l 


K + fJU2  + &2 


Resultat  identique  a (3)  comme  il  se  doit. 

• On  peut  tracer  differentes  trajectoires  obtenues  en  fixant  b et  en  faisant  varier  V0  : 


b 


q(  1 - cos0)  + sin0  avec  q 


K 


mbVn 


D’ou  les  courbes  tracees  sur  ordinateur  : 
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Etoile  double 


Deux  points  materieLs  Ma  et  M2  de  masses  respectives  m1  et  mz  sont  en  interaction 
gravitationneLLe.  On  se  placera  dans  Le  referentieL  2ft,  ici  galileen,  du  centre  de  masse 
G du  systeme  {Ma,  M2}. 


On  notera  r = MjM2  et  v = — (vitesse  caLcuLee  dans  2ft). 


1.  Donner,  en  fonction  de  r (moduLe  de  r ),  v (moduLe  de  v ),  mv  mz  et 'S  (constante 
de  gravitation)  Les  expressions  de  L'energie  mecanique  Em  du  systeme  ainsi  que  de  son 

moment  cinetique  a(G)  au  point  G.  Que  peut-on  dire  de  ces  quantites  ? Commenter. 


2.  On  suppose  que  Les  points  et  M2  decrivent  des  orbites  circulaires  de  centre  G et 
de  rayons  et  R2,  avec  Ra  + R2  = d. 


a.  Determiner  La  periode  orbitaLe  T0  de  chaque  particuLe  en  fonction  de  CS,  d,  m1  et 
m2.  Commenter. 

b.  Donner  egaLement  Les  expressions  des  grandeurs  Em  et  o (G)  en  fonction  de  mv 
mz  et  d. 

c.  Application  numerique  : 

CaLcuLer  T0  pour  Rj  = 2,05  • 1010  m,  R2  = 4,46  • 109  m et  m1  = 1,00  • 1031  kg. 
On  prendra  ‘S  = 6,67  • lO^11  m3  ■ kg^1  • s-2. 


1.  de  cfu’il  faut  ^avoir 

• Forces  centrales. 

• Loi  de  la  gravitation  de  Newton. 


12.  de  <ju’il  faut  dolnprehdre 

1.  Dans  2ft  (referentiel  du  centre  de  masse  G),  chaque  particule  soumise  a Faction  de 
l’autre  particule  subit  une  force  centrale  (dont  le  support  passe  constamment  par  le 
point  G).  II  en  resulte,  dans  le  cas  general,  que  le  mouvement  est  plan  et  suit  la  loi  des 
aires.  Les  forces  etant  d’origine  newtonienne,  les  trajectoires  peuvent  etre  circulaires, 
elliptiques,  paraboliques  ou  hyperboliques  (selon  les  conditions  initiates  et  plus  preci- 
sement  selon  la  valeur  de  l’energie  mecanique  Em) . . . On  remarquera  que  le  systeme  est 
isole  (les  forces  sont  interieures). 

Les  deux  mouvements  circulaires  sont  evidemment  synchrones  (G,  Mp  M2  alignes)  et 
s’effectuent  done  avec  la  meme  periode  T0.  II  suffira  - par  application  de  la  loi  fonda- 
mentale  de  la  dynamique  - de  traduire  que  les  masses  mletm2  decrivent  effectivement 
des  trajectoires  circulaires. 
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3.  Solution 


1.  L’energie  mecanique  - dans  le  referentiel  du  centre  de  masse  2ft  - du  systeme  des 
deux  masses  est  la  somme  de  leurs  energies  cinetiques  et  de  l’energie  potentielle  d’inte- 
raction  gravitationnelle.  Soit : 

Em  = Ec  + EP>  avec  : 

„ 1 -»2  1 -»2 
Ec  = -mlvl  +-m2v2 

(v,  etv2  calculees  dans  8ft) 


et 


ep  = 


(Sml?n2 


On  a avec  r1  = GM(  et  r2  = GM2 : 

(G  : centre  de  masse) 


mlrl  + m2r~>  = 0 


D’oii  r. 


r2~r  i- 

m. 


-r  et  r. 


—m 


2 -> 
r 


(1) 


m j + m2  m1  + m2 

Les  trajectoires  des  particules  Mj  et  M2  sont  homothetiques  dans  2ft.  ^ 
Les  vitesses  vq  et  vq  s’expriment  alors  simplement  en  fonction  de  v = “ : 


m 


D’oii  E, 


-m- 


l ■> 

v 


m1  + m2 
2 


1 

+ -m 
2 


-> 

et  v. 


-m-,  -> 


m 


2 -> 

V. 


mj  + m2 


1 m jffl2  ->2  1 ->2  , . . . 

Er  = v = -uv  : resuitat  classique  ou  it  = 

c 2m1  + m2  2^  M ^ 

reduite.  Finalement : 


E„  = -- 


2«Jj  + 


m,  t 

-<S— 


m1m2 


(2) 


represente  la  masse 


Cette  energie  mecanique  se  conserve  au  corns  du  mouvement,  le  systeme  etant  isole 
dans  le  referentiel  2 ft  galileen. 

^ Point  cours 

En  appliquant  dans  2 ft,  le  theoreme  de  la  puissance  cinetique  au  systeme  des  deux 

dE 

£ = ®.  + 

^ J mt  T J ext' 


masses,  on  a : 


Id  2ftext  = 0 (systeme  globalement  isole) 

5W  dEn 

et  '■'?  im  = ^ (Ep  defini  plus  haut) 

d’ou  Em  = Ec  + E = cte  (E  : energie  potentielle  interieure). 
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Le  moment  cinetique  en  G,  calcule  dans  <3i,  est  defini  selon  : 


o(G)  = GMl  a mlvl  + GM2  a m2v2  = mlrl  a yl  + m2r2  a v2. 

Soit  avec  mlrl  + m2r2  = 0:a(G)  = m2r2A(v2-vl) 

1 /i\  1 ~ ^ ~ ^ d / ~^v  dr 

et  en  tenant  comp te  de  (1)  et  de  ce  que  v2  - vx  = — (^-r^  = -r~  = v 


0(G) 


)«iffl2  ^ -> 

-r  a v 


+ ;«2 


(3) 


0(G)  = |tr  Ay  constitue  une  constante  du  mouvement  dans  551  (systeme  isole). 


En  effet  le  theoreme  du  moment  cinetique  en  G,  point  fixe  de  551,  s’ecrit : 
- pour  Mj : 


d0i(G)  -» 

= G a/j  ; 


- pour  M2  : 


dr 

d02(G)  ^ 

“dT"  = ^A/2. 


Soit  en  faisant  la  somme  de  ces  deux  equations  : 


d0(G) 
d t 


-> 


-> 


= r,  a/,  + r2  a f2  = (r2  - fj)  a/2  = r a/2  = 0 


(r  et/2  etant  colineaires). 


On  a bien 


do(G) 


dr 

Commentaires 


0 et  done  0(G)  = cste. 


• Les  relations  (2)  et  (3)  nous  montrent  que  l’on  peut  reduire  l’etude  du  mouvement  a celui 
d’une  particule  M de  masse  |i 


mlm2  i , 

— (masse  reduite)  distante  vectoriellement  de  r du 

m j + m2 

point  fixe  G.  On  peut  alors  considerer  quelle  est  soumise  a une  force  centrale  (de  centre  G) 
associee  a l’energie  potentielle  Ep  telle  que  : 

K 


ou  K 


cSm1m2. 


Ce  que  Ton  peut  confirmer  en  remarquant  que  l’on  a egalement : 

d2r  d2iy  -> 

(I-—  = ra2— — ( cf  relation  (1)  entre  r,  et  r2  ). 
d tz  at 2 

. . d2r  cSm1  m2^ 

SOlt  ^=/2  = “ “ =~?U- 

• Le  mouvement  est  plan  (plan  passant  par  G et  perpendiculaire  a 0 (G)  ou  encore  plan 
defini  par  r (0)  et  v (0) ),  dans  le  cas  general. 

• Le  cours  nous  apprend  que  Ton  a un  etat  lie  (orbites  elliptiques,  voire  circulaires)  lorsque 
l’energie  mecanique  est  negative. . . 
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2.  a.  Les  points  Mp  G et  M2  restent  alignes  a tout  instant, 
Mj  et  M2  decrivant  des  orbites  circulaires  de  centre  G et  de 
rayons  respectifs  It,  et  Id,.  On  a alors  pour  M,  : 

vU 

mlal  - j j,  sort  mlal  = — — — u avec  ax  - —u. 


Ri 


v,  ‘S/Hiin, 

d'* oi'  ""'r;  = -j5— 

Notons  CO  la  vitesse  angulaire  de  rotation  de  Mj  (et  done  egalement  de  M2),  il  vient 
Vj  = CORj  (respectivement  v2  = C0R2 ),  d’oii : 


co2Rj 


Hm, 

“d2" 


■ ; de  meme  C02R, 


c§m1 

~dr' 


Soit  en  faisant  la  somme  des  relations  precedentes  (avec  Rt  + R2 


CO 2d  = ‘S  ■ 


d2 


CO 


= + m2>  (4) 


La  periode  (commune)  T0  du  mouvement  de  chaque  particule  est  alors  donnee  par  : 

2k 


Tn 


CO 


d’oii 


2nd312 

JcS(ml  + m2) 


Commentaires 

La  periode  des  mouvements  circulaires  de  et  M2  est  donnee  par  l’expression  : 


2nd3'2 


avec  rf  = Rj  + R2  et  R2 


“Ri- 


JcS(ml  + m2)  "‘2 

Supposons  maintenant  que  m j m2  , deslorsR23>  R2  etd~R2,  de  sorte  que  Fexpres- 

3/2  1 

sion  de  T0  se  reduit  a T0  # 2tcR2  —j=  (independant  de  m2  - tant  que  m2  <3C  m1 ) : 3e  loi 


JC8rnl 

de  Kepler. . . 

2.  b.  • L’energie  mecanique  Em  du  systeme  vaut  alors  : 

1 1 „ ‘Sm.m, 

Em  = -wr^coRj)2  + ^m2(coR2)2 — 

1 „ 2 2 cSm,m2 

Em  = -C02(m1R(  + »z2R2) — 

or  fWjRj  = m2R2  (G  centre  de  masse),  et  d = Rj  + R2,  d’oii : 
i ‘Sm.m, 

Em  = j®  miRid — 


= ^co 


n"‘2 


m,  + m, 


d2 


soit 


1 mxm2 
2ml  + m2 


co  2d2- 


c@m1m2 
' d 
c@m1m2 


Ri  = 


m,  + 


J 
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Ce  resultat  est  conforme  a celui  du  1.  puisque  ||  v || 
valeur  de  CO  (relation  (4)),  il  vient : 


E„  = 


(8m1m 


2d 


l<§mlm2  c@mlm2 
Em  = 2 d d : 

On  a id  (mouvement  drculaire) : 


Ec  = -^EP  et  done  Em  = -Ec. 

De  meme  pour  le  moment  cinetique,  en  notant  k le 
vecteur  unitaire  perpendiculaire  au  plan  des  orbites  : 


cod.  D’autre  part,  en  utilisant  la 
(Em  < 0 : etat  lie). 


-Ml  II ->11 


0(G)  = M- 1| r || || v || A: 


or  r 


1 II  "M 
d et  v 


cod,  d’ou : 


0(G)  = JJ.C0  d2k 


I ‘Sd  f 

0(G)  = m,m2  k 

■'  m1  + m2 


2.  c.  Application  numerique  : 


R 


xv  i 90^ 

On  am,  = m,  — = 1 ■ 1031  — — =>  m,  = 4,60  • 1031  kg. 


R 


4,46 


M- 


T0  = 271- 


(24,96  • 109)2 


6,67-  10-11  ■ 1031(^1  + 


T0  = 4,06  ■ 105  s 


et  T0  = 4,69  jours. 


Conditions  de  satellisation 

Un  satellite  de  masse  m est  Lance  d'un  point  M0  a La  distance  r0  du  centre  0 de  la 
Terre,  avec  une  vitesse  V.  On  note  V0  La  vitesse  de  satellisation  en  orbite  circulaire  de 
rayon  r0. 

1.  La  vitesse  V est  orthogonale  au  rayon  vecteur  OM0.  Determiner  les  caracteristiques 

de  L'orbite  decrite  dans  1'hypothese  ou  il  y a effectivement  satellisation.  Dans  queL 

V ro 

domaine  faut-il  choisir  Le  rapport  p = — pour  qu'il  en  soit  ainsi  ? On  posera  p = — 

''o  et 

ou  RT  est  Le  rayon  de  La  Terre. 

On  rappelle  que  pour  une  trajectoire  elliptique  de  parametre  p,  de  demi-qrand  axe  a, 
d'excentricite  e et  d'energie  mecanique  Em,  on  a (C  designant  La  constante  des  aires)  : 
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(M  = masse  de  La  Terre) 


= II 

P 


p = a-  (1-e2);  Em  = 


‘SMm 
2 a 


2.  La  vitesse  V est  peu  differente  de  V0  : V = V0  ■ (1  + e)  avec  e « 1,  et  fait  un 

petit  angLe  a avec  La  direction  perpendicuLaire  a OM0  (dans  Le  pLan  de  La  trajectoire). 
Determiner  L'expression  approchee  de  L'excentricite  e de  L'orbite  en  fonction  de  a et  e. 

1.  Ce  cpvi’il  faut  sav oir 

• Champ  de  force  centrale  newtonien  - Trajectoires  circulaires  et  elliptiques. 

■ 2.  de  cju ’il  faut  doinpr ehdYe 

1.  II  faut  traduire  que  la  trajectoire  est  elliptique  (etat  lie),  et  qu’elle  ne  rencontre  pas 
la  Terre. 

2.  Pour  e « 1 la  trajectoire  est  elliptique. 

3.  Solution 


1.  D’apres  le  theoreme  du  centre  d’inertie  applique  au  satellite  de  masse  m pour  une 
trajectoire  circulaire  de  rayon  r0  : 

t2 


V 


’TIM  m 


(M  : masse  de  la  Terre). 


mAN  = m~r  = |/g|  = 

, 0 r0 
Soil  r0Vg  = ‘SM.  (1) 

La  vitesse  initiale  etant  perpendiculaire  au  rayon  vecteur,  la  constante  des  aires  vaut 

°o  C2 

C = — = r0V  et  le  parametre  de  la  conique  trajectoire  : p = 


soit  p 


roVl 


P = '0P2 


V 

Et  en  posant  |U  = — : 

'0  

1 tn 

L’energie  mecanique  du  satellite  a pour  valeur  : Em  = -mV2-- 


Pour  une  trajectoire  elliptique  de  demi-grand  axe  a,  on  a : En 

,,  , 1 ’SMm  ‘SM m 

d ou  -mV 2 

2 r0  2 a 

Or  d’apres  (1)  'SM  = r0V20  et : 


iSMffl 
2 a 


2E„ 


= V2  — 2Vn  = 


3oV_o 

a 
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d'°"  "i  = 2-(vJ  = 2->*!  (2) 

or  p = a(l  -e1) 

d’oit  e2  = l-  - = l-  r0p2  x - — — 
a r0 

e 2 = 1 — )J.2(2  — (a2)  = ( 1 — M-2)2 

et  e - |l  -p2|. 

La  trajectoire  est  une  ellipse  si  Em  < 0 soit  alors  : 
V2  < 2Vq 
p2  < 2 

\l<4l  ce  qui  correspond  bien  a e < 1 . 


Commentaire 


La  valeur  limite  p = Jl  correspond  a la  vitesse  de  liberation  pour  la  distance  r0. 

V\  = J2V0  : c’est  la  vitesse  minimale  permettant  d’echapper  a l’attraction  de  la  Terre, 
c’est-a-dire  correspondant  a l’energie  Em  = 0. 


J 


Ecrivons  maintenant  que  cette  ellipse  ne  rencontre  pas  la  Terre  ; il  faut  qu’au  perigee  : 

rP  = r+^>Rr  (e>0) 

1 + e < if  = TT  ■ H2- 


Rt 


Rt 


En  posant  p = -^  et  avec  e - 1 1 - |I2| , il  vient  1 1 — (J.2|  < p|d2  - 1 


R 


= |d>l=>|d2-l<  pp.2  - 1 


• ler  cas : 
V 
V, 


0 


ce  qui  est  toujours  realise  puisque  p = — > 1 . 


• 2e  cas : 

V 

vTR<1 


Rt 


1 -p2  < pp2-  1 soit  p2  > 


P + 1 


Finalement,  il  faut  done  que  : 


P + 1 


< p < Jl 


pour  que  le  satellite  ait  une  trajectoire  elliptique  exterieure  a la  Terre,  de  grand  axe 
OM0,  de  parametre  p,  et  d’excentricite  e calcules  precedemment. 

2.  Avec  les  conditions  donnees,  la  trajectoire  est  toujours  elliptique  : 

P = cy-  = l+  e<  V2. 
vo 

T 

L’ expression  (2)  nous  donne  done  : — = 2-p2  = 2-(l+e)2. 


Comme  V fait  un  angle  a avec  la  direction  perpendiculaire  a OM0,  on  a maintenant : 
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r0  ■ V ■ cosa 


C 

C 

P 

On  obtient  alors  : 


m 


r0V0(l  + e)  cos  a 
C2 

— — = r0(l  + e)2  • cos2a  en  utilisant  (1). 


e2  = 1 - - = 1 - ( 1 + e)2  • cos2a[2  - ( 1 + e)2] 
a 

e 2 = 1-  cos2 a-  (1  +e)2(l  -2e-e2) 
e 2 = 1 - cos2 a ■ [1  - (2e  + e2)2]. 

Si  a est  tres  petit : cos2  a = 1 - sin2  a = 1 - a2 

etavec  8<s;i,  e2  # 1- (1  - a2)(l  - 4e2) 

et  en  supposant  que  8 et  a sont  des  infiniment  petits  du  meme  ordre  : 

e2  # a2  + 4e2 
e # J a2  + 4e2. 


Pour  8 = 0 on  aurait : 


e2  = 1 - cos2  a = sin2  a 
e = | sin  a| . 


|®^  Autre  presentation  du  mouvement  newtonien 

On  considere  un  point  P de  masse  m en  mouvement  dans  un  champ  de  force  centrale. 
L'etude  se  fera  dans  un  referentiel  galileen  d'origine  0,  centre  de  force.  On  notera  : 

->  — * -> 

r = OP,  v vitesse  de  P,  L moment  cinetique  au  point  0,  Ep(r)  energie  potentieLLe 
de  La  particule  et  E son  energie  mecanique. 

■) 

1.  a.  Que  peut-on  dire  de  E et  L ? En  deduire  que  Le  mouvement  est  plan. 

b.  On  repere  La  position  de  P,  dans  ce  pLan,  par  ses  coordonnees  poLaires  r et  0. 

Donner  L'expression  de  L (moduLe  de  L ) en  fonction  notamment  des  variabLes  r et  0 

ou  de  Leurs  derivees.  ^ 

Exprimer  L'energie  cinetique  de  P en  fonction  de  L,  m et  des  variabLes  w = - et  -j—- 

r du 

2.  Le  point  P subit  Le  champ  gravitationneL  d'une  masse  M fixee  en  0. 

a.  Montrer  que  La  trajectoire  de  P verifie  une  equation  differentieLLe  du  type  : 

+ = P2Y  (1) 

ou  p et  y sont  des  constantes  du  mouvement  que  L'on  exprimera  en  fonction  de  m,  L, 
E et  K = M. 
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b.  Montrer  que  L'equation  (1)  est  analogue  a cede  du  mouvement  d'un  oscillateur  harmo- 
nique  non  amorti,  et  que  la  trajectoire  de  P est  une  conique  dont  on  calculera  le  parame- 
tre  p et  L'excentricite  e d'abord  en  fonction  de  (3  ety  et  ensuite  en  fonction  de  m,  K,  L et  E. 

c.  Quel  est  en  fonction  de  (3  le  rayon  rc  d'une  orbite  circulate  ? 

Donner  en  fonction  de  K et  rc  I'energie  associee  a une  telle  orbite. 

1.  de  cfu’il  faut  s&voir 

• Mouvements  a force  centrale. 

• Oscillateur  harmonique  libre  non  amorti. 

■ 2.  de  cfu’il  faut  doinpreh^re 

1.  Resultats  classiques  du  cours. 

2.  a.  L’equation  a etablir  doit  traduire  la  conservation  de  I’energie. 


3.  Solution 


1.  a.  L’energie  mecanique  est  la  somme  de  I’energie  cinetique  et  de  I’energie 
potentielle  : E = ^mv2  + Ep( r) . La  particule  P est  uniquement  soumise  a une  force 

centrale  associee  a I’energie  potentielle  Ep(r).  Le  theoreme  de  la  puissance  cinetique 
s’ecrit  alors : 


dE^ 

df 


(par  definition  de  E ). 


D’ou  Ec  + Ep  = constante  et  E = E0  = constante  = -mv20  + Ep(r0). 

• Le  theoreme  du  moment  cinetique  applique  en  O donne  : 

dL  — > — >  *  * 

— jy  = d/l0(O)  = OMa/  = 0 (la  force  est  centrale). 

^ > — > > ->  ->  > 

D’ou  L = L0  (avec  L0  = OP0  a mv0  non  nul  tant  que  v0  et  OP0  ne  sont  pas  coli- 

neaires).  Dans  le  cas  general,  la  particule  se  deplace  done  dans  un  plan  n passant  par  O 
— ^ ^ — > 

et  perpendiculaire  a L0  (OP0  _L  L0).  Deux  integrates  premieres  du  mouvement  sont 

-)  — > 

fournies  par  les  equations  E = E0  et  L = L0. 

1.  b.  On  aL  = OM  a mv  avec  OM  = rur  et  v = rur+  rftiL 


d’ou  L 


rur  a m(r  ur  + 0we) : 


-> 

L 


. 

mr2Qk 


( k , vecteur  directeur  de  L , est  perpendiculaire  au  plan  jc). 


Nous  avons  L 


-mv 


2 - -m(r2  + r292). 
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Or 

dr 

r " d t 

•*13 

II 

a 

| d0 
r At 

et 

re  = -( 

w\ 

'^w2] 
,m  J 

= 

L 

— w. 

m 

_L  ^.fkw2) 

w 2 d0  \m  J 


L d w 
m d9 


Soit 


Lr_ 

2m 


w2  + 


( dwV" 

IdeJ  . 


2.  a.  L’energie  potentielle  prend  la  forme  E (r)  = 
de  l’energie  mecanique  se  traduit  par  l’equation  : 

p2  r 

2m 

2mK 


‘SnzM 


= -Kw.  La  conservation 


d’ou 


dwY 

deJ 


+ wA 


L2 


■w  = 


w2  + 
2mE 


dwV 

d0j 


- Kw 


L2 


soit  encore 


dwV  f mKY  2;nE  ot2K2  ( mK\2f 

deJ +r_uJ  _ Tr  + lr  " luj  l1' 


2ELY 

mK2  J 


II  vient 


et 


„ m K , 2EL2 

P = — et  y = 1 + 

L2  mK2 


dwY 

d0  J 


+ (w-  P)2  = p2y.  (1) 


2.  b.  Si  l’on  considere  un  oscillateur  harmonique  constitue  par  une  masse  m et  un  ressort 
de  longueur  a vide  10,  de  raideur  k et  de  longueur  x,  la  conservation  de  l’energie  donne  : 

ifflX2  + |l(r-(0)2  = E=$x2  + (Dg(x-l0)2  = ^ (2) 

L’equation  differentielle  en  w(  0)  etablie  au  2.  a.  s’identifie  a (2)  a condition  d’y  faire  co0  = 1 . 
On  a done  w-p  = Acos0  + Bsin9 
ou 


1, 


w = P(1  + ecos(0  - 0j))  = -( 1 + ecos(0  - 0j))  (3) 

Commentaire 

Si  l’on  avait  derive  (1)  par  rapport  a 0 on  aurait  obtenu  : 
d2  w 


d02 


+ w = P dont  la  solution  generate  est  bien  donnee  par  l’expression  (3).. 


dw 


J 


Reportons  l’expression  (3)  dans  (1)  en  remarquant  que  — = -pesin(0-01): 

d0 

P2e2sin2(0  - 0j)  + P2e2cos2(0  - 0j)  = P2y=>e2  = y. 

On  a done  obtenu  : 


1 


P = p et  ^ 


D’ou  les  expressions  fournissant  le  parametre  p et  l’excentricite  e de  la  trajectoire  conique  : 


P = 


mK 


et  e2  = 1 + 


2EL2 

mK2 
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2.  c.  Le  point  P suit  une  orbite  circulaire  si  sa  distance  au  centre  O est  fixe,  ce  qui  implique 
w = constante  et  done  e = 0.  Des  lors,  en  notant  rc  le  rayon  de  la  trajectoire,  il  vient : 


r 


C 


1 

P 


L2  m K2 

et  E = - 

m K 2L2 


(e  = 0) 


soit 


0 Interaction  coulombienne  repulsive 


1.  Une  particule  P de  masse  m est  soumise, 
dans  2ft  galileen,  a une  force  centrale  repulsive 
de  centre  0 fixe  : 


? m ... 

F = — u (K  > 0). 
r 


P r 

b 


Initialement,  La  particule  est  a I'infini  avec  une 

— ^ 

vitesse  V0,  le  parametre  d'impact  est  b (cf.  figure). 


OP  = ru 


z 


x >. 

0 x 


Determiner  la  deviation  subie  par  La  particule  (Les  forces  gravitationnelles  et  de 
pesanteur  sont  negligees  dans  tout  L'exercice). 

Indication  : on  pourra  integrer  - par  rapport  au  temps  - L'equation  vectorielle  tradui- 
sant  La  Loi  fondamentale  de  la  dynamique  pour  La  particule  P,  puis  projeter  sur  les  axes 
Ox  et  Oy. 

Application  : 

La  force  F resulte  d'une  interaction  electrostatique  due  a une  charge  Q fixee  en  0 
(q  Q > 0).  Quelle  vaLeur  K0  doit-on  attribuer  au  coefficient  K ? Que  devient  La  deviation  ? 


2.  On  revient  au  cas  precedent.  La  charge  Q initialement  fixe  etant  maintenant  Libre 
de  se  deplacer  (sa  masse  est  M). 

a.  Que  peut-on  dire  - a partir  des  Lois  de  conservation  - dans  le  cas  particulierement 
simple  ou  m = M ? 


b.  Cas  general  (m  * M)  : 


a)  On  se  place  dans  le  referentiel9tG  du  centre  de  masse  G et  on  note  r'  = GP.  Mon- 


//  u 


trer  que  La  force  F subie  par  P s'ecrit : F = K'-^-  Exprimer  K'  en  fonction  de  K0  et 
du  rapport  Jj. 

P)  Soit  rp'  L'angle  mesurant  La  deviation  de  P dans  9tG.  Montrer  que  L'on  a : 

Kn 


tan 


2, 

v0b 


1 + M 
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y)  En  deduire  une  expression  donnant  tan 9 (9  angLe  de  deviation  de  P dans  2 ft)  en 

fonction  de  9'  et  de  Commenter. 

M 


u.  1 


Solution 

1.  Le  point  materiel  P est  soumis  a une 
force  centrale  repulsive,  le  centre  de  force  _ 

(point  O)  etant  fixe  dans  le  referentiel  V0  ^ ur 
d’etude. 

Le  mouvement  est  done  plan  et  la  tra- 
jectoire  hyperbolique  (O  est  un  foyer). 

Notons  Vj  la  vitesse  apres  interaction  (particule  a l’«  infini  »). 


_0:_v 


o 


V 


k x 


II  y a done  conservation  du  moment  cinetique  o( O),  soit  en  designant  par  k un  vec- 
teur  unitaire  perpendiculaire  au  plan  de  la  trajectoire  : 

o(O)  = OP  a mV  = lim  (OP  a mV). 

« P ->  ~ » 


D’ou 


o(O)  = mV0bk. 


D’autre  part  a(O)  = ru  a m{rur+ rQu^)  = mr2Qk  (u  = ur) 

Soit  r20  = V0b  (1) 

La  conservation  de  Penergie  mecanique  implique  celle  de  l’energie  cinetique  pour  r 
« infini  » (on  est  en  dehors  du  champ  d’interaction  de  la  force). 

D’ou  Vt  = V0  (2) 

— ^ ^ 

La  deviation  de  la  particule  se  mesure  par  l’angle  9 = ( V0 , V' , ) , 9 variant  de  la  valeur  0 

-»  -> 

dV  ur 

a la  valeur  71-9.  Ecrivons  la  loi  fondamentale  de  la  dynamique  : m = m K — ■ 

df  r2 

Integrons  cette  equation  entre  les  etats  limites  « avant  interaction » et  « apres 
interaction  » 


[aPdV  = Kp’  — 

* av  ^ av  T 

-ap  > > 

f dV  = Vj  - V0 

J av 

(■appdf  1 

Jav  r2  V0Wo 


faP  U rdf 


or 


et  avec  (1) 


d0  (d’apres  (1) : = rprdG). 

r2  r20  V0b 


Nous  avons  done  Vx  - V0  = -^7  f i?r(0)  d0. 

\0bJo 
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Projetons  sur  les  axes  Ox  et  O y 
(ur  = - cos0u^.  + sin0M^,)  : 

K 

V0(cos(p-1)  = cos0d0 

V0bJo 

< 

K 

V0sin<p  = 777  sin0d0 
V0oJq 


Soit : 


K 


V0(cos(p  - 1)  = — — r(-sin(p)  =>  sin2 


. ,9  _ K . 9 9 


y0y 


- sin  -f  cos  ■ 
V0b  2 2 


V0  sin  9 


K . .99  K ,9 

— r(l  + COS9)  =>  sin^cos  -T  = — 7 cos2-? 
V0o  2 2 \tlu  2 


Vo  b 


2 2 

Les  deux  equations  sont  evidemment  identiques  et  se  resument  a : 


K 

Vo  b 


(3) 


La  deviation  est  d’autant  plus  forte  que  le  parametre  d’impact  b et  la  vitesse  V0  sont 
faibles  et  que  la  constante  de  force  K est  elevee,  ce  qui  est  coherent. 

Application  : le  champ  de  force  est  le  champ  coulombien  repulsif,  on  a done  : 

F = « 

4jte0r2’ 


2.  a.  Ecrivons  les  lois  de  conservation  de  la  quantite  de  mouvement  et  de  l’energie 
mecanique  du  systeme  des  deux  particules  chargees,  dans  le  referentiel  d’etude  sup- 
pose galileen,  entre  les  etats  « bien  avant  » interaction  et  « bien  apres  » interaction, 
etats  pour  lesquels  les  particules  sont  a l’infini  et  infiniment  distantes  l’une  de  l’autre. 
Dans  ces  etats,  l’energie  mecanique  se  reduit  a l’energie  cinetique.  D’ou  : 


— > ^ > 

mV0  + 0 = mVlJ(ap)  + MVg(ap) 

hnV2o  + 0 = \mVq  (ap)  + iMVQ  (ap). 


— > — > > 

Soit  avec  m = M =>  V0  = V9(ap)  + VQ(ap) 
A „ -,2 


Et  en  eliminant  V0  : 


Vq(ap)  + Vq(ap) 


et  vo  = V^(ap)  + Vq(ap). 
Vq(ap)  + Vq(ap). 


Soit  finalement 


Vq(ap)- Vq(ap)  = 0 


Les  deux  particules  repartent  apres  interaction  dans  des  directions  perpendiculaires 
(resultat  classique  pour  m = M independant  de  la  nature  de  l’interaction). 

2.  b.  a)  Considerons  le  referentiel  du  centre  de  masse  91, G , ce  referentiel  est  en  trans- 
lation par  rapport  au  referentiel  galileen  d’etude  avec  une  vitesse  VG  telle  que  : 
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Vr.  = 


mV0  + 0 
m + M 


•Vr.  = 


m 


m + M 


V0  (VG  = constante) 


On  est  alors  - dans  2 liG  - ramene  au  probleme  precedent  avec  un  centre  de  force  fixe 
place  en  G,  et  une  constante  de  force  d’expression  : 


K' 


qQ 


4mnm\  1 + ^ 


M 


K' 


Kn 


, m 
1 + — 

M 


2.  b.  p)  Dans  ce  meme  referentiel,  la  particule  q va  subir  une  deviation  d’angle  tp' 
donnee  par  la  relation  ( cf  (3))  : 

_ K' 


tan 


V'o  V 


, il  reste  done  a determiner  les  parametres  Vq  et  b' . 


Pour  Vq  , appliquons  la  composition  des  vitesses  dans  le  cas  de  la  translation 


SOit  V0  = Vq  + VG 


Vo  = V0-VG 


77/’  m 7?  M 7? 

et  v°  " v°“^Tmv°  " ^Tmv° 


V'  = -^Vn 
0 m + M 0 


b'  s’obtient  a partir  de  b par  une  formule  barycentrique  identique  a (4). 

M 


d’ou 

Finalement : tan 


b' 


m + M 
K' 


1+£i^ 


i 


i + 


m 

M 


Soit : 
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2.  b.  y)  La  deviation  cherchee  dans  le  refe- 
rential d’etude  (3ie,  oil  initialement  Q est 
immobile  s’obtiendra  aisement  en  compo- 
sant  de  nouveau  les  vitesses.  Apres  interac- 
tion, on  aura  : 

Vq(apres)  = VG  + V[  avec  V{  = V'Q. 
Soit  en  projetant  sur  les  directions  iix  et  tiy : 


ViJ(ap)cos(p  = VG  + VgCos(p' 
V9(ap)sincp  = Vosincp' 


=>  tan(cp) 


Or 


Vg 

Vo 


m 

M 


d’oii  une  deviation  cp  telle  que  : 


sincp' 

^J  + coscp' 


(5) 


tan(cp)  = 


sincp' 


ill  f 

— + coscp 
M 


avec  tan 


j<o_ 

V20b 


Commentaire 


Un  calcul  utilisant  les  relations  entre  sin (p',  cos(p'  et  tan^^-  j donne  apres  simplifications  : 


tancp 


2Ko 
Vo  b 


vW 


M2V  tb2 


/(p'  A Kq 

• Pour  m « M,  on  obtient  tan  — # -r-  ( cf  relation  (4))  et  VG  V0  ce  qui  impli- 

v 2 ) V20b 

ffl 

que  (en  fait  pour  — « coscp  ),  cf  figure,  (p  ~ (p  , soit  finalement : 

tancp  « — 

Vo  b 

comme  il  se  doit.  En  effet,  a la  limite  ou  la  masse  M est  tres  grande  devant  m,  on  pourra 
considerer  en  premiere  approximation  qu’elle  reste  fixe. 

V„ 


■ Pour  m = M,  on  a Vr 


m + M 


V0 

-V0  = y et  V'  = V; 


J 


D’autre  part,  dans  2ftG  MVq  +mV'  = 0 soit,  pour  m = M,  Vq  = -V'  . 
D’oii  le  diagramme  des  vitesses  dans  2 Re  en  se  rappelant  que  V = V'  + VG 
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v'  - v ' - 

vl  q - V1Q  - 2 


OC  = Vn  = 


Vn 


VQ(aP) 


C est  le  milieu  de  AB  et  le  triangle  OAB  est  rectangle  en  O (OC  = BC  = CA),  on  a 

71 

done,  dans  ce  cas  particulier,  un  angle  de  - entre  les  deux  directions  de  vol  des  parti- 
cules  apres  interaction. 


Meteore  traversant  un  nuage  peu  dense 

Une  particule  M de  masse  m est  soumise  a un  champ  gravitationneL  central  ‘S  (de 
centre  0)  tel  que  : 


r 

c€(r)  = - K-  pour  r>  R 
r 


. r 


'S(r)  = ~K—  pour  r<  R 


■ avec  r - 0M  et  r - ||r  || , K > 0. 


1.  A un  instant  t0,  la  particule  se  trouve  en  un  point  M0 
(OM0  = R)  et  sa  vitesse  fait  un  angle  a avec  le  rayon  vecteur 


OM0.  On  prendra  0 < a < | et  V0(=  ||v^||)  < M(  ■ 


2K 
R ‘ 


• Mo^'a 


On  posera  r) 


a.  A quoi  correspond  la  condition  V0  < 

b.  Caracteriser  La  trajectoire  suivie  par  La  particule  tant  que  r reste  superieur  a R. 

On  rappelle  que  pour  une  trajectoire  elliptique  d'equation  polaire  - = 1 + ecos(0  - 0a), 
on  a : 

C2  -> 

p - — (ou  mC  = L0  avec  L0  moment  cinetique  en  0). 

K 

a = i p 2 (a  = demi-grand  axe  de  1'ellipse). 
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Dessiner  quelques  trajectoires  (prendre  par  exemple  r)  = 0,9  et 
a = {0,5  ; 0,8  ; 1,0}). 


2.  La  particuLe  se  trouve  en  un  point  1%  (01%  = R)  et  sa 
vitesse  , de  module  V0,  est  maintenant  orientee  de  te He 

faqon  que  (V^,  Ma0)  = (3  avec  0 < (3  < ^ - 


a.  Determiner  la  nature  de  la  trajectoire  suivie  pour  la  par- 
ticule  tant  que  r reste  inferieur  a R. 

b.  On  peut  montrer  que  la  particule  recoupe  le  cercle  de 


centre  0 et  de  rayon  R en  un  point  tel  que  (01%,  01%  ) 

2 r) 2 si  n 2 (3 


tan  \|/  = 


1 + 2r\  2cos  2 (3 


Verifier  la  coherence  de  cette  expression. 


\|/  avec 


3.  On  se  replace  dans  les  conditions  du  1.  Decrire  le  mouvement  ulterieur  de  la  particule. 
Tracer  la  trajectoire  pour  r)  = 0,9  et  a = 0,5  rad. 


Solution 


1.  a.  La  particule  M se  deplace  dans  le  champ  cfi( r)  = -K 
II  lui  est  associe  une  energie  potentielle  E = - : 


La  conservation  de  l’energie  lors  du  mouvement  s’ecrit : 
E„  = jmV2  + Ep(r)  = E, 


+ Ep(r0). 


Or  la  force  est  centrale  attractive  et  de  type  newtonien.  La  trajectoire  reste  a distance 
finie  (etat  lie)  pour  E0  < 0 soit  pour  : 


1 .,2  m K , 

-mVn < 0 

2 0 R 


V2<^ 

V°<  R - 


2 2 
• Vo  < V2f. 


La  condition  V0  < V{  traduit  done  que  la  trajectoire  restera  bornee  (trajectoire  elliptique). 

1.  b.  D’apres  ce  qui  precede,  on  obtiendra  done  une  portion  d’ ellipse  d’equation  polaire 
p 

1 = 1 + ecos(0  - 0 j ) , oil  p et  e represented  le  parametre  et  l’excentricite  de  l’ellipse 


(grandeurs  prises  positives). 


C2 


D’apres  le  cours,  on  a p - — ou  C est  la  constante  des  aires. 

K 


c 

Et 


RV0sina  (C  = OM0  a V0  ) =>  p 


R2V0sin2a 
K ' 


— = 2 

^voV  ■ 2 

— sm-a 

R 

sVj 
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Le  demi-grand  axe  a s’obtient  par  En 


m K 
2 a 


soit : 


1 , t2  mK 


Soit 


d’ou 


2 

2 2 

v«-v2 


V 


:mVo- 

R_ 

2a 


R 


m K 

2rt 


1 Tr2  1 


1 ,r2fR 


mV„--mV<  = — mV 


\2fl 


R 

et  a = — ■ 
2 


1 - 


1 


R 2(1  — T)2) 


V0A2 

V, 


(2) 


L’excentricite  de  l’ellipse  trajectoire  est  alors  fournie  par  l’expression  a = 


1 - e2 


soit  e2  = 1 — - 
a 

e2  = 1 - 


2ri2sin2a 
1 

2(1 -ri2) 


et 


e = Vl  -4ri2(l  - ri2)sm2 


a 


Enfin,  determinons  l’angle  tp  definissant  la 
position  du  grand  axe  de  l’ellipse  (dont  le 
perigee  se  situe  a l’interieur  du  cercle  de 
centre  O et  de  rayon  R.)  la  trajectoire  a 
pour  equation,  en  coordonnees  polaires, 
- = l + ecos0  (dans  un  premier  temps, 

avec  les  conventions  adoptees  (cf.  figure) 
9 augmente. 


(3) 


/\a- 


\ V\ 

-> 

<8>  «z 


D’ou 


soit 


- = 1 + ecos(7t  - <p)  =>  costp 
R 


R 


costp 


] - 2r)2sin2a 


Jl  -4r)2(l  -r(2)sin2 


a 


Donnons  quelques  trajectoires  pour  q = 0,9  : 

E , 


a = 0,5 


a = 0,8 


a = 1,0 


(0  = 7t  - <p) 

(4) 
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Ktfl  -> 

2.  a.  La  particule  M est  soumise  a la  force  F = - r (oscillateur  harmonique  spa- 
tial de  centre  O).  L’equation  de  son  mouvement  est  donnee  par  : 


Km-> 

It3" r 


d2r  K ■»  -» 

soit  — - + — r = 0 . 
df2  R3 


Posons  Q.~  - — (Q.  n’est  autre  que  la  pulsation  angulaire  du  mouvement  circulaire 

d2r  2^ 

de  rayon  R...),  il  vient + £20  = 0.  (5) 

df2 


La  trajectoire  decrite  par  la  particule  est  plane  (force  centrale,  plan  defini  par  OMj  et 
— > 

Vj ) : c’est  un  arc  d’ellipse  de  centre  O : en  choisissant  pour  axes  OX  et  OY  les  axes  prin- 
cipaux  de  cette  ellipse,  l’equation  (5)  donne,  en  projection  : 


2.  b.  La  particule  ressortira  du  disque  de  centre  O et  de  rayon  R au  point  Mj  symetri- 
que  de  par  rapport  a l’axe  OY.  Le  rayon  vecteur  r aura  alors  tourne  d’un  angle 

\|/  = n-2e.  D’apres  le  texte,  on  a : 


tan\)/  = - ■ 


2ri2sin2(3 


1 + 2ri2cos2p 
Verifions  la  coherence  de  cette  expression. 


-pourp  = 0,  la  particule  quitterait  le  disque  au 
point  Mj  diametralement  oppose,  ce  qui  impose 
\|/  = n pour  P = 0 en  accord  avec  (6). 


(6) 


/ \|/  = JC 

■V1'/ 

o 


1 2 /77  Jv 

- Pour  V0  suffisamment  grand  ( - m V0  » — — , 

2 R 

soit  T|2  » 1),  la  particule  presente  un  deplace- 
ment quasi  rectiligne.  Elle  ressort  en  Mj  tels  que 
\|/  = 7t-2p  (coherent  avec  (6)). 
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- Pour  (3  = - la  trajectoire  a pour  equations 
parametriques : 

X = RcosQf 
Vn 

Y = 

Cette  trajectoire  est  effectivement  interieure  au 
V0 

disque  de  rayon  R pour  — < R,  c’est-a-dire 


v: 


2 v: 


K/R3 


< R2  =>  —f  < 1 =>  2q2  < 1. 


Y A 


v ; 


On  doit  done  avoir  \)/  — > n pour  (3  — > - quand  2r| 2 < 1 ce  qui  est  egalement  verifie. 


3.  Dans  un  premier  temps,  la  particule 

decrit  Pare  M0EMj  de  l’ellipse  de  foyer  O 
caracterisee  au  1.  b.  Elle  revient  sur  le  cercle 
de  rayon  R en  un  point  symetrique  de 
M0  par  rapport  a l’axe  OE  de  cette  ellipse.  La 
conservation  de  l’energie  implique  (puisque 
de  plus  OMj  = OM0  = R et  done 
Ep(Mj)  = E (M0) ) : 


Vi  = v0. 


((3  = a). 
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La  particule  ressort  en  MJ  avec  une  vitesse  V,  telle  que  V(  = V0  (conservation 

de  l’energie)  et  (OM(  , V(  ) = a (conservation  du  moment  cinetique).  On  est  alors 
ramene  a la  meme  situation  qu’en  M0,  la  particule  redecrivant  un  arc  d’ellipse  de  foyer 
O obtenu  a partir  de  l’arc  MqEMj  par  une  rotation  d’ angle  A = 2cp  + t|i. 

D’ou  le  dessin : 


Marees 


1.  On  considere  deux  masses  et  M 2(m2)  formant  un  systeme  isole  en  inte- 

raction gravitationneLLe.  Elies  decrivent  des  trajectoires  circulaires  (autour  de  Leur 
centre  de  masse  G)  dans  un  referentiel  galileen  9tG.  On  a = D = cte. 

On  appelle  91'  Le  referentiel  en  translation  centre  sur  Ma.  On  etudie  dans  9t'  Le  mou- 
vement  d'une  particule  de  masse  m dont  on  suppose  qu'elle  ne  perturbe  pas  Le  sys- 
teme (Mj,  M2). 

a.  Montrer  que  La  Loi  fondamentale  de  la  dynamique  appliquee  dans  91',  a La  masse 


m,  s'ecrit : ma' 


avec  r 


cSm1mr  ■> 

— + m8G 


m(G:  + 8G) 


MaM,  Le  point  M designant  La  masse  m. 

■) 

On  montrera  que  Le  terme  « perturbateur  » 8G  qui  tient  compte  de  La  presence  du 
corps  M2  peut  se  mettre  sous  La  forme  : 


56  = ~o^r  - 


Dans  Le  cas  ou  L'on  a r « D,  montrer  que  La  fonction  vectorielle  F s'ecrit  au  premier 


ordre  en 


F = 3u| u ■ - 


->  r 


y 

r 


* M,M, 
(u  = —!—?). 
v MtM2' 
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b.  Application  numerique  : 

CalcuLer  la  vaLeur  du  rapport  pour  -5-  » 1,66  • lCrt2  (D  = distance  Terre-Lune, 

M 

m2 

rmax  = Rt  rayon  de  La  Terre)  et  — = 1,22  • 10~2  (rapport  des  masses  de  la  Lune  (m2) 
et  de  La  Terre  (ma)).  1 


2.  Approche  simplifiee  du  phenomene  des  marees.  La  Terre  est  assimiLee  a une 
boule  rigide  de  centre  T et  de  rayon  RT  recouverte  sous  une  faibLe  epaisseur  par  de 
L'eau.  II  s'agit  de  determiner  la  forme  de  La  surface  Libre  en  tenant  compte  de  La  seule 
influence  de  La  Lune.  On  fera  done  Les  hypotheses  suivantes  : 

• Le  systeme  Terre-Lune  est  isole,  et  La  distance  D separant  La  Terre  de  La  Lune  est 
constante  (la  Lune  est  assimiLee  a un  point  materiel  de  masse  mL,  et  on  note  mT  la 
masse  de  La  Terre)  ; 

• une  masse  8m  de  fluide  est  soumise  a I'attraction  terrestre,  a ceLLe  de  La  Lune  ainsi 
qu'aux  forces  de  pression  de  resultante  8 fp  teLLe  que 

5 7P  = grad  P 

Po 

p0  = masse  volumique  invariable  de  L'eau  supposee  incompressible). 

a.  On  se  place  dans  Le  referentieL  91'  centre  en  T et  en  translation  par  rapport  au 
referentieL  galileen  du  centre  de  masse  du  systeme  Terre-Lune.  Donner  l'equation  tra- 
duisant  I'equilibre  de  la  masse  8 m dans  91'.  On  utilisera  les  resultats  du  1. 

b.  On  suppose  que  L'eau  est  en  « equilibre  a chaque  instant  » et  que  L'on  peut  appli- 
quer  Le  resultat  precedent. 

a)  Montrer  que  La  force  perturbatrice  Liee  a La  Lune  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 

8/l  = -Smgrad  VP(  r). 

On  exprimera  VP  en  fonction  de  g,  mL,  D, 

r - TM  (Le  point  M repere  la  particule  fluide) 

— ^ ^ 

et  de  L'angle  rp  = (TL,  TM). 

Indication  : on  pourra  projeter  8 fL  sur  Les 
axes  cartesiens  Tx,  Ty,  T z (uz  II  TL). 

P)  En  deduire  que  La  surface  Libre  est  associee  a L'equation  : 

‘Sm  T 

Vila's)  + Vp(rs,  rp)  = cste  ou  Va(rs)  = - — • 

rs 

y)  Montrer  aLors  que  La  variation  s(<p)  du  niveau  de  L'eau  (par  rapport  a une  Terre 
sans  Lune)  s'exprime  sous  La  forme  : 


s 


n4 

impRl 

2mTD3 


(3cos2rp-  1). 
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A cet  effet,  on  notera  rs(<p)  = R-f  +s(<p)  (R(  rayon  d'une  Terre  spherique  recou- 
verte  d'une  epaisseur  d'eau  uniforme  : Rj  = RT ) et  on  utilisera  Le  resultat  du  2.  b.  (3). 


m,  cRT\3 


Iff  I ( INT  \ 

On  tiendra  compte  de  ce  que  : — I — ] «1. 


8)  Application  numerique. 

Donner  dans  ce  cadre  d'hypotheses  : 

• la  hauteur/?  du  marnage  (difference  entre  le  niveau  le  plus  haut  et  le  niveau  le  plus 
bas)  pour  un  point  situe  dans  le  plan  equatorial  (on  supposera  que  la  Lune  reste  dans 
ce  plan).  On  prendra  RT  = 6,4  • 103  km  ; 

• I'intervalle  de  temps  separant  deux  marees  hautes  consecutives  (on  considerera  que 
la  Lune  a dans  2ft'  une  trajectoire  circulate  autour  de  T de  periode  TL  = 28  jours). 
Commenter  les  resultats  obtenus. 


Solution 


1.  a.  Le  systeme  MjM,  forme  un  systeme  isole  en 
interaction  gravitationnelle. 

La  distance  M:M2  etant  invariable  (MtM2  = D),  les 
masses  ml  et  m2  decrivent,  dans  le  referentiel  2 ftG  du 
centre  de  masse,  des  cercles  centres  en  G. 


On  a done,  dans  2ftG  : mla( Mj) 


cSmlm2^> 

1 — u . 

D2 


• On  etudie  maintenant  le  mouvement  d’une  masse  m 
m « ml  et  m « m2)  dans  le  referentiel  2 ft'  en 
translation  circulaire  par  rapport  a 2ftG. 


Ce  referentiel  2ft'  n’ etant  pas  galileen,  il  est  necessaire  d’introduire  la  force  d’inertie 

->  ^ c@mm2 _> 

d’entrainement  fie  = -ma(M1)  = "m  . 


Appliquons  la  loi  fondamentale  de  la  dynamique  a la  masse  m situee  en  M 

> 

(r  = MjM) , en  tenant  compte  des  forces  de  gravitation  exercees  sur  m par  M2  et  M2 : 


^Smm 2r  M,M  -> 

ma'  = — - — - + f-. 

r3  2M2M3  Jlt 


Soit  ma ' = 


mm-j 


mGj 


m2m 

2m2m3 


- cSmm2-^~ 

2d2 


nb  G 


D’oii : 8G  = m , 


m2m  Z 


m2m3  d2 
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or 


Et 


M2M  = MjM  - 


■MjMj  = r 


Dm. 


8G  = 


r ■ 


Dm 


r - Du 


u 

D2 


Mi  ry\  <p 


M 


u 


D 


M, 


Soit  encore : 8G 


'Sm, 


D2 


-» 
- u 


(1) 


Le  champ  perturbateur  est  bien  de  la  forme  8G  = 


<S 


d2  Id 


F 5 = 


-> 

->  r 

u 

D 


u 


(2) 


avec : 


Supposons  maintenant  que  r « D,  et  developpons  F expression  (2)  au  premier  ordre 
en  — ■ Des  lors  : 


1 


Et 


-> 

->  r 

U~D 

-> 

->  r 

u 

D 


-» 

->  r 

u 

D 


-K  2 -3/2 

r \ 


D 


1 + 


3 ur 
~D~ 


-> 
u . 


Soit  fmalement 


# 3w 


r 

D 


(3). 


A cette  approximation,  le  champ  perturbateur  s’ecrit : 


8G 


cSm2 

"d^ 


[3« (u  r ) - r] 


(4) 


1.  b.  On  a ||sg|| 


IsgII 


II  "~^ll 

D’oii  ||8G||  max 


<S»J,  [- 

D3  ^ 

+ 9(m  r ) - 

6 (ur  ) 

C§m2  r— 

+ 3r2cos2(p. 

-C4.  |d(j|max  D3 

D3  2 ' 

" II— >11 

lGi| 

‘Sm  j 

r2 


M, 
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Application  numerique : 

2 • 1,22  ■ 10-2  x ( 1,66  • 10-2)3  = 1,12  • 1(H. 


IIsgI 

max 

R 

On  a bien  ||8G||max  « et  l’influence  de  M2  sur  le  mouvement  dans  2 It'  de  la 
masse  m peut  effectivement  etre  traitee  en  terme  de  perturbation. 

2.  a.  Le  systeme  M , et  M2  de  la  premiere  question  est  ici  remplace  par  le  systeme  Terre- 
Lune.  La  masse  8 m joue  le  role  de  m.  Elle  sera  en  equilibre  dans  2 li'  (repere  en  trans- 
lation lie  a la  Terre)  si  la  resultante  des  forces  appliquees  est  nulle,  soit  en  tenant  compte 
des  resultats  du  1.) : 


0 = 8/  + 8m(G[  + 8G). 


Soit : 


0 = - —grad  P + Gj  + 8G 

Po 


(5) 


Avec  Gj  = - 


^Snijr 


\ — ^ -a  -4 

(r  = TM)  et  8G  # [3m  (ur  ) - r ] 


oil  TL  = D u . 


D’ou  Ton  peut  prendre  : Vp(x,  y,  z)  = 


D 


lL(  x - + y~ 
2 


<S T 


Z z = 


2D3 


L(r2  - 3 z2). 


Or 


rcostp,  soit : 


VP(r,  (p) 


c@ml 

2D3 


r2(l  - 3cos2(p) 


r.-M 

9 


(6) 


T 


2.  b.  p)  Le  champ  gravitationnel  G , peut  etre  egalement  associe  au  potentiel  V , = 
L’equation  (5)  traduisant  «requilibre  » delamassed’eau  8m  devient(p0  = cste): 


L z 


T 


0 = -grad 


-+Vl(r)+VP(r,«p) 

LPo 


296)  Partie  2 - Physique  MPSI 


La  pression  au  sein  de  l’eau  en  « equilibre  » se  traduit  ainsi  par  l’equation  : 

p 

— + Vj(r)  + Vp(r,  (p)  = cste. 

Po 

Et  la  surface  libre,  associee  a une  pression  uniforme  (atmosphere)  P0  admet  pour 
equation : 

V^rs)  + vp(rs,(p)  = cste  (7) 

Pour  une  Terre  sans  Lune,  on  aurait  Vp(rs,  cp)  = 0 et  Vj(rs)  = cste  , ce  qui  corres- 
pond a une  surface  bien  evidemment  spherique  pour  le  modele  presente  ici. 


2.b.y)  Notons  Rx  son  rayon  (Rx  ~ RT). 

La  presence  de  la  Lune  modifie  cet  etat  et  pour  un  angle  cp  donne  (symetrie  de  revolu- 
tion par  rapport  a l’axe  TL),  on  note  : 

rs(<p)  = Rx  + s(cp)  avec  s(<p)  grandeur  algebrique  tres  petite  devant  Rx . 

L’equation  (7)  donne  alors  : 

'(57T7j+25?(RT  +s)  (>-3cos  <|,)  = “■ 

Et  en  tenant  compte  de  ce  que  |s|  « Rx  et  en  ne  gardant  que  les  termes  du  premier 
ordre  par  rapport  a la  variable  s : 


D’oii 


<4 r 


2D3 


Rt 


l + |f  ](l-3cos2cp) 


cte. 


5 

\mT 

mLRT 

Rx 

[rt 

D3 

© 


(1  - 3cos2tp) 


© 


m,  Rx2 

+ — (l-3cos2(p)  = cte. 

2D3  Y 


Or 


© 

© 


^24d) 


« 1 {cf.  Application  numerique  du  1.  b.),  d’oii  : 


s i mL/R  T 

— t ~ cte  h — 

Rt  2mxV  D 


3 

(3cos2tp  - 1). 


II  reste  a traduire,  pour  determiner  la 
constante,  que  le  volume  d’eau  n’a  pas 

varie.  Or  E element  de  surface  8S  s’est 
algebriquement  deplace  de  sur.  Soit  une 
variation  de  volume  : 

8V  = s8S  = Rx2s8L2. 


Et  au  total : 8VT 
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s ne  dependant  que  de  (p  on  peut  prendre  8Q  = 27tsin(p  dtp  (\j/  : 0 — > 2jt),  d’ou  : 

2 rn 

SVT  = Rj  271  s((p)sincpdcp. 


On  doit « 


-71 

)it  avoir  8Vt  = 0,  ce  qui  impose  s((p)sin(pdcp 

•'o 

— 71  — 7U 

or  (3cos2tp  - l)sintpdtp  = (1  - 3cos2tp)d(costp) 

Jo  Jo 


costp  - cos3tp 


0. 


On  doit  done  prendre  cste  = 0,  ce  qui  donne  finalement  (avec  Rx  ~ Rx ) : 


1 m,  Rt 

s # ^(3cos2tp  - 1) 

2mxD3 


2.  b.  8)  Pour  un  point  N dans  le  plan  equa- 
torial qui  contient  la  Lune  (cf.  enonce), 
on  a : smax  = s(tp  = 0)  = s(tp  = 7t)  points 
Nr  etN3 

smin  = *(<P=  *J  points  N2  et  N4. 

D’ou 


h = 


1% 

2mr 


R4 

-^[(3-1) -(0-1)] 


L 


r>4 

3«Jl  Rj 
2 mT  D3 


=>  7x  # 54  cm. 


D’autre  part,  dans  la  modelisation 
retenue  ici,  l’eau  forme  un  bourrelet 
d’axe  TL  qui  tourne  dans  2 It'  a la 
vitesse  angulaire  C0L  alors  que  la  partie 
rigide  de  la  Terre  tourne  a la  vitesse 
angulaire  coT.  Le  point  N,  lie  a la  Terre, 
et  contenu  dans  le  plan  equatorial,  voit 
le  niveau  de  l’eau  s’elever  de  s(  t)  avec 
tp(t)  = (coT-coL)f  (on  a considere 
qua t — 0,  N est situe sur l’axe TL entre 
T et  L)  soit : 


298)  Partie  2 - Physique  MPSI 


1 Rt 

5(0  = — [3cos2(coT-coL)t-  1]. 

A TTlj  1_J 

Dans  ces  conditions,  le  phenomene  des  marees  presenterait  une  periode  Tm  definie 
selon : 

2(cox-coL)Tm  = 27t  =>  Tm 

■ ! r Tt  = 24  heures  et  TL  = 28  jours  d’ou  : 

1 


K 

2n  2n  2 T- 


T„  = 12- 


1 


28 


heures  Tm  = 12  h 27  min. 


Commentaires 

On  observe  bien  des  regions  de  la  Terre  oil  les  marees  sont  semi-diurnes  (c’est  ce  qui  se  passe 
sur  les  cotes  atlantiques  fran9aises).  Mais  cette  periodicite  n’est  pas  valable  pour  tous  les 
points  du  globe. 

Par  contre,  le  marnage  est  tres  influence  par  la  forme  des  cotes.  Ainsi  certaines  baies  forment 
des  cavites  resonantes  qui  entrainent  des  valeurs  de  h beaucoup  plus  elevees  (baie  du  mont 
Saint  Michel). 
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d.  Changements  de  referentiels 

[)  Rebond  d'une  balle  sur  un  obstacle  en  mouvement 


Une  balle  arrive  avec  une  vitesse  verticale  Va  sur  Le  pare-brise  d'une  voiture  roulant, 

— ^ 

sur  une  route  horizontale,  a la  vitesse  V0.  On  assimile  Le  pare-brise  a une  surface 
plane  inclinee  a 45°  par  rapport  a La  verticaLe,  et  on  admet  que  - dans  un  referentiel 

lie  a la  voiture  - la  balle  rebondit  symetriquement  par  rapport  a la  normale  N au 
pare-brise,  Le  moduLe  de  la  vitesse  etant  conserve  (le  choc  est  parfaitement  elastique, 
et  La  masse  de  la  baLle  est  bien  evidemment  tres  faibLe  devant  ceLle  de  La  voiture...) 
Determiner,  dans  un  referentiel  lie  au  sol,  Les  composantes  horizontale  et  verticale 
de  la  vitesse  de  la  balle  juste  apres  Le  rebond  sur  le  pare-brise.  Commenter. 

1,  C!e  cfu’il  faut  savoir 


• Loi  de  composition  des  vitesses,  mouvement  de  translation. 


2.  de  cfU ’il  faut  Coln.pY'ehdYe 


On  ne  connait  le  resultat  du  choc  que  dans  le  referentiel  de  la  voiture,  il  faut  done  pro- 
ceder  aux  changements  de  referentiels  necessaires. 

Les  donnees  fournies  sont  telles  que  les  calculs  resteront  simples  en  utilisant  une  base 

— > — > — > — ^ ^ — > 

(ux,  uz),  ux  dans  la  direction  de  V0  et  uz  verticale  ascendante  Vj  = 


■■5.  Solution 

Designons  par  2 ftsol  et  2ftvoiture  deux  referentiels  lies  respectivement  au  sol  et  a la  voiture. 

Sftvoiture  est  en  translation  rectiligne  uniforme  par  rapport  a 9tsol  a la  vitesse  V0. 

L’enonce  nous  indique  que,  dans  le  referentiel  de  la  voiture,  la  balle  rebondit  symetri- 

— ^ 

quement  par  rapport  a la  normale  N du  pare-brise  tout  en  conservant  la  norme  de  sa 
vitesse.  On  est  done  invite  a etudier  le  choc  dans  le  referentiel  9lvoiture. 

La  vitesse  de  la  balle  nous  est  donnee  par  application  de  la  loi  de  composition  des 
vitesses  : 

V (balle/ 2ftsol)  = V ( balle/ 2ft  voiture)  + Ve 

Ve  designe  la  vitesse  d’entrainement  associee  au  mouvement  de  2ftvoiture  par  rapport 
aSftsoi- 
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Point  cours 

Soient  deux  referentiels  2ft  (O,  x,  y,  z)  et  2ft/ ( O',  x',y',  z').  M etant  un  point  en 

mouvement,  il  possede  une  vitesse  Va(M)  dans  2ft  et  M ) dans  2ft'.  La  loi  de 

composition  des  vitesses  s’ecrit : 

Va(M)  = vJ(M)  + Ve(M). 

La  vitesse  Ve(M)  encore  appelee  vitesse  d’entrainement  est  celle  dans  2 ft  du  point 
coincidant  avec  M et  appartenant  a 2ft'. 

Dans  le  cas  d’une  simple  translation  (pas  forcement  rectiligne  uniforme)  on  a 
Ve(M)  = V^(O'). 

Le  mouvement  de  translation  est  caracterise  par  le  fait  que  les  directions  d’axe 
O'x',  O'y',  O'z  restent  fixes  dans  2 ft,  le  mouvement  dans  2ft  du  point  O'  etant 
quelconque. 


OnaiciVc  = V0  et  V(balle/2ftsol)  = -V,  uz  (Oz  verticale  ascendante). 


Soit : -V, uz  = V(balle/2ftv 


e)  + vo 


La  balle  rebondit  symetriquement  en  conservant  le  module  de  sa  vitesse,  d’ou  : 

a = a'  et  ||vi  ||  = jjv^  ||. 

II  revient  au  meme  de  dire  que  les  vecteurs  (A,  V2'  ) et  (A,  V(  ) sont  symetriques  par 
rapport  a la  seconde  bissectrice  ( cf.  figure  2),  ce  qui  implique  : 

v2',  = -V,'z  et  V'z  =-v;x. 

Soit  encore  V2x  = Vl  et  V2,  = V0. 


D’ou  apres  rebond,  et  dans  2ft' : V2  = V1ux  + youz. 

II  reste  a repasser  dans  2ftsol  en  appliquant  de  nouveau  la  loi  de  composition  des  vitesses. 
Designons  par  V2  la  vitesse  de  la  balle,  il  vient : 

V2  = vf  + V0 
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D’ou : 


V2  = (V1  + V0)^  + V0«I 


Commentaires 


• Pour  V0  = 0 (voiture  immobile  dans  9tsol),  on  obtient : 

V2  = Vjiq.  ce  qui  est  evidemment  le  resultat  attendu 


• Pour  Vj  -)  0,  on  a bien  : 


v2  = w0(ux+uz) 

v„ 

dans  9ftsol 

• La  representation  classique  du  rebond  elastique  sur  un  obstacle  n’est  geometriquement 
simple  que  dans  le  referentiel  ou  l’obstacle  est  fixe,  d’ou  l’interet  d’operer  le  changement  de 
referentiel  correspondant. 

• Les  origines  precises  des  deux  referentiels  utilises  n’interviennent  pas  ; pour  exprimer  les 
vitesses  par  leurs  composantes,  les  vecteurs  unitaires  tq.  et  it)  suffisent,  et  on  peut  utiliser 
la  meme  base  dans  les  deux  referentiels. 

• Notons  que  sous  l’effet  du  choc  la  balle,  malgre  une  vitesse  initiale  faible,  sera  projetee  a 
une  grande  distance  car  sa  vitesse  aura  considerablement  augmente  (prendre  par  exemple 
Vj  = 5 m ■ s_1  et  V0  = 10  m ■ s-1  = 36  km  • h-1 ). 

Bien  sur,  il  y a conservation  de  l’energie  et  le  gain  en  energie  cinetique  de  la  balle  (dans 
2ftsol)  se  fait  au  detriment  de  l’energie  cinetique  de  la  voiture. . . L’effet  est  imperceptible  du 
fait  de  la  grande  masse  de  celle-ci  (comparee  a celle  de  la  balle). 


Traversee  d'une  rue 

Un  pieton  desire  traverser  une  rue  parcourue  par  des  voitures  sur  une  seuLe  file  (voie 
a sens  unique).  Une  voiture  arrive  a la  vitesse  V0  constante.  Le  pieton  marche  (ou 
court  !)  en  ligne  droite,  a la  vitesse  v constante,  dont  il  choisit  librement  la  direction. 

En  assimilant  la  voiture  a un  rectangle  de  largeur  l pratiquement  egale  a la  largeur  de 
la  voie,  calculer,  en  fonction  de  la  distance  d a laquelle  se  trouve  initialement  la  voi- 
ture, la  direction  optimale  du  mouvement  du  pieton,  c'est-a-dire  la  direction  qui  lui 
permet  de  traverser  sans  risque  de  collision,  et  avec  la  vitesse  v la  plus  faible  possible. 
On  cherchera  la  solution  par  deux  methodes  differentes. 
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1.  Ce  cfu’il  f&ut  sZiVoir 

• Composition  des  vitesses. 


12.  de  cju ’il  f&ut  dompreh^re 

Le  pieton  doit  atteindre  le  cote  oppose  de  la  rue  avant  que  la  voiture  ne  le  rejoigne. 

Pour  une  direction  a donnee  de  la  vitesse  v , on  calculera  done  la  valeur  minimale  vmin 
que  doit  avoir  cette  vitesse  pour  qu’il  en  soit  bien  ainsi. 

Cette  valeur  vmin  dependant  de  a,  il  restera  a chercher  la  valeur  optimale  de  a. . . 
Spontanement,  l’etude  est  en  general  conduite  dans  un  referentiel  lie  au  sol ; mais  on 
peut  egalement  adopter  le  point  de  vue  du  conducteur  de  l’automobile,  et  se  placer 
dans  un  referentiel  lie  a la  voiture,  ce  qui  fournit  une  seconde  methode  de  resolution. 

3.  Solution 


■ Premiere  methode 


Dans  un  referentiel  lie  au  sol,  le  pieton  traverse  avec  la 
vitesse  v dans  la  direction  a : il  arrive  done  en  B,  tel  que  : 


tana 

au  bout  d’un  temps  f,  = — - — 
vsina 

Pendant  ce  temps,  la  voiture,  initialement  a l’abscisse 
-d,  a parcouru  la  distance  V0fj  et  arrive  a l’abscisse 

Xv  = -d  + V0tv 

La  condition  de  non  collision  s’ecrit  Xv  < XB , soit : 

-d  + Vn—!—  < 

vsina  tana 

V0Z  < v(lc osa  + dsina) 

V 

v > = V • . 

Zcosa  + dsina  mm 


Cette  valeur  vmin  est  fonction  de  a:  elle  sera  la  plus  petite  possible  lorsque 
( l cos  a + dsina)  sera  maximal.  Il  suffit  done  de  chercher  la  valeur  de  a qui  annule  la  deri- 
vee  de  cette  expression : - 1 sin  a + d cos  a = 0 


soit 


tana  = 


d 

1 


(il  s’agit  bien  d’un  maximum  : la  derivee  est  positive  pour  a ~ 0 


et  negative  pour 


Chapitre  5 - Mecanique  2 (303 


Exercice  522 


Exercice  522 


Pour  cette  valeur  de  a, 


et 


v 


1 7 d2 
cosa|  ; + — 


l 


V • = V„ 

11,1,1  °J d^T2 


■ Seconde  methode 

Dans  un  referentiel  lie  a la  voiture,  done  en  translation  a la  vitesse  V0  par  rapport  au 
referentiel  precedent,  le  pieton  se  deplace  a la  vitesse  v'  telle  que  : 

v = V + V0  (composition  des  vitesses) 


soit : 


/ 

V 


-V0  + v 


et  sa  trajectoire  ne  doit  pas  rencontrer  la  voiture,  d’ou  la  figure,  dans  le  cas  de  la  trajec- 
toire  limite. 


Pour  un  a donne,  la  vitesse  vmin  est  celle 

— ^ ^ ^ 

qui  (ajoutee  a -V0  ) donne  V //  AB'. 

Le  minimum  du  module  de  vmi^  corres- 
pond a la  longueur  CH,  plus  courte  dis- 

^ — y 

tance  de  Textremite  C du  vecteur  -V0  a la 

droite  AB' ; il  faut  done  prendre  : 

Cn  = CH  orthogonal  a AB'. 

La  valeur  a correspondante  est  done  telle 
que : 

Aniii 

vT 


cos  a 


Or  le  triangle  des  vitesses  ACH  et  le  triangle 
AB'D  sont  semblables,  et  Tangle  a se 
retrouve  en  B',  d’ou  : 

l l 


cos  a 


AB'  Jd2  + 12 

et  la  valeur  de  v_,_  est  alors  : 


v • = V„ 

mm  J¥+T2 


valeur  obtenue  pour : 


tana  = 


l 


On  retrouve  bien  les  resultats  de  la  premiere  methode. 
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Commentaire 


La  figure,  dans  le  referential  lie  a la  voiture,  permet  de  comprendre  pourquoi,  en 
cas  de  collision,  on  entend  souvent,  de  la  part  des  passagers  de  la  voiture, 
1’ expression : « le  pieton  s’est  litteralement  jete  sous  la  voiture*...  meme  s’il 
« fuyait  » devant  celle-ci  (projection  de  vmi^  sur  Ax  positive)  ! 


@ Traversee  d'une  riviere 

On  etudie  la  traversee  d'une  riviere  par  un  bateau  a moteur.  On  fait  Les  hypotheses 
simplistes  suivantes  : 

• le  cours  de  la  riviere  est  rectiligne  et  de  largeur  d ; 

• La  vitesse  W du  courant  est  supposee  uniforme  : W = \Nux  ; 

• le  moteur  du  bateau  maintient  une  vitesse  de  module  constant  V dans  un 
referentiel  Lie  a 1'eau. 

-) 

1.  Determiner  La  direction  de  V,  vitesse  relative  du  bateau  par  rapport  a L'eau 
pour  que  : 

a.  le  temps  de  traversee  soit  minimal  ; 

b.  le  chemin  parcouru,  dans  Le  referentiel  Lie  aux  rives  soit  minimal.  On  proposera  une 
methode  analytique  et  une  approche  geometrique. 

2.  On  suppose  maintenant  que  Le  pilote,  experimente...,  oriente  constamment  La 
vitesse  relative  V du  bateau  par  rapport  a L'eau  vers  le  point  B0  de  La  rive  opposee 
situe  exactement  en  face  de  son  point  de  depart. 

a.  On  donne  La  trajectoire  du  bateau  pour  differentes  valeurs  du  parametre  r\  = 

(r|  = 0,5;  r|  = 1 et  r|  = 1,5). 
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Commenter  Les  courbes  obtenues. 

b.  Determiner  La  trajectoire  du  bateau  dans  Le  repere  Lie  aux  rives  et  retrouver  Les  resuLtats 
precedents.  On  se  pLacera  en  coordonnees  poLaires  de  centre  B0  et  on  posera  q = -* 


On  donne  une  primitive  de 


1 f d9 
si n 0 ’ J sin  0 


1.  de  cfu’il  faut  savoir 

Points  de  cours 

• Composition  des  vitesses. 

• Vitesse  en  coordonnees  polaires. 

Outils  mathematiques 

• Coordonnees  polaires. 

• Equations  differentielles  du  premier  ordre  a variables  separables. 


12.  de  c[U ’il  faut  dolnpreh^re 

1.  a.  En  mecanique  classique,  le  temps  est  independant  du  referentiel  choisi.  On  peut 
done  minimiser  la  duree  de  traversee  en  se  plagant  dans  le  referentiel  ou  le  probleme 
est  le  plus  simple. 

b.  Dans  cette  question,  il  faut  evidemment  se  placer  dans  le  referentiel  lie  aux  rives.  On 
peut  jouer  sur  Tangle  a que  fait  la  vitesse  V avec  la  normale  aux  rives,  et  une  discus- 
sion devra  etre  envisagee  selon  les  valeurs  comparees  de  V et  de  W. 

2.  a.  Deux  cas  se  presentent  selon  que  V > W ou  V < W,  ce  qui  etait  physiquement 
attendu. 

b.  Il  suffit  de  traduire  qu’en  chaque  point  de  la  trajectoire,  la  tangente  est  colineaire  a 
la  vitesse.  On  peut  s’attendre  a ce  que  le  rapport  q = — joue  un  role  important.  Ainsi 
si  V < W,  le  bateau  n’est  pas  assez  rapide  pour  « remonter  » le  courant,  et  il  est  pre- 
visible  que  le  point  de  vise  ne  sera  pas  accessible. 

13,.  Solution 


1.  a.  Placjons-nous  dans  le  referentiel  9R'  lie  a 
l’eau.  Le  bateau  s’y  deplace  avec  une  vitesse  de 
module  constant  V. 


La  duree  de  la  traversee  correspond  alors  a : 


ou  L est  la  longueur  du  trajet  suivi  dans  91/. 


-> 

V 

d 

x' 


Elle  sera  minimale  pour  I . = d.  1 1 faut  done  orienter  l’axe  du  bateau  (direction  de  V ) 
perpendiculairement  aux  rives. 
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Dans  9ft,  referentiel  lie  aux  rives,  le  bateau  pos- 
sede  la  vitesse  (composition  des  vitesses) : 

v = V + W 

(W  vitesse  d’entrainement  par  le  courant). 


II  parcourt  la  distance  AB 


COS0 


a la  vitesse 


v 


= 7v2  + w2  = 


V 

COS0 


La  traversee  dure  un  temps  At  = = — = At'. 


v 


V 


B0  B 


T 


w 

V 

0 / 

-> 

V 

~V 

V 

A 


On  retrouve  bien  que  la  duree  ne  depend  pas  du  referentiel  choisi. 

1.  b.  On  desire  maintenant  que  le  trajet  parcouru  soit  le  plus  court  dans  le  referentiel 
9ft  lie  aux  rives.  Dans  l’absolu,  le  trajet  le  plus  court  correspondrait  au  segment  AB. 
Mais  cela  n’est  pas  toujours  possible. 


■ Approche  geometrique 

->  ^ ->  — > 

La  vitesse  du  bateau  dans  9ft  est  v =V+W  = Vu+WwJC;VetW  sont  imposees  et  la 

direction  du  vecteur  unitaire  u peut  etre  ajustee.  Associons  a ces  vitesses  les  vecteurs  AI 
— ^ ^ -> 

pour  W , IJ  pour  V et  done  AJ  pour  v . L’extremite  J se  situe  ainsi  sur  le  demi-cercle  de 
centre  I et  de  rayon  V.  On  a done  selon  que  V est  superieure  ou  inferieure  a W : 


• V>  W 

La  vitesse  v du  bateau  dans  9ft  peut  constamment 

— ^ 

pointer  vers  B0.  II  suffit  pour  cela  que  V soit 
orientee  vers  l’amont  avec  un  angle  a ( cf  figure) 
tel  que  : 

W 

sin  a = — (ce  qui  exige  bien  W < V ). 


• V<W 

Dans  9ft,  la  trajectoire  sera  un  segment  de  direction 
AJ.  Le  trajet  parcouru  sera  done  d’autant  plus 

court  que  l’inclinaison  (3  est  grande. 

Cette  situation  correspond  au  point  J'  (AJ7  tangent 
au  cercle  de  centre  I et  de  rayon  V).  II  faut  done 

orienter  V vers  l’amont  selon  un  angle  a'  tel  que  : 

since7  = — = — (etV<W). 

AI  W 


• Pour  V = W,  le  point  J7  tend  vers  le  point  A et  v tend  vers  une  valeur  nulle.  On 
retrouve,  a la  limite,  le  trajet  AB0  mais  le  temps  de  traversee  devient  infini ! 
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■ Approche  analytique 

La  vitesse  du  bateau  dans  91  est  v = Vu  +Wux,  soit  en  notant  a bangle  ( uy , V ) : 
fvx  = W - Vsina 
[v  = Vcosa. 

L’equation  de  la  trajectoire  est  alors  (origine  en  A) : 


Jx  = (W  - Vsina) f 
[y  = Vcosa  t. 

L’abscisse  du  point  d’arrivee  C est  donnee  par 
y(fc)  = d,  d’ou : 


xr  = (W  -Vsina)— 

Vcosa 

Le  chemin  parcouru  sera  d’autant  plus  court  que  C 
est  proche  de  B0. 


• Pour  V > W,  on  peut  realiser  C = B0,  c’est-a-dire  xc  = 0.  II  suffit  d’imposer  : 


• Pour  V < W,  la  situation  precedente  n’est  plus  realisable  et  xc  > 0. 
Etudions  rapidement  la  fonction  a — > xc(a).  Sa  derivee  s’ecrit : 


&xc  _ d JbW- Vsina'i  -n  Vcosa 
da  V H cos2a  ) cosa 


soit 


dxc 

da 


Vcos2a 
Elle  s’annule  pour  a tel  que 


{ Wsina  - Vsin2a  - Vcos2a} 


{Wsina- V}. 


sin  a 


V 

w 


Vcos2a 
et  il  s’agit  bien  d’un  minimum 


On  retrouve  ainsi  les  resultats  obtenus  par  la  methode  geometrique. 
2.  a.  Examinons  les  differentes  trajectoires  : 
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Comme  on  pouvait  s’y  attendre,  les  courbes  precedentes  nous  indiquent  que  le  bateau 
n’atteindra  le  point  oppose  B0  que  si  sa  vitesse  V (par  rapport  a l’eau)  est  suffisante 
pour  ne  pas  etre  entraine  par  le  courant. 

Ainsi,  le  bateau  finira  par  rejoindre  B0  pour  q > 1 , soit  V > W.  Si  nous  parametrons  les 

trajectoires  par  r = B0M  et  9 = ( ux , BM)  ou  9 e ^0,  il  semble  qu’en  B0  on  ait 

9 = 0,1a  vitesse  V devenant  de  meme  direction  et  de  sens  oppose  a celle  du  courant  (ce 
qui  renforce  la  condition  V > W ).  Par  contre,  pour  V < W (q  < 1),  la  vitesse  du 
bateau  est  insuffisante  pour  vaincre  le  courant,  et  la  rive  opposee  ne  sera  jamais  atteinte 
(d’une  autre  maniere,  on  aura  r — > +°°  et  9 — » 0 ). 


2.  b.  Placons-nous  en  coordonnees  polaires  de  centre  B0 

(B0M  = r et  9 = (ux,  B0M)).  Soient  vr  et  ve  les 
coordonnees  de  la  vitesse  du  bateau  dans  L’equation 
de  la  trajectoire  s’obtient  en  ecrivant  que  le  vecteur  v et 

le  vecteur  5 /( dr,  r d0)  tangent  a la  trajectoire  sont  coli- 
neaires. 


X 


Point  cours 


L’equation  differentielle  de  la  trajectoire  s’obtient  alors  pour  vr-f(r,  9)  et  ve  = g(r,  9) 
selon : 


v_r  = _d^  = f(r,  9)  , , 

ve  r d9  g(r,  9) 


Determinons  les  composantes  vr  et  ve  sachant  que 
->  — ^ 

v = W + V avec  V = -V  ur  (vitesse  V orientee 
constamment  vers  le  point  B0). 


Or  W = W«t  = Wcos9ir- 


- W sin  9 Uq  . 


D’ou  vr  = -V  + Wcos9  et  v„  = -Wsin9 


V 


,,,  , . . 1 dr  Wcos9-V  cos9 

( 1 ) devient : - — = — = 

rd9  -Wsm9  sm9  Wsm9 


. dr 

soit  encore : — 
r 


d(sin9)  V d9 
sin9  +Wsin9 
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Et  apres  integration,  avec  r - d pour  0 = - (a  t - 0 le  bateau  est  en  A)  : 


ln(r) 

Lou  : Inf  ) = - In | sin 0 1 + In 
V d ) W 


- In | sin 0|  + f^-ln 
W 


tan 


-i0 


K 

-12 


tan" 


et 


r(0)  = d 


tan- 


sin0 


On  a represente  ci-dessous  differentes  trajectoires  possibles  en  fonction  du  parametre 


V 

^ = w 


Remarquons  que  pour  T|  = 1 , il  vient : 

0 0 

tan  7 sin  7 

r(0)  - d— ± = d 5^— 

sm0  . 0 ft 


2sin2cos2-  2cos^7 


0 1 + COS0 


La  trajectoire  est  un  arc  de  parabole  qui  coupe  l’axe  B„ x en  r = ->  et  le  point  B0  ne 
peut  etre  atteint. 


A d 
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Point  cours 

Une  equation  en  polaire  du  type  r = est  representative  d’une  conique. 

On  rencontre  ce  type  de  trajectoire  lors  de  l’etude  du  mouvement  d’un  point  mate- 

•»  K -» 

riel  soumis  a une  force  centrale  attractive  / = — — ur  de  centre  O. 

• \e  | < 1 correspond  a une  ellipse  dont  O est  l’un  des  foyers. 

• | e | > 1 est  associe  a une  hyperbole  dont  O est  l’un  des  foyers. 

• | e = 1 donne  une  parabole. 


Par  ailleurs,  on  a : 


et 


HB„  = rsinB  = d ■ \ tan 


ey 


(2) 


B0K  = rcos  9 = d 


(tan2) 


0^ 

T COS0 


sin0 


B„K 


oy-1 


sin  - 


COS0 


§y  + 1 

cos  2 


(3) 


L’ equation  (2)  traduit  le  fait  que  le  bateau  coupera  l’axe  des  x,  lorsque  cela  est  possible, 
pour  la  valeur  0 de  0.  L’equation  (3)  met  alors  en  evidence  deux  cas  : 

- Soit  T|  > 1 ( V > W ) et  B0K  tend  vers  0 avec  0. 

II  en  resulte  que  le  bateau  atteindra  bien  l’autre  rive  en  B0  point  vise. 

- Soit  r|  < 1 ( V < W ) et  B0K  tend  vers  Finfini  quand  0 — » 0,  le  bateau  n’ atteindra 
jamais  l’autre  rive.  II  est  entraine  par  le  courant. 

On  retrouve  bien  la  condition  V > W pour  que  le  point  vise  B0  soit  effectivement  atteint. 


Roulement  sans  glissement  d'une  roue 

Une  roue  de  rayon  R rouLe  sans  glisser  sur  un  rail  rectiligne  Ox.  Un  point  B a La  Peri- 
pherie de  La  roue  coincide  a La  date  t = 0 avec  L'origine  0 du  repere.  Le  centre  C de 

— > — > 

La  roue  a une  vitesse  V0  = \l0ux  (V0  > 0). 

1.  Determiner  Les  coordonnees  x(t),z(t)  du  point  B.  On  introduira  L'angLe  0(f)  dont 
La  roue  a tourne  depuis  La  date  t = 0. 

QueLLe  est  La  trajectoire  de  B dans  un  referentiel  91  Lie  au  raiL  ? 
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2.  a.  Determiner  La  vitesse  V du  point  B dans  ce  referentieL  9ft  et  etudier  Les  varia- 
tions de  son  moduLe  en  fonction  de  0. 

■) 

b.  CaLcuLer  L'acceLeration  A dans  9ft  du  point  B,  et  preciser  son  orientation. 

3.  En  introduisant  un  referentieL  d'origine  C en  transLation  par  rapport  au  precedent, 
utiLiser  La  composition  des  mouvements  pour  retrouver  Les  resuLtats  du  2. 

1.  de  cfu ’il  faut  savoir 

Points  de  cours 

• Description  d’un  mouvement  dans  un  referentiel. 

• Changements  de  referentiel.  Lois  de  composition  des  mouvements. 

Outil  mathematique 

• Produit  vectoriel. 


■ 2.  de  cfu’il  faut  doinpreh<fre 

1.  Les  composantes  du  vecteur  OB  dans  la  base  (w^,  uz)  s’obtiennent  facilement  en 

decomposant  OB  en  une  somme  de  vecteurs  dont  les  projections  ont  une  expression 
simple  : il  faut  pour  cela  introduire  le  point  I,  point  de  contact  de  la  roue  avec  Ox. 

La  condition  de  roulement  sans  glissement  impose  une  relation  entre  0 et  la  vitesse  V0  : 
on  pourra  exprimer  cette  relation  du  point  de  vue  geometrique. 

— y 

2.  Les  expressions  de  la  vitesse  V et  de  l’acceleration  A s’obtiennent  par  simple  deri- 
vation des  composantes  de  OB. 

3.  On  exprime  la  condition  de  roulement  sans  glissement  en  ecrivant  que  le  point  de 
la  roue  en  contact  avec  le  rail  a une  vitesse  nulle  par  rapport  au  rail. 


13.  Solution 


1. 


Point  methode 

71 

Il  est  astucieux  de  faire  un  schema  avec  0 < - (car  alors 

2 

sin0  et  cos0  sont  positifs)  et  de  choisir  des  axes  cor- 
respondant  a un  0 > 0. 

On  rappelle  que  pour  un  triedre  direct,  on  a les  sens 
positifs  suivants  pour  0 ( cf.  figure). 


OB  = OI  + IC  + CB 

= Vnfwt.  + Ru, Rsin0ut- Rcos0«t. 
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D’oii  les  composantes  de  OB  : 

— > { Vnt-  Rsin0 
OB 

[R(l  - cos0). 

II  reste  a exprimer  la  condition  de  roule- 
ment  sans  glissement : dans  ce  cas,  la  lon- 
gueur de  Fare  IB  est  egale  a la  distance  OI 
soit  R0  = V0f. 

Avec  le  choix  des  axes,  0 est  positif  lorsque 
V0  est  positif. 


Soit 


Vnf 

Q = -t  = m 


avec  co  = 


et  finalement 


V0 

R 


V0t 


x(t)  = V0f-  Rsin[  — 
z(t)  = R(  1 — cos^-j^ 


constante 


ou  encore 


Jx(0)  = R(0-sin0) 
|z(0)  = R(1  - cos0) 


(1) 


Ce  sont  les  equations  parametriques  d’une  cyclo'ide  dans  le  referentiel  '.it  lie  au  rail. 


Point  cours 

La  trajectoire  d’un  point  depend  du  referentiel  choisi.  Dans  le  referentiel  9k',  lie 
au  centre  de  la  roue  en  translation  rectiligne  uniforme  par  rapport  a 2 It,  la  trajec- 
toire de  B est  un  cercle  de  centre  C et  de  rayon  R. 


2.  a.  V = 


dOB 

df 


avec  0 = CO,  on  obtient  ainsi  en  derivant  (1)  : 
coR(l  - cos0) 

[coRsin0. 


Calculons  |[v|(  : || V ||  = COR-VO  - cos0)2  + sin20  = CO R Jl  - 2cos0 


d’ou 


II -Ml 

0 

||v||  = 2coR 

sm2 

Variations  de  ||V  ||  en  fonction  de  0 : 

La  vitesse  s’annule  chaque  fois  que  le  point 
B est  en  contact  avec  le  sol  (B  confondu 
avec  I pour  0 = 0[27t]). 
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Commentaire 


Le  point  I (point  de  la  roue  en  contact  avec  le  rail),  momentanement  immobile  dans 2ft,  est 
le  centre  instantane  de  rotation,  et  le  point  B est,  dans  ce  referentiel,  en  rotation  instantanee 
autour  de  l’axe  I y.  J 


2.  b.  On  calcule  de  meme  1’ acceleration  de  B en  derivant  V par  rapport  au  temps  : 
t dV 


df 


d’ou  A 


CO2Rsin0 

co2Rcos0 


A = co2(Rsin0ux  + Rcos0mz)  = co2BC 


L’acceleration  est  done  centripete  par  rapport  a C. 

3.  Dans  le  referentiel  2 ft'  d’origine  C,  en  translation  rectiligne  uniforme  par  rapport  a 
2 ft,  le  mouvement  de  B est  un  mouvement  circulaire  defini  par  la  loi  0(f). 

Point  cours 

Considerons  un  point  M se  deplacant  sur  un  cerde  de  centre  O et  de  rayon  R.  M 
est  en  rotation  autour  d’un  axe  A passant  par  O normal  au  plan  de  la  trajectoire. 

— > — > * — > ■ — > 

Dans  la  base  polaire  (ur,  we),  exprimons  OM  = Rwr  et  V = R0we. 


On  definit  le  vecteur  rotation 


• -> 

Q = 0M 


oil  u est  un  vecteur  unitaire  de  l’axe  de 


rotation  oriente  selon  le  sens  positif : un  tire-bouchon  tournant  dans  le  sens  des  0 
croissants  se  deplace  dans  le  sens  de  u . 


Le  vecteur  vitesse  V peut  alors  s’exprimer 
independamment  de  toute  base  : 


V (M)  = HaOM 


— > — > 

Le  mouvement  circulaire  etudie  ici  est  caracterise  par  le  vecteur  rotation  £1  = Q uy  et 
— ^ ~ > ->  > 

V (B)  = V (B)/2ft  = Q a CB.  D’apres  la  loi  de  composition  des  vitesses  : 

V (B)/2ft  = V (B)/2ft'  + Ve(B) 


V = V'  + V0  ( 2ft'  en  translation  par  rapport  a 2ft  a la  vitesse  V0  ) 


V 


Q a CB  + Vn. 


314)  Partie  2 - Physique  MPSI 


Exprimons  maintenant  la  condition  de  roulement  sans  glissement : on  a vu  que  la  vitesse 
s’annulait  chaque  fois  que  le  point  B etait  en  contact  avec  le  sol,  soit  B confondu  avec  I. 

Alors  V (I)  = 0 = Q a Cl  + Vq. 

0 = QuyA(-Ruz)  + V0ux 

0 = -R  Qux  + V0ux 


d’ou 


*4" 


CO  = constante 


On  obtient  done : 


V = -~u  a (-RsinBn^-  Rcos0«^)  + V0w^ 

R y 


d’ou  Ton  trouve 


->  Vo-Vocos0  = coR(l-cos0) 
V 

Vosin0  = CORsin0 


Point  cours 

Pour  le  calcul  de  l’acceleration,  la  loi  generale  de  composition  donne  : 
A(B)/2 ft  = A(B)/2ft'  + Ae(B)  + Ac(B). 

Ae  est  l’acceleration  d’entrainement : 

Ae(B)  = A(C)/2ft  + Q(2ft'/2ft)AO  + £2(2ft'/2ft)A(Q(2ft'/2ft)A03) 
ou  £2(2/1' /2ft)  est  le  vecteur  rotation  du  referentiel  2 ft'  par  rapport  a 2ft. 

Ac  est  l’acceleration  de  Coriolis  : AC(B)  = 2£2(2ft'/2ft)  a V(B)/2ft'. 


Point  methode 

Dans  le  cas  d’une  translation,  /9£)  = 0.  II  n’y  a pas  deceleration  de  Coriolis 
— > ^ 

et  Ac  = A(C)/2ft.  On  peut  retrouver  Ae  en  utilisant  le  point  P coincidant  avec  B a 
l’instant  t : Ae(B)  = A(P)/2ft. 

2 ft'  etant  en  translation  par  rapport  a 2ft,  on  a : A(P)/2ft  = A(C)/2 ft. 

Ici  on  a done  : A(B)/2ft  = A(B)/2ft'  + A(C)/2ft 

— ^ 
dVn 

or  A(C)/2ft  = —5  = 0 done  A(B)/2ft  = A(B)/2ft'. 
dt 

Le  mouvement  de  B dans  2ft'  est  circulaire  uniforme  ; l’acceleration  est  done  centri- 
pete  de  module  C02R. 

A(B)/2ft  = A(B)/2ft'  = co2BC 
On  retro uve  done  le  resultat  du  2. 
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Courses  poursuites  : « les  quatre  mouches  » 

Quatre  mouches  sont  aux  sommets  Aj,  A2,  A3,  A4 
d'un  carre  (0A1  = 0A2  = 0A3  = 0A4  = a).  La  mouche 
A;  se  dirige  constamment  vers  La  mouche  AI  + 1 
(A5  = Aa)  avec  une  vitesse  de  norme  constante  V. 

1.  Au  bout  de  quelle  duree  x Les  mouches  finissent- 
elLes  par  se  rencontrer  ? QueLLe  est  aLors  la  distance 
parcourue  par  chaque  mouche  ? 

2.  Determiner  la  trajectoire  suivie  par  chaque  mouche 
ainsi  que  Les  Lois  horaires  definissant  Le  mouvement 
sur  ces  trajectoires. 

1.  de  cfu’il  faut  sav oir 

Points  de  cours 

• Vitesse  et  coordonnees  polaires. 

• Composition  des  vitesses. 

Outils  mathematiques 

• Coordonnees  polaires. 


12.  de  cpu’il  faut  toinprehdre 

1.  Le  systeme  est  totalement  symetrique,  les  quatre  mouches  jouant  un  role  identique. 

71 

D’une  autre  fa^on,  on  peut  affirmer  qu’il  y a invariance  par  rotation  de  - autour  du 

point  O.  II  en  resulte  que  la  trajectoire  de  la  mouche  M;  se  deduit  de  celle  de  la  mouche 
M,  _ 4 par  cette  meme  rotation.  La  vitesse  de  la  mouche  sur  sa  trajectoire  etant  cons- 
tante (elle  vaut  V),  on  doit  avoir  L = Vx . . . 

2.  On  pourra  reperer  le  mouvement  de  la  mouche  M , par  ses  coordonnees  polaires 
r = OMj  et  9 = ( O A , , O M , ) . La  trajectoire  sera  obtenue  en  exprimant  les  com- 
posantes  Vr  et  Ve  de  la  vitesse  V\  de  ... 


■ 3.  Solution 

1.  Le  systeme  est  invariant  par  permutation 
circulaire  1— >2— »3— »4— » 1. 

On  a done  a chaque  instant : 

OM,  = OM2  = OM3  = OM4  = r(t) 

et  (OAj.OM.)  = 9(0- 
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La  vitesse  instantanee  du  point  M:  est  cons- 
tamment  dirigee  vers  M,  et  son  module  est 
constant  et  vaut  V. 


Or  le  triangle  M ,0m,  est  rectangle  et  iso- 
cele  puisque  OMj(t)  = OM2(f),  et: 


O OM^OMj 


(OM1,OM2)  = (OAi,  OA2)  + (OA2,OM2)-(OA1,OM1). 


5 0 0 

2 

71  . — > 

II  vient  alors  at  = a2  = -•  D’ou  en  projetant  la  vitesse  V1  sur  la  base  orthonormee 
u,  u'  ( u porte  par  OMj  et  u par  OM2 ) : 


Vi 


n 


-Vcos  ,,  h + Vsin,  \u 


7tX  — > 


,TJl,  ->  “A 

V— (-M  + U ) 
2 v 7 


(1) 


Or  les  composantes  de  la  vitesse  Vj  en  coordon- 
nees  polaires  d’axe  OAj  s’ecrivent : 

Vj  - ru  + rQiil  (2) 

— > ->  — > — ^ 

avec  (c/.  figure)  ur  = u et  ue  = u'. 

R 

On  a done  en  particulier  r(  t)  - — — V. 

A l’instant  initial  f = 0,  on  a r = OAj  = a. 

Le  point  materiel  atteindra  le  point  O (lieu  de  rencontre  des  quatre  mouches)  au  bout 
d’un  temps  tel  que  : 

rT  . R ft 

r(t)dt  = ~ — -V  dt  (V  est  une  constante). 

J0  2 J0 

a/2  1 

Soit  encore  dr  = — =Vt  =>  a = — — Vt, 

J«  2 72 


d’ou 


T = 


V 


Pendant  df,  la  mouche  M,  aura  ainsi  parcouru  la  distance  ds  = Vdt.  Au  total,  son 
trajet  aura  une  longueur  L = J ds,  d’ou  : 

L = [Vdf=> 


Vt 


ijl 


2.  On  a montre,  a la  question  precedente,  que  ( cf.  (1)  et  (2))  : 
— > R 

V!  = v^-(-t7r+ire) 

fr,T»'rtT  (3) 


r ~ur  + rQut 


On  a done 
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Point  methode 

Pour  determiner  l’equation  differentielle,  il  suffit  d’eliminer  df  dans  (3). 


L’equation  differentielle  de  la  trajectoire  r(0)  est  alors  donnee  par  L equation  : 


dr  _yV2 
dr  df  2 

Pd0 


= -1. 


df 


V- 


dr 


Soit  — = -d0.  Et,  apres  integration,  en  remarquant 
que  0(0)  = 0 et  r(0)  = a: 


r = aexp(-0) 


In  = _0(f) 

a 

La  trajectoire  est  une  spirale  logarithmique. 
Commentaire 


Onamontreque  (OM^Vj)  = constante  fici^ 

C’est  une  propriete  caracteristique  d’une  spirale  logarith- 
mique. En  effet,  on  a ( cf.  figure  ci-contre)  : 

dr  dr 

cotan  (p  = — — = K = constante  =>  — = K0 
rd0  r 

et  r = r0eKe. 

Les  lois  horaires  r(f)  et  0(f)  s’obtiennent  a partir  des  relations  (3) : 

(r(0)  = a). 


y-  = -V—  donne  : 
df  2 


[2 

r(t)  = -V^t  + a 
v ' 2 


d0  .rj2  d0  ,,72 

r—  = V — devient  — = V — 
df  2 df  2 


1 


fl-V^f 

2 


( ji 

D’oii  d0  = V 7 = -dlnla-V^f 

a-V—t 

2 


f < 


V 


et 


Soit : 


0(f)  = 


In | a-V^f 


puisque  0(0)  = 0. 


0(f)  = -In 


1-V^f 

2a 


318)  Partie  2 - Physique  MPSI 


Et  en  faisant  apparaitre  le  temps  caracteristique  x = 


ajl 

V 


<3 

II 

V- 

+* *  l t 
1 

et  0(f)  = -Inf  1 - - ] 

V w 

Commentaire 


Les  mouches  se  rejoignent  en  O a Finstant  fj  = x (r(t1)  = 0). 


$ Gerbe  de  feu  d'artifice 

Depuis  un  point  0,  on  Lance  au  meme  instant  un  grand  nombre  de  projectiles,  tous 
avec  La  meme  vitesse  v0,  mais  dans  des  directions  quelconques  (directions  que  L'on 
pourra  reperer  par  leur  angle  a avec  L'axe  vertical  0 z).  Ces  projectiles  sont  soumis  a 
Faction  de  la  pesanteur  g = -g  ■ uz. 

1.  Sur  queLLe  surface  se  repartissent  Les  projectiles  a un  instant  t donne  ? 

2.  Interpreter  ce  resultat  en  termes  de  composition  de  mouvements,  en  introduisant 
un  referentieL  2 ft'  en  translation  par  rapport  au  soL,  d'acceLeration  d'entrainement  g , 
et  de  vitesse  nuLLe  a t = 0 (referentieL  91/  « en  chute  Libre  » ...). 

II.  de  cfu'il  f&ut  savoir 

• Changement  de  referentiel : reperes  en  translation. 

• Composition  des  accelerations. 


■ 2.  de  <^u’il  faut  doinpr ehdYe 

1.  Pour  un  projectile  en  particulier,  il  s’agit  du  mouvement  classique  dans  le  champ  de 
pesanteur  terrestre  : la  trajectoire  est  definie  par  x(  t,  a)  et  z(  t,  a),  fonction  de  t et  du 
parametre  a. 

Pour  obtenir  les  positions  de  l’ensemble  des  projectiles  a une  date  t,  il  suffira  d’eliminer 
a entre  les  deux  equations  du  mouvement. . . 

2.  Le  mouvement  dans  <3i'  peut  s’obtenir  par  deux  methodes  : 

• en  soustrayant  des  equations  (x(  t),  z(  t))  du  mouvement  dans  2ft,  les  expressions  du 
mouvement  du  referentiel  2ft' ; 

• en  utilisant  la  loi  de  composition  des  accelerations. 
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3.  Solution 


1.  Le  mouvement  d’un  projectile  soumis  a la  seule  force  de  pesanteur  est  plan,  dans  le 
plan  defini  par  O,  g et  (le  referentiel  terrestre  2 ft  est  suppose  galileen. . .)■  Prenons 

Ox  horizontal  dans  ce  plan. 

L’ equation  du  mouvement 

-»  dv  -» 
ma  = m — = mg 

donne  alors,  en  projection  : 

| x = 0 

i z = ~g 


d’oii : 


constante 


v0  sin  a 


z = - gt  + constante  = -gt+v0c  os  a 


et : ■ 


x = v0sina  • t 


z = - -gtz  + v0cosa  • t 


(x(t  = 0)  = 0) 
(z(t  =0)  = 0). 


A une  date  t donnee,  la  position  (x,  z ) de  chaque  projectile  est  fonction  de  a.  L’equa- 
tion  verifiee  par  les  coordonnees  de  tous  les  projectiles  s’obtient  en  eliminant  a entre 
les  deux  equations  du  mouvement : 

1 9 

z + ~gt2 

x 2 

cosa  = 


Soit 


x 

V- 


fz  + | gt 
v0t 


sma  = 

2 

= 1 


(sin2a  + cos2a  =1) 

(V0O2 


1 


x2  + |^z  + -gt2 

equation  d’un  cercle  de  rayon  v0t,  centre  sur  Oz  en  C (xc  = 0,  zc  = - jgt2)  '■  dans 
l’espace,  les  projectiles  seront  repartis  sur  la  sphere  de  centre  C et  de  rayon  R = v0t. 

2.  Le  referentiel  <3ir  est  en  translation  rectiligne  par  rapport  au  referentiel  2ft,  avec 
l’acceleration  constante  ~ae  = g , et  confondu  avec  2ft  a la  date  t = 0. 

11  est  done  caracterise  par  le  mouvement  de  chute  libre  za-  = - l^gt2  : il  a pour  origine 
le  point  C,  et  les  projectiles  s’eloignent  tous  uniformement  de  C. 

Les  trajectoires  dans  2ft'  sont  done  des  droites  parcourues  a la  vitesse  v0  (a  la  date  f, 
ils  sont  a la  distance  R = v0f ...).  Le  resultat  est  evident  si  l’on  compare  les  accelera- 
tions d’un  point  M dans  les  deux  referentiels  : 

a (M/2ft)  = a(M/2ft')  + ae(M) 
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avec  ici : rt^,(M)  = a(2ft'/9t)  = g (mouvement  de  translation) 

soit : g = a(MI'3i')  +g  et : u(M/91/)  = 0. 

Le  mouvement  de  M dans  2 It'  est  rectiligne  et  uniforme  (a  la  vitesse  v0,  d’apres  la  loi 
de  composition  des  vitesses,  appliquee  a t - 0),  ce  qui  est  bien  le  resultat  deja  obtenu. 

Remarque 

On  peut  visualiser  le  cercle  obtenu  (dans  le  plan  xOz)  en  « arretant  » le  mouvement 
des  projectiles  a une  date  t donnee  : 


Verticale  apparente  sur  un  manege 

Sur  Le  plancher  d'un  manege,  tournant  a une  vitesse  angulaire  co  constante  autour  d'un  axe 
vertical  (verticale  definie  par  La  direction  d eg,  le  referentielterrestre  etant  suppose  gali- 
leen),  un  observateur  veut  determiner  la  direction  de  La  « verticale  » dans  Le  referentiel  du 
manege  a L'aide  d'un  til  a plomb  (masse  m suspendue  a un  fil  de  masse  negligeable). 
L'observateur  tient  Le  fil  en  un  point  A,  a La  distance  x0  de  1'axe  de  rotation,  et  a une 
hauteur  h au-dessus  du  plancher  du  manege. 

II  ajuste  alors  La  Longueur  du  fil  du  pendule,  de  fagon  a ce  que  La  masse  m effleure  un 
point  B du  plancher  (sans  qu'il  y ait  contact...),  et  il  appelle  « verticale  » du  point 
A La  direction  AB  du  fil. 
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1.  Caracteriser  cette  direction  pour  un  point  A quelconque. 

2.  Que  pensez-vous  de  cette  definition  de  La  verticaLe  ? 

1.  de  cfu'i]  faut  savoir 

• Equilibre  dans  un  referentiel  non  galileen. 

• Forces  d’inertie. 


17.  de  cfu’il  faut  doinpreh^re 

1.  Le  bilan  des  forces  (et  des  forces  d’inertie...)  appliquees  a la  masse  m situee  prati- 
quement  au  point  B doit  permettre  de  determiner  la  direction  AB. 

2.  On  pourra  rechercher  l’existence  de  cas  singuliers  et/ou  de  cas  limites,  et  s’interro- 
ger  sur  la  signification  physique  d’une  telle  verticale. 

3.  Solution 


1.  Quel  que  soit  le  referentiel  envisage,  la 
masse  m en  B,  pratiquement  dans  le  plan 
z — 0 du  manege  (tournant  autour  de  l’axe 
O z),  est  soumise  a deux  forces  : 

• son  poids  mg  = -mguz  ; 

— y 

• la  tension  T du  fil,  portee  par  AB. 

Si  on  se  place  dans  le  referentiel  2/1  lie  au  manege 
(celui  oil  le  point  B est  immobile,  done  en  equi- 
libre. . . ),  il  faut  y ajouter  les  forces  d’inertie  liees 
au  mouvement  de  2 It,  en  rotation  uniforme  par 
rapport  au  referentiel  terrestre  galileen. 


Point  cours 

Les  forces  d’inertie  appliquees  a un  point  materiel  M,  dans  un  referentiel  en  rota- 

tion  (rotation  d’axe  Oz  caracterisee  par  le  vecteur  il  ) sont : 

- la  force  d’inertie  d’entrainement : 

/.e  = - m ^ a OM  + Q a (Q  a OM) ) ; 


d t 


- la  force  d’inertie  de  Coriolis  : 


fic  = -2mQ  a V (M  / 2/1). 


->  > 

Dans  le  cas  present,  M = B,  la  rotation  est  uniforme  ( il  = cste ) et  /ie  devient : 
fie  = -mil  a (£2  a OB)  = +mil1 2 HB  = +mQ2OB 
(H  est  le  projete  du  point  mobile  sur  l’axe  de  rotation. . .). 
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D’autre  part,  fc  = 0 puisque  le  point  B est  immobile  dans  2/1.  La  loi  fondamentale  de 
la  dynamique,  applique  a la  masse  m,  immobile  dans  2/1,  donne  : 


dP  _ 


df 


= ma  — 0 = mg  + T +/ie. 


11  en  resulte  que  AB  est  dans  le  plan  vertical  contenant  Oz  et  A (plan  Oxz). 

Appelons  x l’abscisse  de  B et  a l’angle  de  AB  avec  Oz.  En  projetant  sur  la  direction  per- 


cozx 

pendiculaire  a T : -mgsina  + mco2xcosa  = 0 soit : tana  = (1) 


g 


D’autre  part:  tana 


x-xn 


soit : x = x0  + h tan  a 


C0Z 

et,  en  reportant : tana  = — (x0  + /ztana) 

& 


(.  co  2h 

tana  1 


ttr 


enposant  hmax  = 

Or 

La  direction  AB  est  ainsi  determinee  par  l’angle  a qu’elle  fait  avec  Oz,  dans  le  plan  xOz. 
2.  Le  resultat  ci-dessus  appelle  quelques  commentaires  : 

• Le  calcul  et  le  resultat  n’ont  de  sens  que  pour  h < h = -&-■  Pour  h 3s  h , le 

_ CO^ 

J ^ 

point  B est  rejete  a l’infini  (a  augmente  et  tend  vers  - a mesure  que  l’observateur  laisse 
glisser  le  fil. . 

• Pour  un  point  A donne,  la  methode  proposee  defmit  done  bien  une  direction  AB  uni- 
que, reperee  par  a tel  que  : 

tana  = jr~ii  si  h<h^  = iri 

max  w 

« = \ si  h & ?imax. 

Pour  h 3=  hmax,  la  « verticale  » du  point  A dans  2/1  est  horizontale  dans  2/1  terrestre ! 

• Le  calcul  precedent  garde  un  sens  pour  h — > 0,  e’est-a-dire  pour  un  point  A tres  pro- 
che  du  plancher  du  manege  : 

C02x0  (02x 

tana— > = (coherent  avec  la  relation  (1)). 

A-»o  g g 

(A  la  limite,  on  a un  fil  a plomb  de  longueur  nulle  !). 

• Meme  si  cette  definition  de  la  « verticale  » est  logiquement  coherente,  on  peut 
s’interroger  sur  sa  signification  physique.  En  particulier,  pour  un  point  A'  situe  le  long 
de  AB,  la  « verticale  » est-elle  la  direction  de  AB  ? 


t „ xo  *o 

tana  = = - 

_L_h  hm^-h 
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Etudions  cette  droite  AB,  elle  coupe  l’axe  Oz  en  un 

point  C,  d’ordonnee  zc  et  tana  - — - - 

zc  zc  ~ “ 

(les  triangles  COB  et  CHA  sont  semblables. . 

On  a done,  par  identification  : zc  = /imax  = -£-• 

CO2 

La  position  du  point  C est  independante  du  choix  de 
A : toutes  les  « verticales  » des  points  A tels  que 
h < ?imax  sont  concourantes  au  point  C ! 
Reciproquement,  tous  les  points  A'  alignes  avec  C et 
A ont  meme  « verticale  » CAB. 
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Interaction  repulsive 


Deux  points  materiels  P (masse  m,  charge  q),  Q (masse  M,  charge  q)  peuvent  gLisser 
sans  frottements  sur  un  axe  horizontal  x'Ox. 


«.  7 

A I'instant  initial,  Q est  en  0 et  est  immobile,  P est  a I'infini  anime  d'une  vitesse  \l0ux 
dirigee  vers  Q. 

1.  On  se  propose  de  determiner  la  distance  minimale  d'approche  dm  (valeur  la  plus 
faible  de  la  distance  PQ).  On  posera  PQ  = r. 

a.  Calculer  dm  par  une  etude  effectuee  dans  le  referentiel  du  laboratoire.  Commenter 
le  resultat  obtenu. 

b.  On  veut  retrouver  le  resultat  precedent  en  se  plagant  dans  le  referentiel  du  centre 
de  masse  SftG. 

a)  Redefinir  L'etat  initial  du  systeme  dans  2 ftG. 

P)  Retrouver  la  valeur  de  dm. 

2.  On  suppose  maintenant  gu'a  I'instant  initial  t = 0,  PQ  = a,  Q etant  toujours  immo- 


bile et  P etant  anime  de  la  vitesse  \l0ux.  On  demande  d'etablir  I'expression  de  r(t), 
ou  r=  PQ,  et  d'en  deduire  le  temps  necessaire  x'  pour  atteindre  la  distance  minimale 
d'approche  notee  rm.  On  se  placera  dans  SftG. 


11.  Ce  faut  sav oir 

• Referentiel  barycentrique  : etude  d’un  systeme  de  points  materiels  dans  le  referentiel 
barycentrique. 

12.  de  faut  dompTehdTe 

1.  a.  Le  systeme  est  pseudo-isole.  On  pourra  done  ecrire  : 

- la  conservation  de  l’energie  mecanique  totale  (energie  cinetique  des  deux  masses  et 
energie  potentielle  d’interaction) ; 

- la  conservation  de  la  quantite  de  mouvement  du  systeme. 

La  distance  PQ  = r sera  extremale  (ici  minimale  lorsque  r = 0,  e’est-a-dire  puisque 
r = Xq-Xp  lorsque  Xq  = xp). 

b.  On  utilisera  les  proprietes  du  referentiel  barycentrique  (introduire  le  mobile  fictif  de 


r 

On  pose  t = 

vo 


masse  reduite  tt  = — 

m + M 


m M 
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3.  Solution 


1.  a.  On  se  place  dans  le  referential  du  laboratoire. 

Le  systeme  des  deux  masses  est  pseudo-isole,  les  deux  charges  se  depla^ant  librement 
sans  frottements  le  long  de  x'Ox. 


m 


Point  cours 

La  somme  des  forces  exterieures  (poids  et  reaction  de  l’axe)  s’appliquant  sur  le  sys- 
teme des  deux  points  en  translation  est  egale  au  vecteur  nul : le  systeme  est  pseudo- 
isole.  II  y a alors  conservation  de  sa  quantite  de  mouvement  et  de  son  energie 
mecanique. 


La  conservation  de  la  quantite  de  mouvement  du  systeme  s’ecrit : 

— y ^ y 

m V0  + 0 = mVp  + M Vq  . 

Soit  par  projection  sur  x'Ox  : m V0  = m xP  + M Xq  ( 1 ) 

La  conservation  de  l’energie  mecanique  nous  donne  : 

1 -2  1 -2 

Emec  = -mxP  + -Mxq  + Ep  = constante. 


Point  cours 


Le  point  P exerce  sur  Q la  force  F p _>  q 


F p ->  q = 


47t£„PQ 


2 mPQ' 


(Le  point  Q exerce  sur  P la  force  opposee.) 

On  definit  l’energie  potentielle  d’interaction 
du  systeme  par : 


+ > 

Fp^q  = -gradQEP  d’ou  EP 


q2 

47t£0PQ 


1 2 

A l’instant  t — 0,  Q etant  immobile  et  infiniment  eloigne  de  P : Emec  = - mV0  . 


1 ’2  1 ’2  (l^ 

On  obtient  done  -mx p + -Mxn  H 1 

2 2 y 47t£0PQ 


\mV20.  (2) 


Lorsque  la  distance  PQ  = r est  minimale,  on  a r = 0 et  done  xP  = xc 

TYl 

Soit  V,  cette  valeur  commune,  d’apres  (1),  V,  = — Vn 

m + M 


et  done  -(m  + M) 


: 1 2 

m + Mv°j  ^ 4ne0dm  2mV° 


VJ  +■ 
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1 J = -mM  o 

4jie0dm  2 

d’ou  finalement : 


1 - 


m 

m + M 


1 mM  2 
2m  + MV° 


q2(m  + M) 
2ne0mMVo 


Commentaires 


• Si  V0  augmente,  la  distance  minimale  d’approche  est  plus  faible,  ce  qui  est  coherent 
puisqu’on  lance  P avec  une  energie  cinetique  plus  grande. 


• En  introduisant  |t 


mM 
m + M 


(masse  reduite  du  systeme),  dm 


‘ 1 2 _ 

27te0pVo 


1.  b.  a) 


J 


Point  cours 

Le  referentiel  barycentrique  est  un  referential  d’origine  G centre  de  masse  en 
translation  par  rapport  au  referentiel  du  laboratoire. 

Si  le  systeme  est  pseudo-isole,  il  y a conservation  de  la  quantite  de  mouvement  du 
systeme  et  done  le  barycentre  G a une  vitesse  constante.  Si  le  referentiel  du  labora- 
toire est  galileen,  il  en  sera  done  de  meme  du  referentiel  barycentrique. 


Dans  le  referentiel  du  laboratoire,  la  vitesse  du  centre  de  masse  donnee  par 

m Vn 


Vf!  = 


mVp  + MVr 


m + M 


. ■ ■ ' 0 

vaut  ici  Vr  = — ur. 

° m + M x 


La  loi  de  composition  des  vitesses  s’ecrit : 


— > 
Vn 


VG  + (V'  )0 


0 = VG  + (V^)0 

Vp  et  Vq  etant  respectivement  les  vitesses  initiales  de  P et  Q dans  le  referentiel  bary- 
centrique, 


d’ou:  (xp)0  = V0- 


mV, 


o 


MV, 


o 


m+M  m+M 


(*q)o  = 


fflV0 
m + M 


1.  b.  p) 


Point  cours 

Xp  — GP  — Xp  Xq 

Dans  le  referentiel  barycentrique  et  a chaque  instant 

nix  p + Mxq 

Uq  = GQ  = xq-xg 

avec  xG  - 

m + M 
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d’ou 


Xn  — 


XQ  ~ 


M(xp  - xQ) 
m + M 
m(x  Q-Xp) 
m + M 


Mr 

m + M 
mr 


(PQ  = r > 0) 


m + M 


En  derivant  par  rapport  a t dans  le  referentiel  barycentrique  ( r(  f)^  = r(  f)labo) : 

• , M dr 

Xn  — —7— 

m + M at 
■ , _ m dr 
Q m + M dt 

On  retrouve  que  la  quantite  de  mouvement  totale  du  systeme  dans  le  referentiel 
barycentrique  est  nulle : 


mx  p + Mxq  = 0 


dr 


et  — = V est  aussi  la  vitesse  relative  de  Q par  rapport  a P. 
df 

L’energie  cinetique  E'c  du  systeme  dans  le  referentiel  barycentrique  s’ecrit : 

E r = - mx p2  +-M xL2  . 


soit,  en  remplacant : 


E 'r  = 


1 MmV2 

2 m + M 


On  voit  apparaitre  la  masse  reduite  definie  precedemment  ji  = 

Ec  = W- 


Mm 
m + M 


et 


A l’instant  initial,  P est  a l’infini,  l’energie  mecanique  du  systeme  dans  le  referentiel 
barycentrique  vaut  E'0 


1 ,r2 
-2»V„ 


et  la  conservation  de  l’energie  mecanique  s’ecrit : 


l..TT0  q2 


-pV2  + 


47t£0r 


1 ..2 

2HV0. 


dr 


Pour  dm  minimale,  V = — = 0,  on  retrouve  l’expression  de  dm  etablie  precedemment. 
2.  A l’instant  initial,  PQ  = a done  l’energie  mecanique  initiale  du  systeme  dans  SftG  vaut 


1 m M 
2m  + M 


V„  + - 


47te0a 


et  la  conservation  de  l’energie  mecanique  s’ecrit : 


1 mM  q2 

-V2  + 


on  a done  V2 


2 m + M 

A 


47t£0r 


1 mM  tt2  a2 
:Vn  + —L~ 


2 m + M 0 47t£0a 


V, 


1 + 


12  m + M 


a r)\ 2ne, 


omMV i 


0 J 
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On  reconnait  l’expression  de  dn 


q2{m  + M) 


2ne0mMV0 


d’ou  Ur  =1+  :-:kn  (4) 


l l 


La  distance  minimale  d’approche  est  rm  telle  que  r = 0. 


Soit  1 = d„ 


J__  1 
r„  a 


i+i4= 


Remarquons  que  lorsque  a —>  » on  se  retrouve  dans  le  cas  precedent  et  rm  —>  dm  . 
L’expression  (4)  se  reecrit  a l’aide  de  dm  et  rm  : 


: \2 


= d„ 


\ __  1 

rm  r 


r„ 


Point  methode 


Mathematiquement,  L equation  ( j = f(r)  donne  = ±Jf(r). 


V, 


Vn 


Physiquement,  on  leve  l’indetermination  du  signe. 

Ici,  r diminue  au  cours  du  temps  done  r < 0 (phase  de  rapprochement). 


r = -V0  j — J 1 — — (relation  manifestement  homogene). 


Posons  u = — , on  obtient  — = — 1 1 

r r r a/  V 

m ' m m 'V  m 

II  apparait  un  temps  caracteristique  : 


L’equation  du  mouvement  devient : 


V0  'V  ^ m 


du 


dt 

T 


On  reconnait  la  primitive  donnee  par  l’enonce  lorsque  r varie  de  a a r(t),  u varie  de 
a — — ^ • On  obtient  done  : 


r r / r(t)/r m 

[Arg  ch (V«)  + l]«/rm 


r(t) 


Le  temps  x'  pour  atteindre  l’etat  r - rm  s’ obtient  en  faisant  = 1 dans  l’expres 
sion  precedente  soit : m 


T = T 


Arg  ch 


a a 


my  VmVm 
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Point  materiel  sur  une  sphere 


Un  point  materiel.  M de  masse  m est  assujetti  a se  deplacer  sur  une  sphere  de  centre  0 
et  de  rayon  a.  La  liaison  est  bilaterale  (le  point  M ne  peut  done  pas  quitter  la  sphere) 
et  sans  frottements.  Le  mouvement  du  point  M est  repere  par  ses  coordonnees  cylin- 
driques  r,  0,  z,  I'axe  Oz  etant  confondu  avec  un  des  diametres  de  la  sphere. 

A I'instant  initial,  le  point  M possede  une  vitesse  V0  = V0ue  tangente  a la  sphere 


et  perpendiculaire  a Oz  ; II  se  confond  avec  un  point  M0  tel  que  (Oz,  OM0)  = a0 
(a0  e ]0, 7i[ ) et  done  de  cote  z0  = acosa0. 

1.  On  suppose  dans  cette  question  I'absence  de  pesanteur. 

Decrire  le  mouvement  ulterieur  du  point  materiel. 

2.  On  desire  prendre  en  compte  la  pesanteur,  I'axe  Oz  correspondant  a la  verticale 
ascendante  : g = - gu’z . 

a.  Montrer  que  dans  certains  cas,  on  peut  observer  un  mouvement  circulaire  d'axe  Oz. 
Quelle  valeur  Vc  faut-il  alors  donner  a V0  ? Commenter. 

b.  a)  Justifier  que  I'energie  mecanique  Em  associee  au  point  materiel  est  une  cons- 
tante  du  mouvement. 

Cette  energie  Em  peut  se  mettre  sous  la  forme  : 


Em  = ^z2/(z)  + Ueff(z)  = E0 


E0  etant  definie  par  les  conditions  initiates,  et  /(z)  > 0. 
On  a trace  les  courbes  donnant : 


Z = ^F(Z)  = 


Ueff(z)  _ E0 


mga 


■ ler  cas  : a0  = 0,471. 


zo 

-#0,31 


0 
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■ 2e  cas  : a0  = 0,7n. 


Commenter  ces  courbes  et  preciser  Le  mouvement  seLon  z. 
P)  [.'expression  de  Ueff(z)  est  donnee  par : 


Ueff(^) 


= mgz  + 


ma2vl  sin2a0 
2 (a2  -z2) 


L'origine  de  L'energie  potentieLLe  de  pesanteur  est  prise  en  0. 

Retrouver  Les  resultats  obtenus  au  2.  a. 

8)  Montrer  gue  La  composante  oz,  seLon  l 7Z,  du  moment  cinetique  en  0,  o(0),  est 
egalement  une  constante  du  mouvement.  Justifier  aLors  ['expression  de  Ueff(z)  don- 
nee au  2.  P). 

Que  peut-on  dire  du  mouvement  du  point  M ? 


Solution 


1.  Le  point  materiel  se  deplace  sur  une  surface  spheri- 
que  de  centre  O et  de  rayon  a.  II  est  soumis  a la  reac- 
tion R qui  est  normale  a cette  surface  (liaison  sans 
frottements)  et  done  colineaire  a u . 

R = R -u  (R  algebrique  dans  cette  expression). 

Le  support  de  cette  force  passant  par  O,  son  moment 
en  ce  point  est  nul : 

JLj(O)  = 0. 


On  est  done  invite  a appliquer  le  theoreme  du  moment  cinetique  en  O selon  : 


dad(fQ)  = 1(0)  = Ig(O)  = 0. 
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II  en  resulte  que  le  moment  cinetique  0 (O)  est  une  constante  du  mouvement  dont  la 
valeur  est  donnee  a partir  des  conditions  initiales  : 


^ 

0(0)  = OM0  a fflflV0ue 
soit  0(0)  = maV0 w), 

Oq  est  un  vecteur  constant  contenu  dans  le  plan  (Oz,  OM0) 
et  perpendiculaire  a OM0  ( cf.  figure  ci-contre). 

On  a done,  quel  que  soit  t : OM  a mV  = maV0u0. 


Le  vecteur  OM  est  ainsi  perpendiculaire  a u0. 

La  trajectoire  suivie  par  la  particule  est  de  ce  fait  un  grand  cercle  de  centre  O passant 

^ ^ — > — > 

par  M0  et  contenu  dans  le  plan  (OM0,  V0  = V0we)  perpendiculaire  a u0. 

Cette  trajectoire  circulaire  sera  decrite  a vitesse  de  module  V0  constant  comme  nous 
l’indique  le  theoreme  de  l’energie  cinetique  : 


dE 

— — ^ = 9U  = R • V =0. 
df  r 

La  reaction  if  est  a chaque  instant  perpendiculaire  a la  vitesse  (absence  de  ffottements). 
Onabien  Ec  = constante,  soit  ||v||  = cste  = V0. 


2.  a.  On  tient  compte  desormais  de  la  pesanteur  avec  g = - guz . II  n’y  a done  en  gene- 
ral ni  conservation  du  moment  cinetique  en  O (le  poids  ne  passe  pas  par  O)  ni  conser- 
vation de  l’energie  cinetique  (le  poids  travaille  quand  z varie). 


On  cherche  a demontrer  quune  trajectoire  circulaire 
d’axe  Oz  est  envisageable. 

Dans  ce  cas,  l’altitude  du  point  M est  constante  ainsi 
que  son  energie  potentielle  (Ep  = mgz  avec  une  ori- 
gine  arbitraire  en  O).  Le  theoreme  de  l’energie  cineti- 
que se  traduit  alors  selon  : 


z — + — r-^  = 9*^  = 0 (absence  de  frottements). 
df  df  r 

Soit  encore  Ec  + Ep  = cste,  et  done  Ec  = cste. 

Un  tel  mouvement  s’effectue  a module  de  vitesse 
constant  ||\^||  = V0. 

Ainsi  l’acceleration  A de  M sur  sa  trajectoire  est  cen- 
tripete  et  vaut : 

Vq  _» 

A = -——ur  oil  HM  = flsman. 

HM  r u 


La  loi  fondamentale  de  la  dynamique  nest  alors  veri- 
fiee  que  si  l’egalite  suivante  est  realisee  : 

mA  - mg  + R = - mguz  + R u . 
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Soit : -m — r-^ — ~ur  = - mgiL,  + Rw  . 
flsina0 


71 

Une  condition  necessaire  est  deja  que  a0  > - ( cf.  figure) 


a ur  ). 

D’autre  part,  on  doit  avoir  avec  (3  = K-a0  : 


tan  (3  = - — - 

V 


V 


o 


IaI 


mg  ag  sma0 

2 


tan(7t-a0)  = -tana0. 


z , 

0 

M 


D)  \ U 

ou  : — 


o 


snr  a, 


an  > 


mg 


'u 


o 


ag  cosa0 

elusion  une  trajt 
module  de  vitesse  Vc  tel  que  : 


71 

En  conclusion  une  trajectoire  circulaire  d’axe  O z n’est  possible  que  pour  a0  > - et  un 


r sin2a0n 

1/2 

vc  = 

- ag 

cosa0_ 

(cosa0  < 0). 


Commentaires 

• La  particule  devant  se  deplacer  dans  le  plan  z = cste,  il  faut  que  la  composante  R,  puisse 
equilibrer  le  poids,  soit : 


H 


O 


J' 


M 


mg 


it 


0 < ocn  < ~ 


H - 


°:iX^ 



M 


mg 


- < an<n 


Ainsi,  dans  le  premier  cas,  la  resultante  des  forces  serait  centrifuge,  ce  qui  est  incompatible 

7C 

avec  un  mouvement  circulaire  de  centre  H.  On  retrouve  la  condition  a0  > -• 


■ Et  pour  a0  > - on  aura  : 


-llitll 


cosoCq  = mg 


Rr  = -||it||sina0  = — 


mV2 

hm' 


Ainsi  quand  a0  diminue  et  tend  vers  — , on  doit  avoir  (du  moins  theoriquement) 

ll^ll  • • 7t+  I 

||R||  — > +>»  et  done  V —>  +°°,  ce  qui  redonne  bien  Vc  — > +°=  quand  a0  — » — • 
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2.  b.  a)  La  particule  est  soumise  a son  poids  et  a la  reaction  R . Cette  derniere  ne  tra- 
vaille  pas  ( R perpendiculaire  a la  surface  de  la  sphere  : absence  de  frottements) . Quant 
au  poids,  on  peut  lui  associer  une  energie  potentielle  Ep  = mgz  (origine  prise  arbitrai- 
rement  en  z = 0).  On  a done  d’apres  le  theoreme  de  l’energie  cinetique  : 


dE_c 

d t 


poids 


= 0- 


dEp 

df 


d’oii : — (Ep  + Ec)  = cste  : 


Em  = Ec  + Ep  = cste  = E0 


Ici,  l’energie  mecanique  est  bien  une  constante  du  mouvement  definie  a partir  des  con- 

1 2 

ditions  initiales  : Em  = E0  = -mV0+mgz0. 


1 1 2 . 2 

On  a de  ce  fait : -mV2  + mgz  = -mV, ~0  + mgz0  avec  V2  = r2  + r29~  + z2. 

En  eliminant  r et  0,  on  aboutit  a l’expression  donnee  dans  le  texte.  Les  valeurs  de  z 
correspondant  au  mouvement  doivent  verifier  : 

^mz2/(z)S0  e’est-a-dire  Ueff(z)  ^ E0. 


z 

Les  valeurs  de  Z = - accessibles  a la  particule  sont  definies  a partir  de  la  condition 
a 

F(Z)  =S  0. 

Ainsi  sur  la  figure  ci-contre,  on  peut  conclure  que  Z(t)  oscille  (de  fagon  non  sinuso'idale) 
entre  les  valeurs  extremes  Zmin  = Zt  et  Zmax  = Z2.  Aux  points  Zj  et  Z2  on  a bien  F(Z)  = 0, 
et  done  z = 0,  mais  la  particule  ne  peut  pas  se  maintenir  aux  altitudes  correspondantes 
dF 

(—  estnonnulenZjetZj). 


■ ler  cas : a0  = 0,47t  soit  z0  = 0,31a.  La  posi- 
tion initiale  se  situe  dans  l’hemisphere  superieur. 

Le  mouvement  est  bien  periodique  selon  Oz, 

z0 

Z (f)  variant  entre  les  valeurs  Zmax  = — et  Zmin. 

D’une  part,  Zmin  tend  naturellement  vers  la  valeur 
- 1 quand  V0  diminue  a z0  fixe  (pour  V0  = 0 la  par- 
ticule decrit  dans  le  plan  vertical  contenant  l’axe 
Oz  et  M0  l’arc  de  cercle  M0  — » A — > — > A...  ). 


® ^01  ^ ^02  ^ ^03 
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D’autre  part,  Zmin  tend  vers  - — quand  V0  aug- 

mente  « indefiniment  ».  En  effet  pour  une  vitesse 
initiale  suffisamment  importante  on  pourra  negli- 

ger  l’effet  de  la  pesanteur  ^ mV2  55>  mga  et  on 

retro uve  a la  limite  le  cas  decrit  au  1.  pour  lequel 
la  trajectoire  se  situe  bien  entre  -z0  et  +z0 . 


■ 2e  cas:  a0  = 0,77t  soit  z0  # -0,59a.  le  point 
M0  se  trouve  alors  dans  l’hemisphere  inferieur. 

• II  apparalt  une  vitesse  initiale  critique  Vc  associee 
a V03.  La  seule  valeur  possible  de  z correspond 
alors  a z0  (on  a F(Z)  positif  pour  Z^Z0,  et 
F(Z)  = 0 pour  Z = Z0  soit  z = z0). 

La  particule  decrit  un  petit  cercle  d’axe  Oz  a la 
vitesse  constante  Vc.  C’est  la  situation  du  2.  a. 

• Pour  V0  < Vc  (cas  V01  et  V02),  z(t ) oscille  entre 
une  valeur  zmin  < z0  et  une  valeur  maximale  zmax  = z0 
comme  il  se  doit,  vers  -a  quand  V0  diminue  ( cf.  explication  donnee  lors  du  ler  cas). 

• Pour  V0  > Vc  (cas  V04)  z(f),  varie  periodiquement  entre  zmin  = z0  et  zmax  > z0  , 
zmaxtendant  vers-z0  (z0  < 0)  quand  V0croit  indefiniment  {cf.  explication  donnee  lors 


V01  < V02  < V03  < V04 


# -0,59 


On  observe  que  zmin  tend, 


du  ler  cas). 

2.  b.  |3)  L’enonce  donne  l’expression  de  Ueff(z) : 


Ueff(z)  = mgz  + 


ma2V0  sin2a0 


2 (a2  - z2) 

La  trajectoire  suivie  par  la  particule  sera  un  cercle 
d’axe  Oz  et  de  rayon  r0  = asina0  (z0  = ncosa0) 
si  le  graphe  de  Ueff(z)  correspond  a la  figure  ci- 
contre.  Il  faut  ainsi  assurer  que  seule  la  valeur  z0  de  z 
est  possible.  On  doit  done  avoir  : 


Ueff(Zo) 


(1) 

zn  (2) 


et  Ueff(z)  minimale  pour  z - ^,0 
La  premiere  condition  est  automatiquement  verifiee  puisque  les  conditions  initiales 
sont  telles  que  z = z0  , et  = V0m^  et  done  z0  = 0. 

Calculons  alors  la  derivee  premiere  de  Ueff(z) 


dUeff(z) 

dz 


mg  + ■ 


ma2V0  sin2  a0 
(a2  - z2)2 
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(2)  s’ecrit  avec  z0  = acosa0  : 


«2Vq  sin2a0acosa0 
a4sin4a0 


~g- 


D’ou : 


„2  sin2  a0 

0 cosa0 


V 


(cosa0  < 0). 


On  retrouve  bien  la  valeur  critique  Vc(a0)  de  V0  qui  ne  peut  etre  realisee  que  pour 


cosa0  < 0,  c’est-a-dire  - < a0  < n (soit  z0  < 0 ). 

2.  b.  8)  Le  theoreme  du  moment  cinetique  en  O s’ecrit : 


(3) 


do(O) 
d t 


JA^(O)  + M^(O)  (P=poids). 


->  ^ ->  ■> 
Or  la  reaction  R passe  par  O,  son  moment  y est  done  nul  (d4,g(0)  = OM  a R =0). 

, ^ ->  ^ — > 

D’autre  part  dlj?(0)  = OM  a mg  = OM  a (-mg)uz  et  le  moment  du  poids  n’a 

done  pas  de  composante  selon  Oz,  soit  i4,j?(0)  • uz  = 0. 

L’equation  (3)  donne  alors  en  projection  sur  Oz : 


dd(O) 
2 ' dt 


0 =>  -^(a(O)  ■ u^)  = 0 (uz  vecteur  constant) 


La  composante  0,  = 0(0)  ■ uz  est  bien  une  constante  du  mouvement. 
— > ~ > -» 

0Z  = (OM  a mV  )uz  = mOM(u  a V ) ■ uz 


- > — > - > 

oz  = m ■ OM(mza  u)  ■ V = mOMsina«e  • V 

or  OMsina  = r et  uQ  • V = V0  = r0,  d’ou : 

0Z  = mrVe  = mr2  9. 

Al’instant  initial,  on  a Ve  = V0  et  r = asina0,  soit: 


az  = mr20  = maV0  sina0 


H 

-> 

«z 

O 

(4) 


IT 


a 


M 


u 


II  en  resulte  que  9 garde  toujours  le  meme  signe. 

D’apres  le  2.  b.  a)  la  conservation  de  l’energie  s’exprime  sous  la  forme  : 

-m(r2  + r2  9 + z2)  + mgz  = E0  = -mV0  + mgz0  (5) 

Eliminons  ret  9 a l’aide  de  (4)  et  de  la  relation  r2  + z2  = a 2 qui  traduit  que  le  point 
materiel  se  deplace  sur  la  sphere  de  rayon  a.  D’ou  : 


Et  (5)  devient : ^mz2^l + 


rr  + zz  = 0 

2 


r2 


r-7  Z. 

z2-. 


z2^ 


a 


+ - mr 2 
2 


aV0  sina0\2 


+ mgz  = E0. 
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Soit  encore : 


1 a2V0sin2a0 

-m — + mgz 


= E„ 


et  f(z)  = — ^ > 0; 


On  retrouve  bien  l’expression  proposee  au  2.  b.  (3). 

Les  etudes  precedentes  montrent  que  la  trajectoire  dessinee  sur  la  sphere  resulte  de  la 
combinaison  d’un  mouvement  oscillant  selon  Oz  ( z ■ < z < zmav)  et  d’un  mouve- 
ment  de  rotation  par  rapport  a ce  meme  axe  caracterise  par  une  vitesse  de  rotation  0 
definie  positive  et  donnee  par  (4). 

On  peut  ainsi  tracer  Failure  de  cette  trajectoire  : 


Ueff(z)  = mgz  + 


ma2V0  sin2a0 
2 (a2  -z2) 


Point  materiel  sur  un  cercle  vertical  tournant 


Un  point  materiel  M,  de  masse  m,  se  deplace  sans 
frottement  sur  une  circonference  de  centre  C et  de 
rayon  a,  contenue  dans  un  plan  vertical.  Par  rap- 
port au  referentiel  terrestre,  suppose  galileen,  ce 
cercle  tourne  a la  vitesse  angulaire  co  constante 
autour  d'un  axe  vertical  tangent  a la  circonference. 
La  position  du  point  M est  reperee  par  I'angle  0 que 
fait  CM  avec  la  verticale  descendante. 

1.  Determiner  les  positions  d'equilibre  relatif  du 
point  M par  rapport  au  cercle. 


2.  Etudier  la  stability  de  ces  positions  d'equilibre.  Commenter. 


y 


9 


Chapitre  5 - Mecanique  2 (337 


Exercice  530 


Exercice  530 


Solution 


l’axe  de  rotation  du  cercle  dans  le  referentiel  ter- 
restre,  et  O y contient  le  point  C centre  du  cercle  : 
cf  figure). 

Ce  referentiel  n’est  pas  galileen.  Dans  2ft,  le  point 


R de  la  circonference  ( R est  perpendiculaire  a 


qu’aux  forces  d’inertie  (pour  une  etude  d’equili- 
bre  dans  2 ft,  ces  dernieres  forces  se  reduisent  a la 
seule  force  d’inertie  d’entrainement). 

On  a done,  pour  M immobile  dans  2 ft  : 


0 


mg  +R  + /ie 


or  co  = co uz  = cte  =>  /ie  = mco2HM 


0. 


et  ( 0 = - n’etant  pas  solution) : 


tan0 


COjfl 

g 


(1  + sin0) 


(1) 


pour  0 e 


; n 


et  0 e 


'3k 


; 2k 


(on  a pris  0 = 0 


d’oii  - mguz  + mco2HM  + R 
Projetons  cette  equation  sur  la  tangente  a la 

circonference  : -mguz  ■ u*e  + ;nco2HM  • ~Uq  + 0 = 0. 
Soit  -mgsin0  + mco2(a  + asin0)cos0  = 0 


C3 


O 


H 


u. 


S. 


M 


Les  solutions  ne  dependent  que  du  parametre  sans  z 

dimension  T|  = qUi  compare  « l’acceleration 

& 

centrifuge  » pour  r = HM  = a - qui  aurait  ten- 
dance,  a elle  seule,  a placer  la  particule  en  B - a l’acce- 
leration  de  la  pesanteur  pour  laquelle  la  position  O 
preferentielle  serait  D. 

Les  deux  effets  vont  clairement  dans  le  meme  sens 


H 


:C 

B 

\ : 0 ' 

\)X0 

:D 

pour  M = D).  II  n’existe  done  pas  de  position  d’equi- 
libre  dans  ces  deux  domaines. 

Les  positions  d’equilibre  ne  peuvent  correspondre  qua  une  compensation  de  ces  deux 
effets,  ce  qui  se  traduit  par  une  force  tangentielle  /e  nulle  qui  nous  a conduit  a la  rela- 

r 

tion  (1).  Cela  va  se  produire  pour  une  premiere  valeur  0t  e 0 ; - et  pour  une 
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seconde  02  e 


371' 

n;T 


, comme  nous  le  montre  le  graphe  ci-dessous  ou  Ton  a repre- 
sente les  deux  fonctions  : 0 >->  tan0  et  0 > r)(  1 + sin0) 


r)(  1 + sin0) 


2.  Pour  etudier  la  stabilite,  on  peut  soit  s’interesser  aux  variations  en  fonctions  de  0 de 
la  force  tangentielle  /e  pour  0 voisin  de  0t  (ou  de  02  ),  soit  etudier  la  fonction  energie 

1 dEp 

potentielle  EP(0)  dont  derive  /e  (on  a en  effet /e  = ). 

u at) 

Determinons  EP(0) : EP(0)  = EP(0  ; pesanteur)  + EP  (0  ; force  d’inertie)  = EP  + Ep 
or  EP  = +mgz( M)  = -mgac os0  (origine  prise  en  C) 

et  dEp  = -SWr  = -mco1 2HMdCM  = -mco2HMd(HM) 


soit  EB 


Vi, 

--mco2EiM2 : 


1 


ip  = - imco2a2(l  + sin0)2. 


Au  total,  Ep  = - ^mco2u2(  1 + sin0)2  - mgacosQ 

_E^ 
mga 


2 

ou  encore,  en  divisant  par  mga : 


-d—  = -cos0  - ^-^(1  + sin0)2 


soit : 


Ep  i 

= -cos0 — r|(l  + sin0)2 

mga  2 


= ft,(0)  (2) 


Trains  la  fonction  iq  — > #^(0)  pour  0 e [0  ; 27t] : 
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La  position  9j  constitue  une  position  d’equili- 
bre  stable  (minimum  de  Ep ) alors  que  02  est 
instable  (maximum  d’energie  potentielle).  On 
peut  verifier  ces  resultats  en  examinant  sommai- 
rement  le  signe  de  /e  dans  un  voisinage  de  0 1 
puis  de  02. 

Or:  /e  = -mgsinO  + mco2a(l  + sin0)cos0 

— = cos0[r|(  1 + sin0)  - tan0] 

mg 

• Pour  9P  on  a cos 9 >0  (0  e Te  ) et : 

-pour  0 > 0t : tan0  > r|(l  + sin0)  d’ou/0  < 0 ; 

-pour  0 < 0 j : tan0  < r|(l  + sin0)  d’ou/0  > 0. 

/0  apparait  comme  une  force  de  rappel  =>  0j  position  d’equilibre  stable. 


• Pour  02,  il  vient  cos0  < 0 et  les  positions 
relatives  des  deux  courbes  restent  les  memes, 
d’oii : 

/e  > 0 pour  0 > 02 ; 

/e  < 0 pour  0 < 02. 

/0  ne  correspond  plus  dans  ce  cas  a une  force 
de  rappel  =>  02  position  d’equilibre  instable. 

Commentaire 


tan0 


Si  l’on  s’interesse  a la  position  d’equilibre  stable  (0 x ) , on  peut  remarquer  qu’elle  tend  vers 
7T 

- (point  B)  lorsque  q 5S>  1 ce  qui  est  naturel  puisque  l’effet  de  la  rotation  l’emporte  lar- 
gement  sur  celui  de  la  pesanteur,  et  vers  0 (point  D)  pour  q 1 (c’est  l’effet  inverse). 


J 


Deux  masses  liees  par  un  fil 


Deux  masses  m et  m',  Liees  par  un  fil  inextensible 
et  de  masse  negLigeable  sont  posees  sur  deux 
plans  inclines  orthogonaux,  d'intersection  hori- 
zontale  ( cf . figure).  Les  deux  masses  et  Le  fil  sont 
dans  Le  plan  vertical  perpendiculaire  a cette  inter- 
section, initiaLement  immobiles  (fil  tendu).  On 

suppose  0<o<f. 
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1.  CaLcuLer  (.'acceleration  des  masses,  dans  I'hypothese  ou  il  n'y  a aucun  frottement 
(I'inertie  de  la  poulie  est  negligeable). 

2.  Le  contact  de  la  masse  m avec  le  plan  est  caracterise  maintenant  par  un  coefficient 

de  frottement  solide/(m  est  au  repos  pour  |Rt|  «/  |RN| , ou  RT  et  RN  representent 
les  composantes  tangentielle  et  normale  de  la  force  de  contact  exercee  par  le  support). 
En  envisageant  les  deux  cas  Limites  de  mouvement  dans  un  sens  ou  dans  I'autre,  deter- 
miner le  domaine  de  valeurs  de  m'  qui  assurent  L'equilibre.  On  posera/=  tanrp  et  on 
exprimera  le  resultat  en  fonction  de  m,  tp  et  a. 


Solution 


1 . Dans  le  plan  vertical  des  deux  masses,  defi-  O 

nissons  un  repere  Oxy  oriente  selon  les  lignes 
de  plus  grande  pente  des  deux  plans  inclines. 

Chaque  masse  est  soumise  a trois  forces  : 

- son  poids  mg  ou  m'g  ; 

^ 

- la  reaction  du  plan  incline  ( R ouR')  per- 
pendiculaire  a celui-ci  (pas  de  ffottements) ; 

^ 

- la  tension  du  fil  T ouT'. 

On  applique  le  theoreme  du  centre  d’inertie  a chaque  masse  : 

ma  = mg  + R + T (1) 

mV  = m'g  + R'  + V (2) 

L’ absence  de  masse  du  fil  et  d’inertie  de  la  poulie  implique  : T = T'. 

— > — ^ ^ 

Le  fil  etant  inextensible  : a = aux  et  a'  = - auy  (m  et  m'  ont  la  meme  acceleration 
en  module). 

Par  projection  de  (1)  sur  Ox,  de  (2)  sur  O y : 
ma  = mgsina-T 
-m'a  = m’gc  osa-T' 

d’ou  par  soustraction,  on  obtient  apres  simplifications  : 

msina  - m'  c os  a 

a = g 

m + m 


On  verifie  qu’en  cas  de  donnees  symetriques 


m 


m , a 


on  obtient  bien  a = 0. 


2.  Le  probleme  est  inchange  en  ce  qui  concerne  la  masse  m'.  En  cas  d’equilibre  (a  = 0), 
il  vient  done : 

T = T'  = m'  geos  a. 
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Ecrivons  maintenant  la  condition  d’equilibre  de  la  masse  m : 

->  ->  ^ > — > 

ma  = 0 = mg  + T + RN  + RT 

— ^ 

( Rt  composante  tangentielle  de  la  force  de  contact). 

Soit,  en  projection : 

0 = mgsina- T±Rt  (avecRT>0) 

0 = mgc  osa-RN 
et,  dans  le  cas  de  l’equilibre  limite  : 

Rt  = f ' = tan  (p  • Rn. 

D’oii  deux  cas  selon  que  le  mouvement  s’ amorce  vers  le  bas  ou  vers  le  haut : 

• soit,  a la  limite  du  mouvement  vers  les  x positifs  : 

( Rt  — — Rx  ■ w^) 

T = m'gc osa  = mgsina- tantp  • mgcosa  (RN  = mgcosa) 
l’equilibre  est  done  rompu  des  que  : 

tn 

m’<mx{ml  - - — -(sina  - tantp  ■ cosa)  = m(tana  - tancp) ; 

• soit  a la  limite  du  mouvement  vers  les  x negatifs  : 

(Rt  = + Rt  • ux) 

T = m'gcosu  = mgsina  + tantp  ■ mgcosa 
l’equilibre  est  done  rompu  des  que  : 

m'  > mx i'm2  = m( tana  + tantp). 

Finalement,  les  conditions  fixant  la  possibilite  d’equilibre  sont  donnees  par  : 

_ m' 

tana  - tantp  ' — tana  + tantp. 
m 

Evidemment,  si  a < tp,  la  limite  inferieure  ne  joue  pas,  ce  qui  traduit  le  fait  que  le  glis- 
sement  vers  les  x positifs  est  alors  impossible. 

On  verifie  facilement  que  dans  le  cas  oil  le  frottement  disparait  (/=  tantp  — » 0),  la 

ffl f 

condition  d’equilibre  devient  — = tana,  ce  qui  correspond  bien  a a - 0 d’apres  le 

m 

resultat  de  la  premiere  question. 
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© Systeme  couple  de  deux  masses 


Deux  points  materiels  Ma  (masse  ma)  et  M2  (masse 
m2)  sont  reLies  par  un  fit  inextensibLe  (Longueur  /) 
sans  masse  et  parfaitement  soupLe.  La  masse 
est  assujettie  a se  deplacer  sur  L'axe  verticaL  0 z et 
La  masse  M2  sur  Le  plan  horizontal  Oxy.  Le  fil  passe 
par  un  trou  suffisamment  fin  situe  au  point  0 du 
plan  Oxy.  Toutes  Les  Liaisons  sont  sans  frottement. 

Dans  I'etat  initial.  La  masse  m1  est  en  un  point  de 
cote  z0  (0  <z0<l ) et  sa  vitesse  est  nuLLe,  La 
masse  m2  est  a La  distance  r0  = l-z0  de  0 et 
possede  une  vitesse  orthoradiale  de  norme  V0 
(V0>  0). 

Le  mouvement  est  repere  pour  Le  point  Mj  par  sa  cote  z(t)  et  pour  M2  par  ses  coor- 
donnees  polaires  r(t)  = 0M2  et  d(t)  = (i ?x,  OM2). 


1.  a.  Montrer  qu'il  existe  une  vaLeur  critique  Vc  de  V0  pour  LaqueLLe  Le  point  Mj  reste  fixe. 

b.  Justifier  que  L'energie  mecanique  Em  du  systeme  des  deux  masses  m1  et  m2  est  une 
constante  du  mouvement.  QueLLe  est  sa  vaLeur  ? 

c.  Decrire  ce  qui  se  passe  quaLitativement  pour  V0  < Vc  puis  pour  V0  > Vc . 

2.  a.  Donner  Les  expressions  reliant  z(t)  et  0(t)  a r(t). 

b.  Compte  tenu  des  relations  du  2.  a.,  L'equation  energetique  du  1.  b.  peut  se  mettre 
sous  La  forme  : 

^(m1  + m2)z1 2  + U(z)  = 0. 


2-l\-m1g(z-z0). 


1 2 

a)  Verifier  que  L'on  a U(z)  = -m2V0^ 

On  donne  L'alLure  des  courbes  Z = j U2(Z)  = pour  differentes  vaLeurs  du 


zrrinV^ 


V 0 z0 

rapport  — a mv  m2,  t,  r0  fixes  (on  note  Z0  = — ). 
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Que  representent  Les  courbes  (1),  (2),  (3)  et  (4)  ? 

p)  Dormer  Les  caracteristiques  generates  du  mouvement  et  tracer  I'allure  de  La  trajec- 
toire  suivie  par  Le  point  M2. 

3.  On  donne  maintenant  La  vaLeur  Vc(l  + e)  a La  vitesse  initiate  V0,  ou  | e|  est  sup- 
pose petit  devant  L'unite.  On  pose  r - r0(l  + r|(t))  avec  r|(t)«l.  Eta b Li r 
L'equation  du  mouvement  en  r\(t)  en  fonction  de  e,  du  temps  t et  de  La  grandeur 

a - I 3m'g 

sj  (m1  + m2)r0 

4.  Comment  sont  modifies  Les  resuLtats  precedents  si  L'on  supprime  mt  et  que  ['on 

— > 

exerce  au  point  Ma  une  force  verticaLe  constante  Fa  = F0  • uz?  Que  se  passe-t-il  pour 
F0  = mig  ? 


Solution 


1.  a.  Lorsque  reste  fixe,  c’est  que  M2  decrit  un 
cercle  de  centre  O,  de  rayon  r0  et  de  vitesse  (bien 
evidemment  orthoradiaie)  V0  = Vc  (vitesse  criti- 
que que  l’on  cherche  a determiner). 

La  masse  m1  demeurant  immobile,  la  tension  Tt  du 

filequilibrelepoids  Pj  = m^g  soitiTj  = -mlg. 

Le  fil  est  ideal  (inextensible,  sans  masse  et  infini- 
ment  souple),  les  contacts  en  O et  sur  le  plan 
s’effectuent  sans  frottement,  on  a done  : 

T,  = T2  d’ou  T2  = mxg. 
Enfin,  le  point  M:  decrivant  une  trajectoire  circulaire  pos- 
sede  une  acceleration  ~a2  telle  que  (coordonnees  polaires) : 


dV 

df 


dV  ->  V2 


Et  d’apres  la  loi  fondamentale  de  la  dynamique  appliquee 
a M2  (en  projection  sur  le  plan  horizontal  O xy) : 


t2  a2  — T2  - 


-mi  guT- 


On  a done : 

^ = 0 
dt 


et 


m2V1 2 


mxg-- 


vc  = 

H gr0 

V 

m2 

(1) 
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Point  cours 


Le  theoreme  de  la  puissance  cinetique  applique  a un  systeme  materiel  s’ecrit 


dE_c 
d t 


~Ob  . Ob, 

~ 1 ext  ^ **  int  ' 


Si  Ton  considere  comme  systeme  F ensemble  constitue  par  les  points  materiels  Mj 

— ^ ^ 

et  M2 , les  forces  de  tension  T,  et  T2  sont  interieures  au  systeme  (elles  se  transmet- 
tent  ici  d’un  point  a l’autre  par  l’intermediaire  du  fil).  II  faut  done  s’interesser  a la 
puissance  interieure  CTint  qu’ elles  developpent. 


Point  methode 

II  revient  au  meme  d’appliquer  le  theoreme  de  la  puissance  cinetique  a chacun  des 
points. 

Ainsi,  pour  le  point  materiel  : 
dEr 


^ ^ dE 
~W  = ^(PoidsJ  + Ti-Vt  = --Jt 


Pi 


+ T1-V1. 


Ep  represente  l’energie  potentielle  de  pesanteur  associee  a la  masse  mv  soit : 

E = -mlgz  (origine  prise  en  z = 0 ). 

De  meme,  pour  le  point  materiel  M2  : 
dEc  — > — > 

—— 2 = T2  ■ V2  (le  poids  ne  travaille  pas,  pas  plus  que  la  reaction  verticale  - absence 
de  frottements  - du  plan). 

Au  total,  avec  Er  = Er  + Er  et  En  = En  : 

c Of  t-2  p Pi 


— > — > —>  —> 


-(Ec  + Ep)  = Tj  ■ Vj  + T2  ■ V2  . 
Or  T\  ■ V\  = — T j ■ z (Tt  = -T^  et  = zuz). 


De  plus,  en  coordonnees  polaires  V2 


• > A ^ 

r ur  + r0  U* 


etavec  T2  = -T2ur  ilvient:  T2  ■ V2  = -T2r 

D’oii : Tj  • V1  + T2  • V2  = - Tt  z — T2  r . 

Or  Tt  = T2  (c/l.a.)et  z+r  = l soit  r = -z. 
On  a done : 

d. 


-» 

ur 


U a 


df 


(Ec  + E_)  = -T^-Tj-C-z) 


0. 
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L’energie  mecanique  du  systeme,  definie  selon  Em  = EC|  + Ec  + Ep , est  bien  une 


1.  c.  ■ Remarquons  tout  d’abord  que  le  point  materiel  M2  n’est  horizontalement  sou- 

mis  qua  la  force  de  tension  T - -T  ur  du  fil  (pas  de  frottements).  Cette  force  est  cen- 
trale  (de  centre  O),  ainsi  le  mouvement  plan  de  M,  doit  conserver  son  moment 
cinetique  en  O ; on  a done  : 


Revolution  du  systeme  doit  done  respecter  les  constantes  du  mouvement  ((2)  et  (3)) 
ainsi  que  la  relation  r( t)  + z(t)  = l traduisant  l’inextensibilite  du  fil. 

■ Soulignons  maintenant  que  la  vitesse  V0  (differente  de  Vc)  correspondrait,  pour  M2, 
a un  mouvement  circulaire  de  rayon  r0  pour  une  valeur  T0  de  la  tension  definie  selon  : 


Ainsi  pour  V0  < Vc,  on  aura  T0  < mYg  et  la  masse  ml  est  tout  d’abord  entrainee  vers 
le  bas  ( mlg  superieure  a la  tension  du  fil) : z augmente  et  r diminue. 

Pour  V0  > Vc,  le  meme  raisonnement  conduit  a la  situation  inverse. 

■ On  peut  egalement  definir  la  valeur  r'  de  r pour  laquelle  le  systeme  finirait  par  se  sta- 

biliser  en  imaginant,  par  exemple,  une  force  de  frottement  du  type  / = —Xr  ur  s’exer- 
9ant  sur  M2  (cette  force  conserve  (3)). 

Des  lors : 


Soit 


Em(f)  = E„  = ^mVo  -m^gzo  (2) 


m2V'2 


= mlg  avec  r'V'  = r0V0 


Soit  finalement : 


- mlg  =»  r'3 


miSro 


On  a done  r'  < r0  pour  V0  < Vc  et  r'  > r0  pour  V0  > Vc . 

■ Analyse  qualitative : 

Le  mouvement  du  systeme  doit  obeir  aux  lois  de  conservation  : 


r + z = l =>  z2  = r2. 
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• ler  cas  : V0  < Vc 

D’apres  ce  qui  precede,  on  peut  conclure  que  dans  un  premier  temps,  r diminue  (et  z 
croit),  passe  par  la  valeur  r'  definie  plus  haut  avec  une  vitesse  r < 0 non  nulle,  et  finit 
par  atteindre  une  valeur  rmin  < r'  (r  = 0)  sur  laquelle  il  ne  peut  pas  se  stabiliser 
( rmin  r'  ; de  plus  on  a necessairement  rmin  > 0 puisque  Ve  restant  borne,  r ne  peut  pas 
tendre  vers  0).  Le  systeme  repart  done  dans  l’autre  sens.  On  observera  des  oscillations 
non  sinusoidales  de  r(  t)  entre  les  valeurs  rmin  et  r0  (et  de  Mj  entre  zmax  = l - rmin  et 
z0  = l — r0).  La  trajectoire  de  M2  ressemblera  a une  « rosace  » tangente  interieurement 


au  cercle  (O,  r0)  et  exterieurement  au  cercle  (O,  rmin) 


roV(A 

r2(t)J 


■ 2e  cas  : V0  > Vc 

Les  conclusions  restent  les  memes  r(f)  evoluant  cette  fois-ci  de  r0  a rmax  > r0  (on  a 
bien  id  r'  > r0  ). 

Un  tel  mouvement  n’est  entierement  possible  que  pour  rmax  < l.  Determinons  alors 
la  vitesse  limite  Vj  pour  qu’il  en  soit  ainsi : 

(2)  entraine  avec  r = 0 pour  r = rmax  = l (z  = 0)  : 


1 2 1 2 

° + 2m2Ve-mig-  0 = 2m2Vi-™iSzo  (zo  = Z-ro) 


Soit  avec  (3)  : /Ve  = r0Vl , 


Dou:  2m2pVl 


^m2Vi  -mlSz0 


<-  l-l  T2 

et  -Vj  m2 


r 2 

'-l 

V laJ 


= miSzo 


V 


v?  = 


2 migz0 


2\ 

[0 

l2, 

l0J 


2mlgz0 


nu\  1 


1 + ■ 


(4) 


Ainsi  pour  Vc  < V0  < Vj,  M2  decrira  une  « rosace  » s’inscrivant  entre  les  cercles  de 
rayon  r0  et  rmax  (rmax  < /). 


2.  a.  On  a vu  que 


z(t)  = l-  r(t) 


et 


f(0Ve(0  = r0V0. 


Or  Ve(t)  = r(f)0(f),  d’oii: 


0(f)  = 


'-qVq 

r2(t) 
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2.  b.  a)  L’equation  traduisant  la  conservation  de  l’energie  s’ecrit  {cf.  2.  a. : r = -z  et 


Vfl 


rovo  ■ 


•2  1 *2.1  roV0  1 ,,2 

m1z-  + -m2z-  + -m2—--mlgz  = -m2V£-  mxgzQ 


1 '2  1 

-m0rz  + 

2 2 2 2 0 


D’oii  ^(mj  + m2)z2  + j ^m2Vo(j5  - 1 ]-m^(z-z0) 

1 ■ 2 

Onabien  ( r=l  — z ) : -(mj  + m2)z"  + U(z)  = 0 avec  : 


0. 


U(z)  = ^!2vS[^-l|-m^(z-z0) 


(5) 


2 r rn 

Soit  encore  avec  Vr  = — — et  Z = - (et  Zn  = -f) 

m,  l l 


-La  courbe  (1)  correspond  a V0  = Vj  pour  laquelle  Zmin  = 0.  Ainsi,  pour 
V0  e (Vc,  Vj),  Mj  oscille  entre  les  valeurs  de  Zmin  > 0 et  Z0  (les  valeurs  de  Z acces- 
sibles  etaient  definies  par  U(z)  < 0 et  done  U2(Z)  < 0 ). 

-La  courbe  (3)  est  associee  a V0  = Vc  : une  seule  valeur  possible  pour  Z (Z  = Z0 , 
e’est-a-dire  z = z0  et  r = r0 ). 

- La  courbe  (2)  represente  une  situation  intermediaire  (Vc  < V0  < Vj). 


• 2e  cas  : V0  < Vc 

Alors  Z(f)  varie  entre  les  valeurs  extremes  Z0  et  Zmax  (Z0  < Zmax  < 1). 
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2.  b.  |3)  Les  caracteristiques  generates  du  mouvement  ont  ete  signalees  au  1.  c. 
On  donne  ci-apres  Failure  de  la  trajectoire  du  point  M2  tracee  a l’ordinateur  : 


3. 

Point  methode 

On  pourrait  reconsiderer  l’equation  energetique  (5)  du  mouvement  dans  le  cadre 
des  petits  mouvements.  II  est  aussi  simple  de  reprendre  la  demonstration  a partir  de 
la  loi  fondamentale  de  la  dynamique  appliquee  successivement  a M2  et  M2 : on 
aboutira  directement  a une  equation  differentielle  du  second  ordre  en  r(  f) . 


On  a ainsi : 

m2(r-r02)  = -T  et  nzjz  = nzjg-T. 

Eliminons  T entre  ces  deux  equations  en  tenant  compte  de  ce  que  r + z - l0  et  done 


-r. 


• 2 

(ml  + m2)  r - m2rQ  = -inlg 


or  r20  = r0V0  , d’oii  r0 


\2 


2„2 

fnVn 


2,,2 

..  m,rnVn 

Soit : ( m2  + m1)r — = -mlg  (6) 


Linearisons  cette  equation  (r  reste  voisin  de  r0)  : r = r0(  1 + q)  oil  q « 1 ; 
et  -4  = -:( 1 + q)-3  # — ( 1 - 3q)  (au  premier  ordre  en  q). 


r3  3' 

r r0 


(6)  devient : (m2  + m1)r0 rj 


,,2 

m2V0 


(1  — 3q)  = -m  jg. 


Or  V; 


miSro 

m-, 


soit  — 


mi  S 
V? 


Chapitre  5 - Mecanique  2 (349 


Exercice  532 


Exercice  532 


d’oii : 


..  /v0y 

(mi  + m2)r0ri-l  — I m^( l-3r))  = 
yV0\2 

Enfin  avec  V0  = Vc(  1 + e)  et  e « 1 =>  — J = ( 1 + 2e),  et  au  premier  ordre  en  £ 


etr) : 


(m1  + m2)r0i\-mlg(l-3r\  + 2e)  = -m^g. 
Et  apres  simplifications  : 

(ml  + m2)r0  rj  + 3 m1  gT|  # 2m1ge. 


Posons : 


Q2 


3m,  e ..  2 „ 

: T)  + £22ri  = ^ Q2e  (7) 

(ml  + m2)r0  3 


Les  conditions  initiales  sont : 

• r(0)  = r0  d’oii  13(0)  = 0. 

• r(0)  = 0 soit  f](0)  = 0. 

La  solution  a l’equation  differentielle  (7)  est  alors  donnee  par  : 


13(f)  # -e[l  - costlt] 


Onauradememe  z(t)  = Z-  r0(  1 + r|(f))-  Le  point  Mj  oscille  de  fa<;on  sinuso'idale  avec 

2 4 

une  pulsation D.  (amplitude  a = -r0E  : oscillations  entre  z0  = l - r0  et  zmin  = z0  - - r0£ ) . 

4 

Le  point  M2  voit  son  rayon  vecteur  osciller  avec  la  meme  pulsation  Q (entre  r0  et  r0  + - £ ) . 
4.  • La  valeur  de  la  vitesse  V,  du  mouvement  circulaire  s’obtient  en  substituant  la  force 


L0  a mlg  soit : Vc  = 


(cfi  1.) 


Pour  l’equation  energetique  ( cf.  2.  a.), l’energie  cinetique  se  reduit  a ECj  (on  n’a  plus  m2) 
et  il  faut  substituer  a l’energie  potentielle  de  pesanteur  - mlgz  l’energie  potentielle  E' 
associee  a la  force  constante  F0,  definie  selon  : 

dEp  = -5WFo  = -F0dz  = -d(F0z). 


On  peut  done  prendre  H'  = -F0z. 
1 

2' 


1 ■ 9 

On  a done  : -mxz  + U(z)  = 0 avec  maintenant : 


U(z) 


1 . t2 
3m2Vo 


- 1 


-Fo(z-zo)- 


'L(l-z)2 

Les  valeurs  de  Vlim  , zmin , zmax  se  deduisent  egalement  de  l’etude  precedente  ( cf.  2.) 
en  rempla^ant  m,  g par  F0 . Quant  a la  pulsation  Q des  petits  mouvements,  elle  s’obtient 
en  faisant : 

njj  + m2  — > m2  (le  terme  inertiel  du  a ml  n’existe  plus) 
mi  £ — * Fo  ■ 
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Soit  Q = 


t\m2rQ 

• Si  l’on  fait  F0  = mlg,  les  resultats  relatifs  a Vc,  Vlim  = Vj , zmin,  zmax  sont  inchanges. 
La  valeur  de  Q.  est  elle  modifiee  selon  : 

Q = S* 

V m2  r0 


@ Pendule  double 

Un  pendule  double  est  constitue  de  deux  masses  m1 
ponctuelles  m1  et  m2  placees  aux  extremites  Mx  et  M2  ^7 
d'une  tige  sans  masse  de  longueur  /. 

Le  point  est  assujetti  a se  deplacer  sans  frotte- 
ments  sur  I'axe  horizontal  x'x. 

Le  pendule  peut  osciller  librement  sous  faction  de  la 
pesanteur  tout  en  restant  dans  un  meme  plan  vertical  contenant  I'axe  x'x. 

Le  systeme  est  abandonne  sans  vitesse  initiale  dans  un  referentiel  2 li0  suppose  gali- 
leen,  0 ayant  une  valeur  0O. 

1.  Que  peut-on  dire  du  mouvement  du  centre  de  masse  G du  systeme  ? 

2.  Determiner,  par  application  du  theoreme  de  L'energie  cinetique,  une  integrale  pre- 
miere du  mouvement  en  0(t) . 

3.  Donner  la  periode  des  petites  oscillations.  On  pourra  poser  co  = 

Commenter  le  resultat  obtenu. 

Solution 


1.  Le  mouvement  du  centre  de  masse  G se  deduit  de 
l’application  de  la  loi  fondamentale  de  la  dynamique 
appliquee  a chacune  des  masses  rrq  et  m2. 

Pour  m,  seule,  on  a,  en  notant  R la  reaction  du  sup- 
port x'x : 

dV  j ^ 

mi—  = mlg  + R + T (1) 

De  meme  pour  m2  : 

d V 2 ^ -> 

m2~fr  = miS  +(-T)  (2) 
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(la  tige  etant  supposee  sans  masse,  les  forces  T et  -T  sont  bien  portees  par  MjM2  et 
sont  de  sens  opposes). 

Eliminons  T entre  les  deux  equations  : 

d — ^ — * -> 

— (mlV1  + m2V2)  = (m1  + m2)g+R  (3) 

Le  glissement  du  point  Mj  sur  l’axe  horizontal  x'x  s’effectuant  sans  frottement,  la  reac- 

tion  R est  normale  a x'x  (elle  est  de  plus  contenue  dans  le  plan  vertical  Ox/).  Soit : 

R = Ru^ 

(3)  donne  alors  en  projection  sur  Ox : ^(mj Vlx  + m2V2x)  = 0 

c’est-a-dire  m1Vlx  + m2V2x  = cste  = 0,  les  vitesses  initiales  etant  nulles. 

Or  par  definition  du  point  G,  on  a : ( m1  + m2)VG  = mlVl  + m2V2. 

Ilvientalors  VGx  = 0. 

Le  centre  de  masse  se  deplace  sur  la  verticale  passant  par  G0  = G(f  = 0).  On  pourra 
done  etudier  le  mouvement  dans  le  referentiel  galileen  Ox/  (O  point  fixe  de  x'x,  l’axe 
0/ passant  par  G0). 

2.  Le  theoreme  de  la  puissance  cinetique  applique  au  systeme  des  deux  masses  s’ecrit : 


dEc 

dt 


op  , ob. 

^ ext  T J int* 


!ci  SPext  = SPext(poids)  + 9>ext(R). 


Or  9sext(  R)  = 0 (force  perpendiculaire  au  deplacement) ; 
dE 

^extCP01^)  = ~~rf  avec  Ep  = Ep(m1)  + Ep(m2)  = 0 + mgy(m2) 

(origine  de  l’energie  potentielle  prise  en  / = 0). 

Montrons  que  les  tensions  T et  -T  fournissent  une  puis- 
sance 2Pint  globalement  nulle.  En  effet : 

9>int  - T ■ V (Mj)  -TV (M2)  = T [Y(Ml)-V(M2)] 


+ lu 


dM?M, 

et^int=  T ‘ — ~Tj. — ’ soitavecT  = T u etMjJV^ 

9^  = T u • f - / — j (distance  MYM2  constante  egale  a /) 


IT  d ,->2 


->2 


soit  3>int  = ~—-r(u  ) = 0 (u~  = 1) 


2 dt 


on  a done  finalement : 


dE_c 

dt 


ilp 

dt 


et 


Ec  + Ep  = cste 
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Avec  Ep  = -m2glc os0. 

Pour  calculer  l’energie  cinetique,  on  ecrira  en  notant  {x]  , 0)  et  (x2  , y2)  les  coordon- 
nees  des  points  M:  et  M2  dans  le  referential  Oxy  : 

c 1 -2,1  ,'2,  '2, 

Ec  = -mtX!  + -m2{x2+y2). 


Exprimons  xv  x2,y2  en  fonction  de  Tangle  0. 

On  a:  |'m1GM1  = m2GM2  ( propriety  du  centre  de  masse) 
GMj  + GM2  = l. 


Soit : GMj  = 


m. 


-l  - Zj  et  GM2  = 


m, 


-l  = l2. 


Les  coordonnees  des  points  Mj  et  M2  s’ecrivent  dans  le  repere  Oxy  : 
fxj  = -ZjSinB 
[Yi  = 0 
D’oii  en  rempla^ant : 


M, 


et  Mi 


x2  = l2  sin0 
y2  = -Zcos0 


-m,Zi02cos20 
2 1 1 


Ec  = 

et,  en  utilisant  les  valeurs  de  Zx  et  Z2  : 


+ ^m2[Z202cos20  + Z~02sin20] 


1 /202 

E,,  = —[mlmlcos2Q  + m2m2cos20  + m2(m1  + m2)2sin20] 


et 


2 (ml  + m2 )2 
1 /202 

Ec  = -[mlm2(ml  + m2)cos20  + m2(ml  + m2)2sin20] 

2(ml  + m2 )2 

1 2 A 2 

1 m2l  0 

E,.  = [ynjcos2©  + (m1  + m,)sin20] 


2fflt  + m2 


1 m.ffl,  y . 1 

— — /202 

2ml  + m2 


m.y 

1 H :sin20 


La  conservation  de  l’energie  se  traduit  alors  par  Fequation  (0(f  = O)  = 0o  et 

00  = 0)  = 0)  : 


- — l-^-i2e2 

2ml  + m, 


1 H sin20 

m , 


-m2glc  os0  = -m2glc  os0o. 
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Soit  encore  : 


02 


1 + ■ 


m , 


sin2  0 


+ 1 + — 2(  cos0n  - cos0)  = 0 

l\  m,  1 


(4) 


Posons  co  = 


m ■ 

.1  1 + — 

l\  m 


, l’equation  devient : 


02 

r m1 

\ + — =sin20 

+ 4 CO2 

r • 2^  ■ 2^1 

sinz  - - sinz  — 

m 1 

L w U )\ 

0 (5) 


Les valeurs permises de 0 doivent verifier  sin2^yj  > sin2^  j cequi impose  |0|  ^ 0O. 

Le  pendule  double  va  osciller,  de  faipm  non  sinuso'idale,  entre  les  valeurs  - 0O  et  0O,  la 
vitesse  s’annulant  lorsque  M2  atteint  les  positions  d’altitude  maximale  (0  = + 0O : ener- 
gie  potentielle  maximale  pour  le  systeme),  les  vitesses  de  Mx  et  M2  etant  non  nulles 
quand  0 passe  par  la  valeur  0 (energie  potentielle  minimale  pour  le  systeme) . . . 

3.  Le  mouvement  est  d’autant  plus  proche  d’un  mouvement  sinusoidal  que  0(f)  reste 
suffisamment  petit  (il  faut  done  qu’il  en  soit  de  meme  de  0O).  Cette  approximation  per- 
met  de  ne  conserver  que  les  termes  d’ordre  deux  (au  plus)  en  0 et  0 dans  l’equation  (5), 
ce  qui  donne : 


m-, 


1 h — :sin20  = 1 + o(0) 


m. 


m,  , 

— 9n  « 1 

WJj 


sin2  ^ = ^02  + o(02) 


— « 1 
12 


D’ou : 02  + 4CO<®-2-^ 

V 4 4 


#0: 


02  + CO2(02  - 0q)  = 0 


Cette  derniere  relation  est  l’equation  energetique  d’un  oscillateur  harmonique  non 
amorti  et  non  force,  de  pulsation  caracteristique  CO. 

La  periode  T'  des  petites  oscillations  est  alors  : 


T'  = — = 2tc 
CO 


l 


g 1 + — 

1 1 m. 


(6) 


Commentaires 


•Pour  ml^i>  m2,  on  obtient  T'  # T0  = 2ji  La  masse  Mj  est  alors  quasiment  fixe,  et 

le  systeme  se  reduit  pratiquement  a un  pendule  simple  de  longueur  / et  done  de  periode  T0 
pour  les  petites  amplitudes  des  mouvements. 

•Pour  m2  m1,  onaalalimite  G ~ M2  et  m1x1  # -TO  oil  16  ~ x1. 
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Soit  m1x1  + ■jx1  = 0 

et  en  faisant  (au  premier  ordre  en  xq)  T — m2g 
(M2  pratiquement  immobile)  : 


m2g  ..  fm2Q\ 

m,x,  + —^x,  =0  =>  x,  + — x,  = 0. 
/ V'Mily 


le  resultat  est  conforme  a l’expression  generale  (6)  dans 
( m2  m 

fisamment  grande  devant  m , 1 H 2 

V ml  m 


l’hypothese  ou  la  masse  m2  est  suf- 

J 
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D.  Mouvements  dans  des  champs 
E et  B 


(Jj)  Mouvement  dans  un  champ  magnetique  d'un 
electron  soumis  a une  force  de  freinage 


Un  eLectron  de  masse  m et  de  charge  -e  (e  > 0)  penetre  dans  une  region  ou  regne 
un  champ  magnetique  uniforme  et  constant  B = B uz  (B  > 0). 

A I'instant  t = 0,  il  est  en  0 avec  une  vitesse  V0  = V0  ux  (V0  > 0). 

Le  milieu  materiel  dans  lequel  se  deplace  l'electron  a la  vitesse  V exerce  sur  celui- 

ci  une  force  de  type  visqueux  donnee  par  Ff  = -aV  ou  a est  un  coefficient  de  pro- 
portionnalite  positif.  On  neglige  le  poids  de  l'electron. 

1.  Montrer  que  le  mouvement  est  plan.  Determiner  les  coordonnees  du  vecteur 

q b 

vitesse  V (t),  ainsi  que  son  module.  On  posera  R = - et  co  = — et  on  introduira 

m m 


la  variable  complexe  V = Vx  + iVy. 


2.  Montrer  que  l'electron  finit  par  s'arreter  en  un  point  C. 


co 


3.  Determiner  la  nature  de  la  trajectoire  suivie  par  la  particule.  On  pourra  poser  ^ = tancp. 


1.  de  faut  savoir 

• Loi  fondamentale  de  la  dynamique. 

• Theoreme  de  la  puissance  cinetique. 

• Particule  chargee  dans  un  champ  magnetique. 


02.  de  faut  dolnprehdre 

1.  Par  application  de  la  loi  fondamentale  de  la  dynamique,  determiner  les  equations 

differentielles  verifiees  par  les  composantes  de  la  vitesse  V.  On  montrera  que 
Vz(f)  = 0,  done  que  le  mouvement  est  plan. 

2.  En  introduisant  la  variable  complexe  r = x + iy  on  determine  x ety  et  on  etudie 
leur  comportement  lorsque  t — > 

3.  On  adopte  un  nouveau  repere  d’origine  C,  d’axe  Cx'  parallele  a Ox  et  Cy'  parallele 
a Oy.  On  utilisera  les  coordonnees  polaires  r'  = CM  et  9 = (Cx',  CM).  On  deter- 
mine r'(f)  puis  0(f)  et  on  elimine  t pour  obtenir  r'(0). 
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3-  Solution 


1.  Appliquons  la  loi  fondamentale  de  la  dynamique  a l’electron  de  masse  m,  de  charge 
q = -e. 


Point  cours 

- > 

Une  particule  de  charge  q,  animee  d’une  vitesse  V,  placee  dans  un  champ  magne- 
tique  B est  soumise  a une  force  F = q V a B . 


En  negligeant  le  poids  de  1’ electron,  et  en  tenant  compte  par  ailleurs  d’une  force  de 
frottement  Ff  = - aV , il  vient : 

dV  -»  -> 

m—z—  = - eV  a B — aV. 
d t 

Or  B = B uz  et  V = Vx  ux  + Vy  uy  + Vz  mz  a t quelconque. 

On  obtient  done  par  projection  : 

/«Vi  = - eBVy  - aVx 
< mVy  = eBVx  - aVy 
mVz  = -aVz 

„ . ^ r.  a eB 

Soit  en  posant  p = — et  CO  = — : 
m m 

V*  = -coVr-(3Vx 
- Vy  = coVx-pVy 
Vz  - -pvz 

Montrons  que  le  mouvement  est  plan  : 

VZ+PVZ  = 0 done  Vz  = Vz(0)e~Pf  = 0 puisque  Vz(0)  = 0. 

En  integrant  a nouveau,  il  vient  z = constante  = 0 puisque  l’electron  est  en  O a t — 0 : 
le  mouvement  se  fait  done  dans  le  plan  xOy. 

I Point  methode 

fVx  = - coV  - p Vx 

Pour  resoudre  le  systeme  couple  d’equations  differentielles  < 

l Vy  - C0Vx-pVy 

on  peut  introduire  la  variable  complexe  V = Vx  + i V(, . On  obtiendra  ainsi  une 
equation  differentielle  en  V. 

Apres  resolution,  il  suffit  d’ identifier  partie  reelle  a Vx  partie  imaginaire  a V,, . 

Ainsi  on  obtient  V + (p-ico)V  = 0 
et  par  integration  V = AeVP-1®)' 

A est  determinee  par  les  conditions  initiales  : af=0,  V(0)  = V0  = A. 
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On  a done  V = V0e-Pf(coscof  + isincot)  que  l’on  identifie  a V = Vx  + iVy 
(Vx  = V0e~Pfcoscof 
} V y = Voe^P'sincof 


Determinons  V(  t) : 


V(0  = Jvl  + v2y  = V0e-P' 


P = ^ est  un  temps  caracteristique  de  decroissance  du  module  de  la  vitesse. 


Point  methode 

Pour  determiner  V(f),  on  peut  egalement  ecrire  le  theoreme  de  la  puissance  cinetique 

dE  > > > 

■dF  = (F  + Ff)'v' 

En  remarquant  que  la  force  magnetique  ne  travaille  pas  car  elle  est  constamment 
perpendiculaire  a la  vitesse  : 


dE, 


FfV 


On  a done 

Soit  encore  ^ + BV 
d t 


At 

1 dV2 
-m—— 

2 df 

0 et  V(f) 


-aV2. 
aV2  = 0. 


V0e-P*. 


2.  On  introduit  de  la  meme  fa^on  la  variable  r - x + iy  pour  determiner  x(  t ) et  y( t) . 
r = Vx  + iVy  = V = V0e_(P~ito)t 

r = — — If—  ■ e_(P_lt°) f + constante. 

- (ico  - (3) 

V0 

Or  r(0)  = 0,  done  constante  = ~ — — • 

p — ICO 

On  obtient  ainsi : r = - — (B  + ico)(  1 - e~P'e1(or)- 

P2  + co2 

Puis  en  separant  partie  reelle  et  partie  imaginaire  et  en  identifiant : 


x(t)  = 

pV0  V0e-P( 

p2  + CO2  1 P2  + CO2 

y(t)  = 

coV0 

V0e-Pf 

p2  + CO2 

p2  + CO2 

(co  sin  cot-  pcoscot) 
( cocos  cof  + psincof) 


Lorsque  f — > l’electron  finit  par  s’arreter  en  un  point  C de  coordonnees  : 

pv0 


y c = 


p2  + CO2 

COVp 

p2  + CO2 
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Commentaires 


En  l’absence  de  forces  dissipatives,  la  trajectoire  suivie  par  la  particule  serait  un  cercle  pas- 
sant par  O.  La  force  de  frottement  va  avoir  pour  effet  de  diminuer  le  module  de  la  vitesse  et 
par  la  meme  le  rayon  du  « cercle  ».  La  trajectoire  ne  passe  plus  par  O et  va  s’enrouler  autour 

du  point  limite  C.  J 

3.  Dans  le  nouveau  repere  choisi,  l’electron  a un  instant  t quelconque  a pour 
coordonnees : 


X~Xr 


y = y-yc  = 


V0e-Pf 

p2  + C0: 

Voe-Pf 

P2  + CG; 


(co  sin  cot-  pcoscot) 


(cocoscot  + psincot) 


Posons  r'  = CM 


= Jx 


■ +y  L = 


V0e-P' 


J$2 


+ co 


0 = (Cx\  CM)  est  defini  par : 

n _ y'  _ cocoscot  + psincot 

x pcoscot- cosin  cot 
CO 


O 


En  posant  tancp  = 


P ' 


tm0  _ tan  cp  cos  co  f + sin  cot 
coscot-  tancp  sin  cot 


sin  cpcoscot  + coscpsmcot 
coscp coscot-  sincpsincot 
d’ou  0 = cot  + cp  (modulo  Jt) 

71 

a t = 0 : M est  en  O done  -it  < cp  < 


tan(cot  + cp) 


On  a done 


et 


0 - cp 
co 


On  reconnait  l’equation  polaire  d’une  spirale  logarithmique. 


Spectrographe  de  masse 

Un  faisceau  de  particules  (masse  m,  charge  q > 0 ),  acceierees  par  une  difference  de 

potentiei  U,  entre  en  M dans  une  region  ou  regne  un  champ  magnetique  B uniforme, 
perpendiculaire  au  plan  de  La  figure. 
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Cette  region  de  champ  B est  un  secteur  angu- 

© 

C 

71 

Laire  de  centre  0 et  d'angLe  Limite  par  Les 

demi-droites  0M  et  ON.  Le  faisceau  entre  et 
sort  normaLement  aux  Limites  de  cette  zone. 

0 

n 

3 

5 / X 

\6  / 

1.  Determiner,  en  fonction  de  L'abscisse  xn 

m 

(q>  0) 

, r 

du  point  C d'impact  des  particuLes  sur  L'axe  Ox. 

M 

© B 

2.  Le  faisceau  penetre  maintenant  en  M' 

dans  La  zone  ou  regne  Le  champ  B . Comment 
est  modifiee  La  trajectoire  des  particuLes  ? 

En  considerant  MM'  = 8 y comme  un  infini- 

ment  petit  (e  = - y«l)  montrer, 

qu'apres  avoir  traverse  La  zone  de  champ  B, 
Le  faisceau  passe  par  un  point  fixe  (au 

second  ordre  pres  en  ^ ). 

R 


x 


Que  peut-on  concLure  de  La  vaLeur  des  coordonnees  de  ce  point  ? 

Comment  peut-on  esperer  reaLiser  experimentaLement  La  configuration  decrite  au  1.  ? 

3.  Le  faisceau  penetrant  en  M dans  La  region  de  champ  B est  maintenant  compose 
de  deux  sortes  de  particuLes  (m,  q)  et  (m',  q)  de  meme  charge  q et  de  masses  Lege- 
rement  differentes  : 


m'  = m + 8/77 


avec 


8 m 

m 


T|  « 1. 


Determiner  - au  premier  ordre  en  q - L'ecart  CC'  = 8x  des  impacts  sur  L'axe  Ox  des 
deux  sortes  de  particuLes.  AppLication  ? 

On  negLigera  Le  poids  des  particuLes. 


■ 1.  de  cju’i]  faut  savoir 

• Charge  (q,  m)  en  mouvement  dans  un  champ  magnetique  uniforme. 

• Acceleration  d’une  particule  chargee  sous  une  difference  de  potentiel  donnee. 

12.  de  u’il  faut  doinpreh^re 

1.  Dans  un  champ  magnetique  uniforme,  les  particules  chargees  ont  une  trajectoire 
circulaire  : les  conditions  imposees  au  faisceau  permettent  de  situer  le  centre  de  la  tra- 
jectoire. Le  probleme  est  alors  geometriquement  simple. 

2.  En  changeant  le  point  d’entree  M du  faisceau  dans  le  champ  B , on  change  la  posi- 
tion du  centre  du  cercle  decrit : le  faisceau  ne  sort  plus  perpendiculairement  a la  fron- 
tiere  de  la  zone  de  champ. 
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3.  Dans  le  cas  d’une  modification  de  la  masse  des  particules,  le  rayon  des  trajectories 
est  modifie  (ce  qui  deplace  aussi  le  centre. . .)  : il  faudra  adapter  a ce  cas,  la  methode  de 
calcul  utilisee  a la  question  precedente. 

3.  Solution 

1.  Sur  la  partie  MN  de  la  trajectoire  des  particules,  la  seule  force  agissante  est  la  force 
magnetique  /m  = qv  a B . 


Point  cours 

Cette  force,  perpendiculaire  a la  vitesse,  ne  travaille  pas  : l’energie  cinetique  de  la 
particule  se  conserve,  ainsi  que  la  norme  v0  de  sa  vitesse. 

De  plus,  la  force  est  perpendiculaire  a B.  Ennotant  B = B«z  et  v = v±  + V//Uz  on 
a: 

fm  = ^aBmz  = qv±ABuz. 

— ) 

• fm  est  dans  le  plan  xOy,  avec  qv±B  pour  module. 

La  vitesse  vw  est  constante,  et  v_  aussi. 

— > 

• fm  JL  v_|_ : Facceleration  est  normale,  et  le  mouvement  est  circulaire  uniforme,  de 
rayon  R tel  que  : 

2 

mv . mv  I 

— = qv±B,  soit:R=—  • 


La  force  en  M est  /m(M)  = qv0Buy  et  la  vitesse 

initiale  v0  est  perpendiculaire  a B . 

La  particule  decrit  done,  dans  le  secteur  ou  regne  le 
champ  B , un  arc  de  cercle  de  centre  O puisque, 
d’apres  le  texte,  on  a v (M)  _L  OM  et  vN  ± ON. 

mvn 

Ainsi  OM  = ON  = R = — -•  (2) 

q B 

Le  point  C,  impact  des  particules  sur  Ox,  a pour 


abscisse  : OC  = x0 


ON 


2R  _ m 2v0 

S ^VaB 


Enfin,  les  particules  ayant  ete  accelerees  sous  la  difference  de  potentiel  U,  le  theoreme 
de  l’energie  cinetique  donne  immediatement : 

iffiVo  = q\J  soit  v0  = 
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d’oii,  en  reportant : 


(3) 


2.  Le  rayon  R du  cercle  decrit  par  le  faisceau  n’est  pas  modihe  : le  centre  O'  de  ce  cercle 
est  done  decale : 

OO'  = MM'  = 8y  = 8 • OM  = eR 

et  le  faisceau  ne  ressort  plus  normalement  a ON  de 

la  zone  de  champ  B ; il  emerge  en  N',  et  a ensuite 
une  trajectoire  rectiligne  orthogonale  a O'N'. 

• Determinons  le  point  N'. 

Dans  le  triangle  OO'N'  on  a : 

ON'2  = OO'2  + O'N'2- 200' • O'N' cos6. 

Or  00'  = eR,  O'N'  = R 
d’ou : ON'2  = R2[e2  + 1 - 2ecos0]  et 


ON'  = R[  1 — 2ecos0  + e2]2. 

71 

Au  premier  ordre  en  e,  on  peut  confondre  0 et  - dans 

71 

l’expression  precedente  (la  difference  entre  0 et  - est 
du  premier  ordre  en  e et  introduirait  done  un  terme 
d’ordre  deux...). 

1 


y 

0' 

v 0 

0 

X 

0^4 

’ 

□ 

M 



Soitavec  cos0  ~ cos  : 


ON'  # R 1 - - 


(4) 


D’ou  les  coordonnees  x ety'  du  point  N'  (toujours  au  premier  ordre  en  e) : 

x'  = ON' sin  - 
3 


-ON' cos  : 


x'  # ^R|  1 


(5) 


• Au-dela  de  N',  la  trajectoire  est  rectiligne  (B  = 6 ) et  orthogonale  a la  droite  O'N'. 
Soit  en  notant  C'  le  point  d’impact,  d’abscisse  Xg,  sur  l’axe  Ox  : 

soit  O'N'  N'C'  = 0 =>  (x'  - 0)(xq  - x')  + (/ - eR)(0 -/)  = 0. 

/ 

D’ou:  Xg  = x'+-,(y'-£  R). 

Rempla^ant  les  grandeurs  x'  et  y'  par  leurs  valeurs  ( cf  (5)),  et  ne  gardant  que  des  ter- 
mes  du  premier  ordre  en  8,  il  vient : 


Xn'  = ^1-11-4 

V3 


5(1 


eR 
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Soit : 


— R - —Re  + -5-  + — 

2 4 273  73 


1 -■ 


V3Re 

4 


Les  termes  en  8 disparaissent  de  sorte  que  : 


, 2Rr  , 

*0  = —[1+0(8)] 

73 


d’ou  Xq  = x0(l  +o(e)). 

Au  second  ordre  pres  en  8,  les  points  C'  et  C sont  done  confondus.  Si  le  point  d’ entree 

M du  faisceau  dans  la  zone  de  champ  B est  decale  d’un  infiniment  petit  du  premier 
ordre,  la  position  du  point  d’impact  C sur  l’axe  Ox  ne  varie  qu’au  second  ordre  : il  y a 
focalisation  en  C du  faisceau  emergent. 

La  focalisation  au  point  C montre  comment  on  peut  experimentalement  realiser  la 
mv0 

condition  OM  = R = — — • Si  l’on  deplace  progressivement  le  point  M d’entree  du 
qr> 

faisceau  dans  le  champ  magnetique,  l’abscisse  du  point  C'  varie  au  second  ordre  par 
rapport  a e ^8  = j (a demontrer  ; on  a verifie  ici quelle  ne  dependait  pas  de 8 au 
premier  ordre)  : le  bon  reglage  de  la  position  du  faisceau  correspondra  alors  a la  valeur 


extremale  de  x'Q . 

3.  Les  particules  ayant  des  masses  differentes, 
les  trajectoires  dans  le  champ  B ont  des  rayons 
mvn 

differents  R = et 

qB 

, m'vn  mvnf  §WA 

r'  = — - = — 5 \ + — ] = r(i  +n) 

qB  qB  V m J 

les  particules  de  masse  m suivent  le  trajet  MNC 
(etudie  au  1.) ; quant  aux  particules  de  masse 
m',  elles  decrivent  l’arc  de  cercle  MN[  de  cen- 
tre Op  avec  OjM  = R'  = R(l+q)  soit 
OOj  = r)R. 

On  peut  alors  reprendre  les  calculs  faits  au  2. : 

r/2 


or  00  j 


ON f = OOi  + O^;2  - 200j  • OjNj'cosB 
qR  et  OjNj'  = R(1  + q) 


d’ou  : ONj'2  = q2R2  + R2(l  + q)2  - 2qR2(l  + q)cos0. 


71 

Ne  gardant  que  des  termes  du  premier  ordre  en  q,  et  remplaijant  0 par  - {cf.  1. 
ON[2  # R2(l  + 2q)  - 2R2q^  # R2(l  +q). 


Soit 


0N[  #r(i  + ?). 
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D’ou  les  coordonnees  du  point  N(  au  premier  ordre  en  t|,  (cf.  5.  e — > -1]  ) : 


*1  = ^Rf 1 + et  y'i  = 


R 


Au-dela,  la  trajectoire  est  rectiligne  perpendiculaire  a 0 1 N [ , et  recoupe  Ox  en  C ( ( x'0' ) . 

Le  meme  calcul  que  celui  effectue  au  2.  conduit  a (OOj  = r|R)  : 

/ 

x'o  = x[  + }-r(y[  - r|R). 


Soit  au  premier  ordre  en  T|  : x"  = R(  1 + ] — 77 


■?H  + . 


-r|R 


„ 2R  r|R  f,  1 

Cn  = — + — Rn  + -rr  1 + - 
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-Rn  , . 

4 ' 73^ 


2R  _3R_  | 5r|R 

73  4 73  473 


=>  Xq  = x0(l  + ri  + o(r|)). 
L’ecart  8x  des  impacts  C ' ( x"  ) et  C(x0)  sur  l’axe  Ox  est  alors  : 


Ce  dispositif  constitue  un  spectrographe  de  masse,  qui  peut  permettre  de  mettre  en 

evidence  la  presence  d’isotopes  : on  a dans  ce  cas  — = — (M  : nombre  de  masse). 

m M 

• Pour  une  utilisation  en  spectrographe  de  masse,  si  on  peut  mesurer  des  ecarts 
8x 

— ~ 5 ■ 10  “3,  on  aura  comme  limite  de  resolution  : 

*0 

— = — = n~5-10-3  soit  M = 200. 
m M 

Remarquons  que  Ton  a interet,  pour  augmenter  x0,  a utiliser  des  tensions  acceleratrices 
elevees,  et  un  champ  magnetique  pas  trop  grand. . . 


8x  : 


Xn  ~ Xn 


8x  = x0ri 


Finalement 


„ 2 R r . . 

x0  = —[l+Ti  + o(Tl)] 
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^ Stabilisation  par  champ  magnetique 

Une  particuLe  chargee  (masse  m,  charge  q < 0 ) est  soumise  a un  champ  eLectrosta- 
tique  exterieur  associe  au  potentiel  V(x,y,  z)  tel  que  : 

V(x, y,  z)  = ^(x2+y2-2z^) 

a est  une  longueur  et  V0  un  potentiel  (V0  > 0). 

1.  Montrerque  la  position  x = y = z = 0 correspond  a une  position  d'equilibre.  Cet 
equilibre  est-il  stable  ? 
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2.  On  desire,  dans  certaines  circonstances,  que  La  particuLe  puisse  rester  piegee  au 
voisinage  de  La  position  x=y  = z = 0.Acet  effet  on  ajoute  un  champ  magneti- 

que  uniforme  B = B Quz  (B0  > 0). 

a.  Que  dire  du  mouvement  seLon  Oz  ? 

b.  On  etudie  La  projection  du  mouvement  dans  Le  pLan  xOy.  Ecrire  Les  equations  du 
mouvement.  On  posera  : 


COn 


-q  V0 


et  co. 


^7  B o 


ma £ " m 

On  cherche  des  soLutions  de  La  forme  x(t)  = x0ept  et  y(t)  = yQept.  Donner  L'equa- 
tion  simpLe  dontp  est  soLution. 

Discuter  de  La  stabiLite  de  L'equiLibre  en  presence  du  champ  B . 

Commenter. 

3.  On  se  pLace  maintenant  dans  Le  referentieL  tournant  Ox'y'z'  avec  La  vitesse  angu- 

^ 

Laire  Q = Quz  (Q  = cste). 

Comment  faut-il  choisir  La  vaLeur  de  Q pour  que  L'equation  du  mouvement  dans  Le 
pLan  x'Oy'  s'ecrive  : 


,2->, 
d r 

dt2 


G(cg0,  COc)r '? 


Determiner  La  fonction  G(co0,  coc)  puis  concLure. 

Solution 


1.  La  particule  est  soumise  a la  force  electrostatique  F = - grad ( q V ) , avec: 

qV0  — > — > — > 

F = (xux  + yu  -2zuz). 
aL  7 

Une  position  d’equilibre  correspond  a F = 0 , c’est-a-dire  a x = y - z 

L’origine  O est  bien  associee  a une  position  d’equilibre  (F  (0,  0,  0)  = 0 ). 

Montrons  que  cet  equilibre  est  instable.  II  suffit  ici  de 
constater  que  la  particule  est  soumise,  dans  le  plan  xOy,  a 

la  force  F w telle  que  : 


0. 


(-9)V„->  . -> 

— r ou  r 


xux  + yu 


Cette  force  a naturellement  tendance  a eloigner  la  particule  de  sa  position  d’equilibre 

— > 2qV0 

ce  qui  traduit  1 instability  ; par  contre  la  force  selon  Oz  - Fz  = — — Z!<z  - presente 

a2 

un  effet  stabilisateur. 
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2.  a.  A la  force  precedente,  s’ajoute  la  force  magnetique  fm  = qv  a B . 

Le  champ  B = B0m,  etant  dirige  selon  Oz,  la  force  fm  n’a  aucune  influence  sur  le  mou- 
vement  selon  z'z.  La  loi  fondamentale  de  la  dynamique  donne,  en  projection  sur  Oz : 


2qV0 

mz  = H — z 


z + 2co0z  = 0 


, 2 (-<?)vo 

oil  l’on  a pose  cg0  = — > 0. 


11  s’agit  du  mouvement  d’un  oscillateur  harmonique  libre  non  amorti  et  de  pulsation 
caracteristique  C0q  = V2co0. 

Soit  avec  des  conditions  initiales  z(0)  etz(0)  : 


z(t)  = z( OjcoscOg  t + :i^sincOo  t 

co0 


Ce  resultat  traduit  egalement  la  stabilite  de  l’equilibre  par  rapport  aux  mouvements 
selon  z z. 

2.  b.  La  loi  fondamentale  de  la  dynamique  s’ecrit  ici  avec  OM  - r + zuz : 


m 


dv 

df 


flVn  > 

— y -(r  - 2 zuz)  + qv  a B 0uz 


soit  en  projection  sur  le  plan  xOy  : 


m(xux  + yu  ) = — r + qv  a B0m 

' a1 


ce  qui  donne : 


x = 


qV0  qB0 . 
-x  + y 

maA  tn 


qV0  qV0 . 

y = ,y x. 

ma~  m 


2 (-q)V0  (-<j)B0 

Et  en  posant  co0  = — et  coc  = , onaboutita: 


fx  = co0x-  mcy 1 > 

(1)  < > systeme  d’equations  couplees  (role  de  B ). 

[y  = co0y  + cocxj 

On  cherche  des  solutions  au  systeme  lineaire  constitue  par  les  equations  (1)  sous  la 
forme  x(f)  = x0ept  et  y(t)  = y0ept.  Reportant  ces  solutions  dans  (1)  et  (2)  etsim- 


plifiant  par  epl,  il  vient : 


p2x0  = cOoX0-co  cpy0 
P2Yo  = ®oLo  + ®cPxo 


soit  encore 


( P 2 ~ ®o)*o  + = 0 

-0)cpx0  + (p2-w2)y0  = 0. 
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II  s’agit  la  d’un  systeme  de  Cramer  en  x0  et  y0  parametre  parp. 


On  obtient  (x0,  y0)  ^ (0,  0)  pour 


(. P 2 - ®o)  ®c P 

-CO CP  ( P 2 - C00* 2 *) 


Les  valeurs  de  p (dans  C)  sont  done  solutions  de  l’equation  : 

( p 2 - C0q)2  + co Ip2  = 0 => 

Notons  pi  et  p2  les  racines  correspondantes.  Elies  verifient : 

p\p\  = co04>0  et  pl+pl  = 2cOq  - CD2. 

De  plus,  A = (cd2-2cOo)2-4cOo  = co^-4co2c0o  = co2(co2  - 4c0q). 

D’oii : 

•pourA<0,  ilvientp2  = a + i(3  et  p2  = a -ip  et  par  consequent : 

pj  = ±(a,  + i(3/)  et  p2  = ± (a' -i(3') ; les  solutions  en  e(a  ±1^)l  = ea  te±1^  ‘ avec 
a'  > 0 divergeraient  ce  qui  entrainerait  l’instabilite. 

• Pour  A > 0,  les  racines  en  p2  sont  reelles  et  negatives  puisque  A > 0 assure  egale- 


p4  + (co2  - 2c0q)p2  + C0q  = 0 


ment  p2  +p2  < 0 (p2p2  > 0 nous  indiquant  que  les  racines  reelles  sont  de  meme 
signe).  Dans  ce  cas,  on  a done  pj  = ± iotj  et  p2  = ± ia2  ce  qui  correspond  a des 
solutions  sinuso'idales,  done  bornees. 

Pour  assurer  la  stabilite  de  l’equilibre  x = y - z = 0,  il  faut  done  que  Ton  ait  A > 0, 
e’est-a-dire  co2  > 4co,p  ce  qui  donne  : 


coc  > 2co0  => 


>2  lmV0 

l(-q) 


(2) 


Commentaires 


• Le  sens  de  B0  ne  modifie  en  rien  la  conclusion  (changer  z en  -z  et  x en  y n’affecte  pas  la 
nature  physique  du  probleme).  On  ecrira  done  la  condition  (2)  sous  la  forme  : 

2 ImV, 


1 U| 

• En  presence  du  champ  magnetique,  on  a toujours  Em  = Ec  + E = cste  (la  force  magne- 
tique  fm  = qv  a B ne  travaille  pas).  Ainsi  bien  que  le  point  O corresponde,  pour  le  plan 

xOy,  a un  maximum  d’energie  potentielle  ( E (x,  y,z  = 0)  = ^— ^( x 2 + y2),  et  q < 0 ),  la 

p 2 a2 

force  supplementaire  fm  stabilise  la  charge  q : dans  ce  cas,  un  maximum  d’energie  poten- 
tielle n’est  done  pas  necessairement  associe  a une  position  d’equilibre  instable. . . J 

3.  L’equation  du  mouvement  dans  2 Jl  s’ecrit : 


ma 


QVq-*  2qV0 


-r  + 


zuz  + qv  a B0mz  (3) 
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Le  plus  simple,  pour  passer  dans  le  referentiel  non  galileen  '.‘ft'  en  rotation  uniforme 
par  rapport  a 2ft,,  est  d’ exprimer  l’acceleration  a et  la  vitesse  v (grandeurs  definies 
dans  2ft)  en  fonction  des  grandeurs  correspondantes  dans  2ft'.  Ainsi  on  a : 

->  f c7e  = -Q,27'  (£2  = cste  et  r'  = x'ux-  + y'uv') 

a - a + ae  + ac  avec  < 4 7 

= 2 £2wz  a v' 

->  ->  , ->  ? 
v = v + vt  ou  ve  = 0 + £2uz  a r . 


L’equation  (3)  devient,  en  projection  sur  Ox' y'  a 


d27' 

d t2 


d27' 

dt2 


(0^7 ' + (Oci7z  a (v'  + Q.i7z  a 7')  + Q.27'  - 2£2w)  a v ' (4) 


II  s’agit  maintenant  de  supprimer  les  termes  en  v',  ce  qui  est  realise  si  on  impose  la 
relation  2£2  = coc. 


On  obtient  alors : 


dt2 


+ —uza(uza 


->/ 


r 


). 


,,2 

C0c 

Le  double  produit  vectoriel  a pour  valeur  - — r (wz  _L  r '),  d’ou  : 


=>G(co0,  C0c)  = CGq  — 

La  particule  restera  confinee  dans  un  voisinage  de  O (point  d’equilibre),  dans  2ft' 
comme  dans  2 ft,  si  L equation  precedente  (5)  se  reduit  a celle  d’un  oscillateur  harmoni- 
que,  ce  qui  necessite  : 

2 CO^ 

COq — < 0 =>  C0c|  > 2co0. 

On  retrouve  bien  la  condition  etablie  au  2.  b. 


(5) 


d2?' 

dt2 


= co 


CO) 
' 4 


Optique  electronique 

Des  electrons  (masse  m,  charge  -e)  sont  emis,  avec  une  vitesse  negligeable,  par  une 
source  maintenue  au  potentiel  zero.  Cette  source  est  situee  du  cote  des  z negatifs. 

Ils  penetrent  dans  un  domaine  D dans  lequel  des  electrodes  assurent  La  repartition 
suivante  du  potentiel : 

z < 0 : (V(x,y,  z)  = \l1  = constante)  > 0. 

z > a : (V(x,  y,  z)  = V2  = constante)  (V2  >\l1). 
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Dans  La  zone  intermediate  (0^z=£o)  Le  potentieL  varie  continument  entre  Les 
valeurs  Vj (z  = 0)  et  V2(z  = a)  : V(x,y,z)  = /(z)  avec  f(0)  = V1  et  f(a)  = V2. 

1.  Un  electron  arrive  sur  Le  plan  z = 0 avec  une  vitesse  vq  faisant  un  angle  i\  avec 
: (uz,  v[)  = i\.  L'eLectron  ressort  en  z = a avec  une  vitesse  faisant  un  angle 

;2  avec  u'z  : (u’z,v’2)  = i2.  Determiner  la  relation  Liant  Va,  V2,  i\,  r2 . Commenter. 

2.  Les  equipotentieLLes  sont  maintenant  des  calottes  spheriques  concentriques  d'axe  Oz. 
On  a V = \I1  pour  r - Ra  et  V = V2  pour  r = R2.  V(r)  variant  continument  de 
\I1  a V2  pour  R2  < r < Rj. 

a.  Reprendre  L'etude  precedente  pour  un  electron 
ayant  une  vitesse  v[  contenue  dans  un  plan  meridiem 

b.  Les  electrons  sont  emis  d'un  point  A de  I'axe  Oz 
situe  a gauche  de  Sa.  Le  dispositif  est  amenage 
pour  que  Leurs  trajectoires  soient  assimilables  a des 
droites  en  dega  du  dioptre  Dj  ainsi  qu'au-dela  du 
dioptre  D2.  On  suppose  que  La  relation  etabLie  au 
2.  a.  reste  toujours  vaLable. 

Un  eLectron  emis  de  A recoupe  L'axe  des  z (a  droite 
de  D2)  en  un  point  A'.  En  supposant  que  <K  Rj  et  R2,  et  que  Les  vitesses  prises 
en  compte  sont  faibLement  inclinees  sur  l'axe,  montrer  que  L'on  a : 

- & = C (S  # Sa  # S2) 

SA'  SA 

ou  C est  une  constante  que  L'on  determinera  en 
fonction  de  Vv  V2  et  de  SO  = R ~ Ra  ~ R2. 

S = S1«S2 


Solution 


1.  L’ electron  part  de  la  source  avec  une  vitesse  negligeable  (on  la  prendra  nulle).  Sou- 
mis  au  champ  electrostatique,  il  possede  une  vitesse  v(M)  quand  il  atteint  un  point 
de  l’espace  de  potentiel  V(M)  et  une  energie  potentielle  Ep  = qV  = -eV. 

La  conservation  de  l’energie  mecanique  de  l’electron  s’ecrit  alors  : 


1 


mv1 2  - eV  = 0-0 


(au  point  d’emission  on  a v ~ 0 et  V = 0 ). 
D’ou  v 


2eV 

m 


Quand  il  atteint  le  plan  z = 0,  sa  vitesse  est  vl  et  V = Vj  : v1  = / (1) 


'2eVj 
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De  meme,  on  aura  en  z = a, 


(2) 


'2eV, 


v,  = 


• Etudions  maintenant  le  passage  z = 0 — > z = a : 
l’electron  est  soumis  a la  force  electrostatique 

F = (—  e)l  - — \uz  = e — wz  (puisque  le  poten- 

tiel  V(M)  ne  depend,  dans  cette  region,  que  de  z). 
La  loi  fondamentale  de  la  dynamique  s’ecrit : 


dv 

m—  = F : 
df 


cste 

cste. 


Ainsi  la  composante  v±(vx,  v , 0)  de  la  vitesse, 
perpendiculaire  a l’axe  Oz  est  conservee. 

Or:  ||VjJ  = vsini. 

D’ou  : v,  sin  i]  = v2sin;2  . 

Soit  en  utilisant  les  relations  (1)  et  (2) : 

(3) 


JVlsini1  = Jv^siniz 


r 

k X 

V 

0 

a z 

Commentaire 

• Le  resultat  trouve  au  1.  s’apparente  a la  relation  de  Descartes  en  optique  geometrique  (pas- 
sage a travers  un  « dioptre  » plan  d’un  milieu  d’indice  nt  proportionnel  a JV1  a un  milieu 
d’indice  n2  proportionnel  a JV2  (meme  constante  de  proportionnalite))  : 


n,  sini,  = «,sm!. 


J 


2.  a.  Les  arguments  precedents  sur  la  conservation  de  l’energie  restent  valables.  On  a 
done : v, 


'2tVl 


et 


m 


2eV, 


Cette  fois-ci,  le  potentiel  ne  depend  que  de  r(r  = OM)  et  le  champ  qui  en  resulte  est 
done  radial : 

V = V(r) 


et 


E = -gradV(r)  = 


dV^ 

11  en  est  de  meme  de  la  force  electrostatique  F = -eE  = e— ur . 

L’electron  est  done  soumis  a une  force  centrale  dans  la  zone  R,  < r < R,  , son 

moment  cinetique  se  conserve  et  le  mouvement  est  plan  (si  la  vitesse  iq  passait  par  O 
le  mouvement  serait  rectiligne).  Un  electron  se  deplaijant  initialement  dans  un  plan 
meridien  y restera.  Traduisons  la  conservation  du  moment  cinetique  en  O : 
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= OM,  a m1vl  = -mRjVjsinzjfc 

— > * ^ 

07  = OM2  a m2v2  = -znR2v2sinz2A: . 

Le  passage  [r  = RJ  — » [r  = R2]  se  traduit 
done  par  la  relation  : 

RjVjSinz'j  = R2v2sinz2. 

Soit  encore : 


R1Jv1smi1  = R2JV2smi2 


(4) 


2.  b.  Considerons,  a l’approximation  envisagee,  que  les  points  Sj  et  S2  sont  pratique- 
ment  confondus  (Sj  # S2)  = S et  les  angles  i1 , i2  suffisamment  petits  pour  que  l’on 
puisse  assimiler  la  tangente  et  le  sinus  d’un  angle  a son  argument  (tan;  # sinz  # z). 


Des  lors  : CO  # , 0 # et  9'  # (posons  8 = HM  ). 

HO  AH  HA' 

A T approximation  consideree,  on  a egalement : 

Rj  # R2  =>  SjO  # S20  = R avec  OH  = Rcosco. 


On  a done  SjO  = HO  au  second  ordre  pres  en  co  Rcosco  #1  — — J. 

II  est  done  possible,  dans  une  approximation  au  ler  ordre  (M  voisin  de  Si  et  S2)  de  con- 
fondre  les  points  H et  S d’ou  : 

co  # JL  0 # = et  0'  # = ■ 

SO  AS  SA' 

La  relation  (4)  s’ecrit  en  confondant  Rt  et  R2  : Jvii1  # Jv 2z2  ■ 

Or : z\  = 0 + co  # 8f  = + ==  ) et  z2  = CO  - 0'  # s(  ==  - ==\ 

vac  c r\  ) V crA  c a ' / 

D’ou: 

C’est-a-dire : 


=^=)  = M=-= 

ts  SO  j VSO  SA' 


Vv2  Jy,  Jy2-Jy, 


SA'  SA 


SO 


(5),  soit : C = == 

SO 
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On  pourrait  montrer  que  ce  systeme  est  l’equivalent  en  optique  d’un  dioptre  spherique 


> "1 

de  centre  O et  de  sommet  S separant  des  milieux  d’indice  nl  et  n2  tels  que  — 


Jh 
JV2 

Le  dioptre  est  convergent  pour  V2  > V , . Ainsi,  pour  A « rejete  a l’infini  »,  le  point  A' 
se  confondant  alors  avec  le  foyer  F',  la  formule  de  conjugaison  precedente  (5)  donne  : 


Jv~2  _ JVi-JVi 


Lentille  magnetique 


1.  Des  electrons  de  masse  m et  de  charge  -e  (e  > 0)  sont  emis  a partir  du  point  0 
de  1'axe  0 z avec  des  vitesses  de  meme  module  V0  (V0  ■ uz>  0).  I Is  sont  soumis  a un 
champ  magnetique  uniforme  B = B 0uz . On  note  a L'angle  entre  L'axe  Oz  et  La  vitesse 
\ \ a = (uz,\). 

Montrer  que  pour  des  angles  a suffisamment  petits,  Les  electrons  convergent,  pour  la 
premiere  fois,  en  un  point  C de  L'axe  Oz  dont  on  determinera  La  cote  zc  en  fonction 
des  grandeurs  m,  e,  B0  et  V0. 

2.  On  suppose  maintenant  que  les  electrons,  de  vitesse  de  norme  fixee  V0,  sont  soumis  a 
faction  d'un  champ  magnetique  de  revolution  par  rapport  a l'axe  z'Oz  de  composantes : 

Bz(r,z)  =/(z);  Br(r,  z)  = Be  = 0 

( r , 0,  z)  representent  les  coordonnees  cylindriques  d'axe  Oz. 

Un  eLectron  est  ainsi  repere  par  ses  coordonnees  r(t),  0(t)  et  z(t). 

(Ce  champ  est  par  exemple  celui  cree,  sur  son  axe  Oz,  par  une  bobine  de  centre  0.) 

a.  Montrer  que  1'on  a r26  = ^r2Bz+  cste  ; on  prendra  par  La  suite  cste  = 0. 

b.  On  considere  desormais  les  trajectoires  peu  inclinees  sur  L'axe  Oz,  et  on  pose 
r(t ) = p[z(t)].  Montrer  que  la  fonction  p(z)  verifie  L'equation  : 

+ _ 0. 

d^2  4mVn 
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En  deduire,  dans  ces  conditions,  que  si  un  electron  passe  par  un  point  A de  L'axe  Oz  et 

recoupe  cet  axe  en  un  point  A',  cette  propriety  ne  depend  pas  de  I'angle  a (petit)  que 

— > 

fait  la  vitesse  V0  en  A avec  l'axe  Oz.  On  dira  que  les  points  A et  A'  sont  conjugues. 

c.  a)  On  suppose  maintenant  que  la  region  ou  le  champ  B exerce  une  action  signi- 
ficative reste  tres  localisee  autour  du  point  O. 


Notons  d I'ordre  de  grandeur  de  la  largeur  de  la  zone  en  dehors  de  laquelle  le  champ 

-) 

B est  negligeable.  On  fera  les  hypotheses  suivantes  : 

- B est  negligeable  pour  |z|  > - : on  le  prendra  nul  ; 

- d « AO  et  d « OA'  ; 

- la  distance  r(z)  de  I'electron  a l'axe  Oz  ne  varie  pour  ainsi  dire  pas  dans  la  zone 
etroite  d'interaction  ; 

d 

- on  confondra  J2rfB^dz  avec  | B2dz. 

— 2 

Montrer  que  le  systeme  est  alors  equivalent  a une  lentille  mince  dont  on  donnera 
I'expression  de  la  distance  focale  /'. 


p)  Determiner/'  pour  Bz  = B°  ■ On  a f Au  = \ 

1+  zY  J-oo(l  + uzY  2 

Application  numerique  : 

Calculer /'  pour  B0  = 0,01  Tesla;  d = 5mm;  \l0  - 2,5-  107  ms^1; 
e = 1,6  ■ 10^19  C et  m = 9 • IQ-31  kg. 


Solution 


1.  L’electron  est  soumis  a la  force  magnetique 

— y — y 

fm  - - eV  a B0 . Cette  force  ne  produit  aucun 
travail  de  sorte  que  l’energie  cinetique  se  conserve. 
On  a done : 

||v||  = cste  = V0 . 

— ^ ^ 

De  plus,  B0  etant  oriente  selon  Oz,  fm  n’a  pas  de 

composante  selon  cet  axe,  d’oii : 

Vz  = cste  = V0cosa. 
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Le  mouvement  en  projection  dans  le  plan  O xy  est 
circulaire,  de  rayon  R tel  que  : 


mW\ 

R 


eV±B0 


V, 


R 


Ce  cercle  est  done  decrit  avec  une  pulsation 

eBn  , 2jc 

CO  = — - et  une  duree  T = — 
m co 


La  particule  recoupera  pour  la  premiere  fois  l’axe 
des  z au  bout  d’un  temps  t = T,  soit  en  un  point 
C tel  que  : 


zc  - VZT  =>  zc 


2nm 

1b7v° 


cos  a. 


Pour  a infiniment  petit  du  premier  ordre,  on  a cos  a ~ 1 et : 


2nmV0 

Zc”^b7 

Ainsi,  a cette  approximation,  les  electrons  passant  par  le  point  O,  avec  une  vitesse  V0 
peu  inclinee  sur  l’axe,  convergent  au  meme  point  C de  cet  axe. 


2.  L’ electron  est  soumis  a la  force  fm  = -eV  a (Brur  + B zuz). 

II  ""^H 

La  vitesse  garde  done  une  norme  constante  ||Vj|  = V0  . Appliquons  la  loi  fondamen- 
tale  de  la  dynamique  : 


ma  = fm . 


r 

Br 

r0Bz 

-> 

ur 

II 

Tel 

-e 

r0 

A 0 

= -e 

z Br  - r B, 

UQ 

z 

Bz 

-r0Br 

Uz 

Et  d’apres  le  cours,  a = arur  + aeue  + azuz  avec  : 

ar  = r - rQ2  ; ae  = i jf(r20) ; az  = z . 
D’oii  le  systeme  d’ equations  : 


m(r  - r02)  = 

-er0Bz 

(1) 

m--^-(r20)  = 
rdf 

-e(z  Br-  r Bz) 

(2) 

mz  = e r0Br 

(3) 
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La  relation  demandee  peut  etre  obtenue  a partir  de  (2).  On  a en  effet : 


l(r20)  = 

d r m 


r2 


dfdz 


d f 


2 did rf(Z)rd, 


Soit 


Tl(r2Q)  = 


i&f 


, dr 2 


df 


2 m 


j^+/(z)—  , en  considerant  que  Ton  a /[z(t)] 


dt 


et 


-f(r20)  = --fir2/] 
dt  mdt 


r20  = — r2/+  cste 
2m  2 


Et  pour  des  electrons  emis  sur  l’axe  ( r = 0 ) ou  dans  une  region  ou  B = 0 et  avec 
0 = 0,  on  a : 


® = £/[*f)]=>  6 = ^[z(f)]  (4) 


2.  b.  A un  instant  t,  la  particule  se  situe  en  un  point  M de  coordonnees  r(t),  0(t)  et 
z(f).  Dans  le  plan  (O,  ur,  xiz)  tournant  autour  de  Oz  a la  vitesse  angulaire  0,  la  tra- 
jectoire  de  l’electron  est  associee  a p(z)  tel  que  : 


r(f)  = p[z(t)]. 

Utilisons  alors  l’equation  (1).  Elle  donne  avec  (4)  : 


— R2  = rB/-^ 

m \2m 

0 (5) 

dz 


r r4m2Bz 
e2  9 

Soit  r + — B^r 
4 m 


dr  dp  dz 

or  — = -£••—  avec 
dt  dz  dt 


B. 


dt 


= Vz  = V0cosa  (a  = (u  , V)). 


Pour  des  trajectoires  peu  inclinees  sur  l’axe,  on  pourra  faire,  au  premier  ordre  en  a, 
cosa  - 1 et  — ~ V0  , d ou  : 


dt  dz  0 


(5)  se  reecrit  alors  selon  : 


d2p  e2  2 
dz2  + 4m2y2  zP 


0 


d2r _ d2p  2 
dt2  dz2  0 


(6)  ou  B,  = /2(z). 


La  solution  generale  a cette  equation  differentielle  lineaire  du  second  ordre  s’ exprime 
a partir  de  deux  solutions  p j(z)  et  p 2(z)  formant  un  systeme  libre.  On  a done  : 

p(z)  = ?ip1(z)  + |4p2(z). 


L’electron  passe  par  le  point  A ( p = 0 pour 
z = zA ),  ce  qui  se  traduit  par  : 

0 = ^p1(zA)  + |4p2(zA) 
avec  une  vitesse  de  composante  verticale 
rA  = V0sina  ~ V0a. 
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Soil:  r A = $"]  # 


dtJA  d zj 


dzJA 


a. 


, dp,  dp2 

Dou:  a = + p-^(zA). 

Ilvientalors  A = a A'  et  p.  = ap',  les  grandeurs  A'  et  p'  s’exprimant  en  fonction 
dpi  dp2 

de  Pi(zA)>  P2(za)>  et  -jj(za)- 


Soit  p(z)  = a[Vp1(z)  + p'p2(z)].  (7) 

Ainsi,  si  la  trajectoire  de  l’un  de  ces  electrons  (issus  de  A)  recoupe  l’axe  Oz  en  un  point  A' , 
c’est-a-dire  si  Ton  a p(zAd  = 0,  il  en  sera  de  meme  pour  tous  les  autres  electrons  (dans 
le  cadre  des  approximations  envisagees  : a faible).  En  effet,  la  condition  p(zA,)  = 0 est 
realisee  pour  7/p  j(zA0  + p'p2(zA-)  = 0 independamment  de  la  valeur  - petite  - de  a. 
Les  points  A et  A'  sont  dits  conjugues. 


2.  c.  a)  D’apres  les  hypotheses  de  l’enonce, 
on  peut  considerer  que  les  trajectoires  des 
particules  sont  assimilables  a des  droites 
pour  |z|  > -•  Un  tel  electron  penetre  dans 

^ 

la  zone  d’interaction  avec  une  vitesse  V0 
incline  de  a sur  l’axe  Oz  de  telle  sorte  que  : 


d zyp  AO 

De  meme,  apres  interaction  : 


( OA  » d). 


# — — (sur  la  figure  A'O  < 0 et  AO  > 0 ). 
dzyP'  A'O 


On  a considere  que  la  distance  a l’axe  r(  t)  ne  variait  pour  ainsi  dire  pas  lors  de  la  tra- 
versee  de  la  zone  d’interaction  tres  etroite. 

Integrons  alors  l’equation  (6)  par  rapport  a z : 


4m2V; 


j>Bz2dz. 


2 ~c"1  vo  2 

Soit  encore  en  faisant  p = r0  dans  la  deuxieme  integrate  : 


^P)  _ dp ) f e2  ri  B2, 

dz  J P'  dzjp  4m2V2  °Jd  * 


Mais  le  champ  B etant  negligeable  au-dela  de  la  zone  z|  =£  - , on  peut  etendre  l’inte- 


grale  de -00  a +00,  d’ou  : — — # r, 

A'O  AO 


4m2Vi 


r B-dz- 
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Soit  apres  simplification  par  r0  : — = — — = (8). 

OA'  OA  OF'  / 


Avec 


7!# : 

7 4m2V, 


;f 


La  relation  (8)  s’identifie  a la  formule  de  conjugaison  des  lentilles  minces. 

Le  systeme  propose  correspond,  pour  les  charges,  a une  lentille  magnetique  conver- 
gente  (/'  defini  positif). 

2.  c.  P)  Un  calcul  immediat  donne  : 


6 Bnfl  I 


dl'5 


r/ 

/ 4m2Vo 


1 + 


Application  numerique  : /'  = 10  cm. 
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Thermodynamique 

A • Hydrostatique  et  gaz  parfait 
B . Bilans  d'energie 
C • Bilans  d'energie  et  d'entropie 
D . Corps  pur  diphase 
E . Machines  thermiques 


A.  Hydrostatique  et  gaz  parfait 


@ Barometre 


1.  Barometre  de  Huyghens  : cet  appareiL  est  constitue  - sur  une  cuve  a mercure  (A), 
ou  Le  mercure  a une  surface  Libre  d'aire  S0  - d'un  tube  barometrique  comportant  un 
renfLement  (B)  de  section  Sa  surmonte  d'un  tube  (C)  plus  fin,  de  section  S2. 


Pour  une  vaLeur  P0  de  La  pression  atmospherique,  Le  mercure 
monte,  a L'equiLibre,  jusqu'a  un  niveau  Na  dans  B,  ceLui-ci 
etant  surmonte  de  gLycerine  (de  masse  voLumique  pi)  jusqu'au 
niveau  N2.  Le  mercure  dans  La  cuve  correspond  au  niveau  N0. 

On  suppose  que  Le  tube  au-dessus  de  La  gLycerine  est  vide. 
La  pression  atmospherique  varie  Legerement,  et  devient 
P = P0  + AP,  ce  qui  correspond  a une  variation  AH  de  La 
pression  atmospherique  exprimee  en  hauteur  de  mercure 
(AP  = pgAH,  p etant  La  masse  voLumique  du  mercure). 
a.  Exprimer  La  variation  AN  du  niveau  atteint  par  La  gLyce- 
rine, par  rapport  a sa  position  d'equiLibre  anterieure. 

b .Application  numerique:  S0  = 50  cm2;  St  = 5 cm2; 
S2  = 0,25  cm2 ; p = 1,05  g • cm-3 ; p = 13,6  g • cmr3. 

CaLcuLer  QueL  est  L'interet  de  ce  dispositif  ? 


2.  Manometre  differential : deux  cuves  de 
meme  section  S sont  reLiees  par  un  tube  de 
section  s (cf.  figure).  A gauche,  Le  Liquide  de 
masse  voLumique  p2  est  surmonte  d'un  Liquide 

de  masse  voLumique  pj  (pa  < p2)  soumis  a 
sa  surface  superieure  a une  pression  P.  Au- 
dessus  de  La  cuve  de  droite,  s'exerce  La  pres- 
sion atmospherique  constante  P0. 


L'appareiL  etant  en  equiLibre  pour  P = P0, 

La  pression  P subit  une  petite  variation,  et  devient  P = P0  + 8P. 
a.  Exprimer  Le  depLacementx  de  La  surface  de  separation  des  deux  Liquides. 


b.  Application  numerique  : 

On  donne  ^ = 10  ; p2  = 1,024  g • cmr3;  p:  = 0,998  g • cmr3;  g = 9,81  m • s~2. 


CaLcuLer  QueL  est  L'interet  de  ce  dispositif  ? 
oP 


II.  de  cpu’il  f&ut  sziVoir 


Loi  de  l’hydrostatique. 
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2.  Cf e cju ’il  f&ut  doinpreh^re 


Dans  les  deux  cas,  il  faut  exprimer  le  fait  que  la  pression  varie  verticalement  dans  un 

fluide  en  equilibre  ^ = - pgj,  et  qu’elle  garde  la  meme  valeur  en  deux  points  d’un 

meme  fluide  situes  a la  meme  altitude  ( P = P(z)  seulement  a l’interieur  d’une  zone 
de  fluide  homo  gene). 

Lorsque  la  pression  varie,  les  niveaux  d’equilibre  des  differents  liquides  sont  modifies, 
y compris  dans  la  cuve  (A),  les  variations  de  ces  niveaux  etant  liees  par  la  conservation 
du  volume  de  chacun  des  liquides  (que  Ton  suppose  bien  sur  incompressibles  : leurs 
masses  volumiques  sont  donnees  comme  constantes). 

3.  Solution 


1.  a.  Considerons  un  fluide  incompressible  de  masse  volumique  p0  soumis  au  seul 
champ  de  pesanteur  g = ~guz.  La  loi  de  l’hydrostatique  s’ecrit : 


- grad  P + p0g 


■> 

0. 


Par  projection  sur  Oz,  il  vient : 


dp 

dz 


+ Po  (-g)  = 0=>P(z)  = cste-Po  gz. 


z 


O 


g 


Considerons  que  les  niveaux  correspondent  a des  hauteurs  (exprimees  en  metre). 
Dans  le  premier  etat,  (P  = P0)  la  pression  en  A vaut  P0,  et  d’apres  la  loi  de  l’hydrosta- 
tique, on  a : PA  = (PA  - PB)  + (PB  - Pc)  + Pc 

or  PA-pB  = - N0) ; PB  - Pc  = pyfNj-N,)  et  Pc  = 0 {cf.  e nonce). 

D’oii : P0  = p^(Nj  - N0)  + flg(N2  - N:)  (1) 

quand  la  pression  exterieure  passe  a P0  + AP,  les  niveaux  varient  respectivement  de 
ANP  AN2  et  AN0  (AN!  > 0 AN2  > 0 et  AN0  < 0 pour  AP  > 0 ). 

On  a ainsi : 

P0  + AP  = pg(Nj  + ANj  - N0  - AN0)  + p^(N2  + AN2 -N,- AN,)  (2) 
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Et  en  faisant  la  difference  (2)  - (1)  : 

AP  = p^(AN1-AN0)  + ^(AN2-AN1). 

II  reste  a traduire  la  conservation  du  volume  : 

- du  mercure,  soit : SjANj  = -S0AN0  (AN0  < 0 pour  AN:  > 0 ) 

- de  la  glycerine,  soit  S2AN2  = SjANj. 

Eliminons  ANj  et  AN0  et  faisons  AN2  = AN  : 


AP 


fS2  SjS; 


S2Al 


or  AP  = pyAH  (AH  = variation  de  pression  exprimee  en  hauteur  de  mercure) 


D’oii 


et 


AH  = AN 


rS, 


r + ^ + cl-^ 


-Si  S0 


S2Pl 


S^J 


AN 

AH 


-H  + ^ + - 1--^ 


Si  S0 


Si 


1.  b.  Avec  les  valeurs  fournies,  l’application  numerique  donne  : 

La  variation  de  niveau  est  notablement  plus  importante  que  la  variation  AH  de  hau- 
teur de  la  colonne  de  mercure  d’un  tube  barometrique  « ordinaire  » : la  sensibilite  du 
barometre  a ete  augmentee. 

En  effet,  avec  un  tube  barometrique  ordinaire,  on  aurait : 


soit : 


H = Hn  + AH  = Hn  + x 1 + 


1 


AH 

et,  en  prenant  s = S2 : 


1+i 


AH 


= 0,995  #1 


d’oii  x#  AH  pour  un  tube  barometrique  ordinaire. 

Par  contre  : AN  = 7,79AH  # 7,8  • x ; 

, AN  . , . . , , , 

le  rapport  — — exprime  bien  - a tres  peu  pres  - le  gam 
AH 

en  sensibilite  du  au  dispositif  adopte. . . 


N 


2 — - 


H„ 


1 ' 


H 
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L’equilibre  hydrostatique  se  traduit  dans  le  premier  cas  par  : 

PA  = PA'  avec  PA  = P0  + Pighi  et  PA<  = P0  + P2gh2- 
Soit  p lh1  = p 2h2  (3) 

Puis  pour  le  nouvel  equilibre  : 

PA  = PA-  avec  PA  = P0  + AP  + p lgh[  et  PA,  = P0  + p2gh2  • 

Soit  AP  = (p2h2  -pih[  )g  (4) 

Traduisons  maintenant  la  conservation  des  volumes  des  deux  fluides  : 


xs  = (h1+  x — h[  )S  =$  h[ 


*;s  1 


xs  - (h2  - x - h2)S  =$  h2  -h2  = x - + 1 


(5) 


(3)  et  (4)  donnent  alors  : AP  = [p2(^2  — ^2)  — P 1 (^1  - ^i)]g 

gx. 


Soit  avec  (5) : AP  = 

D’oii 


^1  + Ss)-p{1-Ls 


X 

1 

AP 

(P2-Pl)+^(P2  + Pl) 

g 

2.  b.  Application  numerique  : gp  = 4,47  • 10~4  m • Pa^1 

X 

soit  ~ 0,45  mm  • Pa-1,  ce  qui  correspond  a une  sensibilite  elevee. 

Pour  s’en  convaincre,  on  peut  comparer  a ce  que  donnerait  un  manometre  constitue 
d’un  simple  tube  en  U rempli  d’un  liquide  de  masse  volumique  p = i(pj  + p2) : 


P = P0  + 8P  = P0  + 2x'pg 


soit : 


1 


1 


§P  2P  g g(Pi  + P2) 

d’ou,  en  comparant  xax': 

= = 8,86 

x s + P2  ~ Pi 

S p2  + P! 

ce  qui  montre  bien  l’amelioration  de  la  sensibilite. . . 
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Cone  au  fond  d'un  recipient 

Un  cone  de  hauteur  h et  de  base  circulate  de 
rayon  R repose  sur  Le  fond  d'un  recipient  conte- 
nant  de  L'eau  sur  une  hauteur  H.  La  pression 
exterieure  est  supposee  uniforme  et  egaLe  a P0. 

La  masse  voLumique  de  L'eau  est  pe. 

On  cherche  a determiner  La  resuLtante  F^  des 
efforts  de  pression  s'exergant  sur  La  surface  Late- 
raLe  du  cone. 

1.  Determiner  La  force  F^  en  utiLisant  La  notion  de  poussee  d'Archimede.  On  envisa- 

gera  deux  cas  et  on  tracera  La  courbe  donnant 

ll-HI  H 

Fp  = ||  FP|  en  fonction  de  X = 

On  fera  Les  approximations  necessaires,  tenant  compte  d'une  masse  voLumique  de 
L'eau  a peu  pres  1 000  fois  superieure  a ceLLe  de  L'air. 

On  pourra  exprimer  tous  Les  resuLtats  en  fonction  des  grandeurs  : F0  = 7tR1 2P0  et 
Fj  = p eg\l  ou  V designe  Le  voLume  du  cone  = ijcR2/?^. 

2.  Retrouver  Les  resuLtats  precedents  en  effectuant  un  caLcuL  direct  de  F^.  Commenter. 


1.  de  cfu’i]  faut  5aVoir 


• Loi  de  l’hydrostatique. 

• Poussee  d’Archimede. 


■ 2.  de  <^u’i]  faut  doinpreh^re 

1.  Pour  appliquer  correctement  le  theoreme  d’Archimede,  il  est  necessaire  que  le 
solide  soit  entierement  entoure  de  fluide(s).  II  en  est  ainsi  si  l’on  imagine  le  cone  main- 
tenu  en  position  par  rapport  au  niveau  haut  de  l’eau  et  que  l’on  abaisse  le  niveau  has. 

— ^ 

La  poussee  d’Archimede  PA  comprend  alors  la  resultante  F'  des  efforts  de  pression 
qui  s’exercent  alors  sur  la  surface  de  base  du  cone,  et  qu’il  faudra  done  retrancher  pour 
obtenir  F^. 

2.  II  suffit  de  se  rappeler  que  la  force  elementaire  s’exerqant  sur  un  element  de  surface 
8£  est  donnee  par  l’expression  : 8F  = -P«8£. 

On  integrera  sur  toute  la  surface  laterale  du  cone,  et  on  tiendra 
compte  des  symetries  du  systeme. 
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3.  Solution 


1.  La  resultante  des  forces  de  pression  s’exercant 
sur  la  surface  laterale  n’est  pas  modifiee  si  Ton 
decale  le  fond  du  recipient  vers  le  bas  tout  en 
maintenant  fixe  le  cone.  Dans  cette  configura- 
tion, la  resultante  des  efforts  de  pression  sur  la 
surface  totale  du  cone  s’identifie  a la  poussee 
d’Archimede  PA. 

Nous  avons  done  : + F'  (1)  avec  = -t%uides  deplaces  I 

oil  F'  est  associee  aux  efforts  de  pression  qui  s’exercent  sur  la  base  du  cone.  II  vient : 
F'  = [P0  + pegH]7tR2^  (2) 


En  effet,  la  loi  de  l’hydrostatique  s’ecrit  id  : - pe  g = 0 

d z 

dP 

soit  avec  p = pe  = cste  =>  — = - p g = cste. 

d z 

Et  apres  integration : P(z)  = P(H)  - ptg(z  - LI)  = P0  ~ PeS(z  ~ H). 

Pour  z = 0,  nous  obtenons  done  P = P0  + pegH. 

(1)  et  (2)  donnent : Fp  = P^ - 7tR2(P0  + pe^H)u^ . (3) 

II  reste  a determiner  la  poussee  d’Archimede  dans  la  configuration  precisee  ci-dessus. 
Elle  est  egale  et  opposee  au  poids  des  fluides  deplaces.  Deux  cas  sont  done  a envisager  : 

a)  H 5=  h,  le  cone  est  entoure  d’eau  de  telle  sorte  que  : P^  = -p eVg  = p guz  (4) 


(3)  0<H  < h,  le  cone  n’est  que  partiellement 
immerge  dans  l’eau  ce  qui  donne  : 

K = -[PaVa  + Pe(V-Va)]l 

Va  designe  le  volume  « baigne  » par  l’air. 

II  faut  alors  remarquer  que  la  masse  volumique  de 


l’eau  est  bien  superieure  a celle  de  l’air 


— ~ 103  ],  ce  qui  permet  d’adopter  le  cadre 
Pa 


d’hypotheses  suivant : 

El  1 - La  pression  dans  Fair  est  uniforme  et  vaut  P0. 

H2  - La  contribution  de  la  poussee  d’Archimede  due  a Fair  est  negligee  ce  qui  impose  : 

Pl#-Pe(V-Va)|  (5) 


En  toute  rigueur,  il  faudrait  que  l’on  ait  pe( V - Va)  paVa ; cependant,  pour  Va  = V , 
ona  P^  = — paV^  = +^7tR2pa/zgu^  grandeur  qui  est  effectivement  negligeable  dans  la 

mesure  ou  l’on  a fait  l’hypothese  HI,  qui  revient  a ne  pas  tenir  compte  de  la  chute  de  pres- 
sion ( p Jig)  sur  la  hauteur  du  cone . . . 
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Calculons  V et  V • V = -nR2h 
a 3 

V = -nR'2h'  et  tana  = r - rt 
a 3 h h 

d’oii  Va  = ^7tR2//fyj  avec  h'  = h- H 


soit  V = V 


H 


A cette  approximation,  nous  obtenons  done  : PA  # pegV 


M 


Nous  pouvons  maintenant  donner  l’expression  de  la  force  FP  : 
a)  H ^h:  Fp  = peV^-7tR2(P0  + pegH)^ 


D’ou  : 


Fp  - -"R2Po-Pe^(^-l 


Et  avec  les  notations  du  texte  F0  = 7tR2P0,  Fj  = pegV : 


=> 

^ ^ 7 H A] 

— > 

p = 

(6) 


Dans  ce  cas,  la  pression  varie  lineairement  en  fonction  de  H en  tout  point  de  la  surface 
laterale  du  cone,  il  en  est  done  de  meme  de  la  force  FP  : 

(3)  H =s  h : 


D’ou 


Il  y a bien  continuite  de  Fp  (conferer  (6)  et  (7))  pour  h = H. 

Tra^ons  le  graphe  donnant  Fp  (fq,  = -Fpt^)  en  fonction  de  la  variable  X = 


H 


X = 


H 


• Remarquons  enfm  que  le  solide  reposera  (sans  intervention  exterieure)  sur  le  fond  du 
recipient  que  si  son  poids  est  superieur  a la  poussee  d’Archimede,  soit  pour : 

Mg>  Pe(y-Va)  P^r  H <h 
Mg  > peV  pour  H>  h . 
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2.  On  a:  Fp  = -j"j"p(M)n  8£. 

La  repartition  des  efforts  de  pression  possede  la  symetrie 
de  revolution  autour  de  l’axe  A z du  cone,  de  telle  sorte  que 
la  resultante  de  ces  efforts  est  colineaire  a uz  soit : 

Fp  - • «,)«,  = |~JjP(M)n  ■ uz 5ljf?z  = -F puz. 

XT  . 

Notons  que  n ■ uz  = sina. 

Pour  calculer  8E,  considerons  la  portion  de  la  surface  du 
cone  situee  entre  les  plans  de  cotes  z et  z + dz ; nous  avons : 

8E  = 2nrdl,  avec  dZcosa  = dz. 
v(  z) 

De  plus,  tana  = — — (origine  prise  ausommetAdu  cone) 


z A 


soit 


8S  = -27tztana 


dz 

cos  a 


et  n ■ uzSX  = -27tztan2adz. 


D’oii 


r° 

Fp  = -27ttan2a  P(z)zdz 

J-h 


(8) 


Envisageons  alors  les  deux  cas  de  figure  selon  que  le  cone  est  completement  immerge 
ou  non  dans  l’eau  : 

a)  H & h : 

P(z)  = P0  + peg(H  - h - z)  puisque  la  pression  doit  augmenter  lorsque  (— z)  croit. 
L’integrale  (8)  s’ecrit  alors  : 

r° 

Fp  = -2jttan2a  [P0  + peg(H  - /t  - z)]zdz 

J—h 

ce  qui  donne : 


Fp  = -27ttan2a 


-h2 


+ peg(H-h)  ■ 


-h2 

2 


-Pe^- 


h2~ 


R 

Soit  avec  tana  = — (etdoncR  = h tana):  Fp  = 7tR2P0  + 7tR2p  g 
h 


H -h  + 


2 hi 


Finalement,  nous  obtenons  avec  V = -nR2h: 

3 


FP  = 7tR2P0  + pegV 


3H 

h 


(3)  Hs=Zz: 

Rappelons  que  h'  = h - H,  d’ou  : 

P = P0  pour  -(h  - H)  =S  z 0. 

P = P0  + peg(H  - h - z)  pour  -/i  =S  z =S  -(h  - LI). 
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L’integrale  devient  id : 

.-(&-H) 


Fp  = -27ttan2a<  f [P0  + peg(H  - h -z)zdz]  + f P0zdz 

(h- H)2  h2 


FP  = -27ttan2a  < [P0  + peg(H  - h)] 


2 2 
+ Pe£ 


(h-  H)3  fc3' 
3 3 


(h-  H)2 


Soit  encore : 


h2 


-27ttan2a  -P0—  - Peg(h  ~ H)3[  - - - ) - peg 


1 1 


■us  1,2 
— + — (H  - h) 
.3  3 v . 


"R2i  Po  + Peft 


1-? 


+ Pe^ 


H - h + -h 
3 


Finalement 


Ces  resultats,  etablis  par  un  calcul  direct  sous  forme  d’integrale,  sont  bien  sur  identi- 
ques  a ceux  obtenus  a partir  d’un  bilan  de  forces  utilisant  le  theoreme  d’Archimede. 


I Point  methode 

La  premiere  methode  semble  done  preferable  a la  seconde. 

Encore  faut-il  s’ assurer  que  l’on  peut  utiliser  la  notion  de  poussee  d’Archimede 
(l’etat  de  reference  devant  correspondre  a un  etat  d’equilibre  hydro statique. . . ). 


Ballons  ascensionnels 

1.  Montgolfiere  : on  considere  une  enveLoppe  de  volume  constant  V0,  rempLie  d'air 
(suppose  gaz  parfait)  a La  temperature  T'.  Ce  ballon  est  ouvert  a sa  partie  inferieure, 
de  fagon  a rester  constamment  en  equiLibre  uniquement  de  pression  avec  fair  exte- 
rieur  (dont  La  temperature  est  T).  On  note  M0  La  masse  totale  de  L'enveLoppe,  du  dis- 
positif  de  chauffage,  de  La  naceLle  et  des  passagers. 

a.  Exprimer  La  reLation  Liant  T'  notamment  a T et  P pour  que  Le  ballon  soit  en  equi- 
Libre du  point  de  vue  mecanique,  a La  pression  ambiante  P. 

b.  Application  numerique  : V0  = 1 200  m3 ; M0  = 400  kg  ; g = 9,8  m • s~2  ; 

Pj  = P0  = 105  Pa ; Tj  = 290  K (vaLeurs  de  T et  P au  soL).  Masse  voLumique  de 
fair  dans  Les  conditions  normaLes  (P0  et  T0  = 273  K)  : p0  = 1,3  kg  • mr3. 

Montrer  que  Le  ballon  decode  si  T'  est  superieure  a une  temperature  Limite  J'  que 
fon  caLcuLera. 
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c.  Pour  quelle  valeur  V2  de  T'  le  ballon  serait-il  en  equilibre  a I'altitude  de  200  m ? 
On  posera  T2  = + AT'  et  on  cherchera  a determiner  AT'  sachant  qu'a  cette  alti- 

tude, la  temperature  est  T2  = 289  K.  Commenter. 

2.  Ballon-sonde  : dans  ce  cas,  I'enveloppe  du  ballon  (souple  et  ouverte  a la  partie 
inferieure)  a un  volume  maximal  Vm  = 1 200  m3 *,  et  ne  contient  initialement,  au 
moment  du  decollage,  qu'un  volume  V0  d'helium,  aux  conditions  de  temperature  et 
de  pression  de  I'air  environnant  (valeurs  Ta  = 290  K et  Pa  = P0  = 105  Pa  au 
niveau  du  sol),  la  masse  de  I'enveloppe  et  du  materiel  employe  est  M0  = 250  kg. 

On  donne  : R = 8,31  J • mol-1  • K 1 2 ; g = 9,81  m • s-2;  masses  molaires  de  I'air  et 
de  L'helium  : 29  et  4 g • mol-1. 

a.  Quelle  masse  minimale  d'helium  faut-il  introduce  dans  I'enveloppe  pourque  le  bal- 
lon decode  ? Quel  est  le  volume  V0  correspondant  ? 

b.  Le  ballon  a ete  rempli,  au  sol,  avec  un  volume  d'helium  V0  = 300  m3. 

Quelle  est  la  force  ascensionnelle  au  depart  ? 

Comment  evolue  cette  force  avec  I'altitude  ? 

Quelle  peut  etre  la  Loi  du  mouvement  ascendant  du  ballon  ? 

c.  Determiner  la  relation  liant  les  valeurs  T et  P de  la  temperature  et  de  la  pression 
de  I'air  a I'altitude  ou  le  ballon  est  en  equilibre.  Donner  la  valeur  du  plafond  H atteint 
par  le  ballon  dans  I'hypothese  d'une  atmosphere  isotherme.  Commenter. 

1.  Ce  cju ’ll  f&ut  sav oir 


• Poussee  d’Archimede. 

• Loi  des  gaz  parfaits. 

• Loi  de  l’hydrostatique. 


■ 2.  Ce  cpu’il  faut  domprehdre 

1.  a.  Le  ballon  est  soumis  a son  poids  et  a la  poussee  d’Archimede  : il  est  important  de 
bien  preciser  le  systeme,  et  le  volume  qu’il  occupe ; le  poids  sera  done  celui  du 
« materiel  » (masse  M0),  et  celui  de  Fair  chaud  contenu  dans  le  ballon  (masse  m'). 

b.  Pour  de  petites  variations  d’altitude,  temperature  et  pression  de  Fair  atmospherique 
varient  peu  : on  pourra  utiliser  une  relation  approchee  pour  calculer  la  variation  de 
pression. 

2.  Dans  le  cas  du  ballon-sonde,  les  forces  en  presence  sont  les  memes,  mais  on  a alors 
interet  a limiter  le  systeme  au  materiel  et  a l’helium  emporte,  de  volume  total  pratique- 
ment  egal  a celui  de  l’helium.  Enfin,  lorsque  I’altitude  varie  : 

• de  nouvelles  forces  peuvent  apparaitre  ; 

• les  conditions  de  temperature  et  de  pression  changent,  et  le  volume  occupe  par 
l’helium  change  : si  ce  volume  atteint  la  valeur  Vm,  de  l’helium  s’echappe  du  ballon. . . 
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3.  Solution 


1.  a.  Prenons  comme  systeme  le  ballon,  ses  accessoires  et  son  contenu  : il  est  soumis 
aux  forces  de  pesanteur  et  a la  poussee  d’Archimede  PA , soit  une  force  ascensionnelle  : 

/=  PA-(M0  + m')g  (1) 

en  notant  m'  la  masse  de  Pair  - a la  temperature  T - contenu  dans  le  ballon. 

La  poussee  d’Archimede  PA  est  egale  au  poids  du  volume  V d’air  - a la  temperature 
T - dont  le  ballon  occupe  la  place  : on  peut  raisonnablement  prendre  V = V0  (ce  qui 
revient  a negliger  devant  V0  le  volume  occupe  par  le  materiel  et  les  passagers. . . 

Exprimons  PA  : PA  = pairV0g. 

nM 

Et  d’apres  la  loi  des  gaz  parfaits,  PV  = «RT  = — — RT  (M  = masse  molaire  de  Fair). 


Or 

_ nM 

Pair  — y Pair 

MP 

= — — avec 
RT 

n - MP0 

Po  RT0 

( cf.  enonce) 

D’ou 

P .To 

P air  P 0 p rp 

(2)  et  PA 

= PoVO^F"  ‘ 
ro 

To 
T ' 

Pour  determiner  la  masse  m'  d’air  contenue  dans  le  ballon,  il  suffit  d’utiliser  (2)  en  y 
rempla^ant  T par  T'  (air  chauffe).  D’ou  : 

m'  = p'V0  =>  m'  = p0V0  ^ • ^7- 

La  force  de  propulsion  ( 1 ) s’ecrit  alors  : 

PTnz  1 ix 

/=  Po*V0p^-;pJ-M0*  (3) 

Le  ballon  est  en  equilibre  a Paltitude  consideree  (air  ambiant  a la  pression  P et  a la  tem- 
perature T)  pour  une  temperature  T'  de  Pair  du  ballon  telle  que  f(T')  = 0. 


Commentaire 


Cela  suppose  l’existence  de  frottements  fluides  (du  type  /'  = - aV  ) de  telle  sorte  que  la 


vitesse  de  montee  s’annule  en  meme  temps  que  la  force. . . 

c . 1 _ 1 1 Mo  Po  ... 

°‘  ' r T T„p„V0  p 


J 


1.  b.  Le  ballon  decollera  si  l’on  a />  0 pour  P = P0  et  T = Tj  = 290  K.  Cela  sup- 
pose done,  d’apres  (3)  : 

1 1 M„ 


T'  > Tj'  avec  d’apres  (4) : 


D’ou 


— = — — (5) 

T(  Tj  T0p0V0 

T;  = 399  K (398,6  K). 
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1.  C.  Le  ballon  est  en  equilibre  a l’altitude  d e z = 200  m pour  une  temperature  T'2 
telle  que  ( cf.  (4))  : 

1 1 1 Mo  po 


t'2  t2  T0p0V0P2 


(6) 


II  reste  a determiner  la  pression  P2  de  Pair  ambiant.  Ecrivons  la  loi  de  l’hydrostatique  : 


dP 


PT0 


ou  P = Pop^Y' 

T variant  peu  (T  (au  sol)  = Tj  = 290  K ; T(z  = 200  m)  = T2  = 289  K ),  on  negligera 
les  variations  de  p sur  une  difference  d’altitude  de  200  m,  d’oii : 


ldP 


To 


Pdz  Po^P0T' 


1,3  x 273  x 9,81 


-10-4  m- 


105  x 290 

La  pression  varie  done  egalement  tres  peu  sur  le  meme  intervalle. 


dP 

dz 


To  p2 
- Po£t  ■ D 


T!  Po 


Posons  P2  = P0  + AP.  Nous  ferons  l’approximation  : 

T0 

Soit  AP  # - Po S,z—  ■ Soustrayons  alors  les  relations  (5)  et  (6).  II  vient : 
Ti 


To 

-Po£^r- 
1 1 


t;  r2 


1 1 1 M0 

Tt  T2  T0p0V0 


f 


\ 


1 


1+^ 

Po 


7 


soit  avec  T2 
De  meme  T2 

1 


,2 


: TJ  + AT'  et  AT'  « T[  =>  AT' 

Ti  t2  t; 

T1+AT  et  |AT[«T1=>l-^-«^|. 

Ti  T2  Tj 


Et  1 


soit 


1+^  P« 

Po 


AP  ,,  , , ,2  AT 

— dou:  AT  =T,  — + 


Mo 


1 Lt?  TT0p0V0PogZT1P0_ 


I , 

AT'  = “t- 


AT  M0^z- 


TiLTj  V0P0J 


L’ application  numerique  donne  AT'  = 1,7  K avec  (AT  = -1  K). 
Commentaire 


La  temperature  T'  d’equilibre  est  une  fonction  lentement  variable  de  z.  Un  faible  echauffe- 
ment  de  Fair  emprisonne  dans  le  ballon  suffira  a faire  varier  notablement  Faltitude  du  ballon. 


2.  a.  Comme  precedemment,  le  bilan  des  forces  s’exer^ant  sur  le  systeme 
(enveloppe  + helium  + materiel)  fait  apparaitre  une  force  « motrice  » resultante  : 

/ = PA-mHe^-M0^ 

La  poussee  d’Archimede  correspond  ici  a : 


Pl(air)^V0  avec  Pi 


(air) 


MajrPo 

RT, 
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Or  l’helium  contenu  dans  le  ballon  est  dans  les  memes  conditions  de  temperature  (T:) 
et  de  pression  (Pj  = P0)  que  Pair  exterieur,  soit : 

„ MHeP0 

'«He  = PHeS  et  PHe  = 

Mair 

Fmalement : / = PHc;rj— vo£~ 'HHe£- MoS- 

ivlHe 


v(  M ■ \ 

/= 

g 

Commentaire 


MHe 

Le  rapport = d represente  la  densite  du  gaz  Helium  par  rapport  a Fair. 

^air 

Le  decollage  n’est  possible  que  pour  />  0,  c’est-a-dire  : 
soit  mHe  > 40  kg. 


Ce  qui  correspond  a un  volume  V0  tel  que  : 
m 


Vn 


'He 

PHe 


OTHeRTl 

^HePo 


soit  Vn  = 241  m3. 


2.  b.  II  suffit  d’exprimer/en  fonction  du  volume  d’helium  introduit  dans  l’enveloppe. 


/ = 


Mair 


M 


He 


^He£ov 
RTj  °‘ 


Mn 


g (7) 


L’ application  numerique  donne  / = 601  N. 

Sous  l’effet  de  cette  force,  le  ballon  va  monter,  ce  qui  entraine  une  diminution  de  la 
pression  (et  de  la  temperature...).  Mais/ne  depend  que  de  la  masse  d’helium  intro- 
duite  au  depart : tant  que  celle-ci  reste  constante,  la  force  reste  constante. 

Cependant,  il  serait  tout  a fait  abusif  d’en  deduire  que  le  ballon  va  avoir  un  mouvement 
uniformement  accelere  ! En  effet,  lorsqu’il  y a mouvement,  apparait  une  force  supple- 
mentaire,  due  au  frottement  de  Pair  sur  l’enveloppe,  force  qui  croit  avec  la  vitesse.  En 
pratique,  le  ballon  va  s’elever  a la  vitesse  limite  pour  laquelle  la  force  de  frottement  est 
egale  a/... 

2.  c.  Le  mouvement  precedent  - pratiquement  uniforme  - va  durer  tant  que  mHe  reste 
constante,  c’est-a-dire  tant  que  VHe  < Vm  (l’helium  n’occupe  pas  tout  le  volume  du 
ballon). 

A partir  du  moment  ou  VHe  atteint  la  valeur  Vm,  la  masse  d’helium  peut  diminuer  (de 
l’helium  s’echappe  par  l’ouverture  a la  partie  inferieure)  et  la  force  / egalement : le 
mouvement  ascendant  se  ralentit,  et  le  ballon  atteint  son  altitude  d’equilibre  pour 
f - 0,  avec  V = Vm : 


/=  (Mair-MHe)— V 


■M„ 


g = o 
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on  a remplace  dans  (7)  P0  par  P,  Tt  par  T et  V0  par  Vm. 


Soit 


M„R 


T (Mair  - MHe)Vn 


(8) 


Application  numerique  : — = 69,25  Pa  • K *. 


On  peut  comparer  cette  valeur  a la  valeur  au  sol : — # 345  Pa  • Kr1 

M 

p 

et  remarquer  que  — diminue  regulierement  avec  l’altitude  (les  variations  de  pression 
l’emportent  largement  sur  les  variations  de  temperature. . .). 

Si  l’on  fait  l’hypothese  d’une  atmosphere  isotherme  entre  le  sol  et  l’altitude  atteinte  par 
le  ballon  sonde,  soit  T(z)  = T, , on  peut  alors  determiner  la  pression  P (z)  en  fonc- 
tion  de  l’altitude  z et  en  deduire  le  plafond  H. 

Revenant  a la  loi  locale  de  l’hydrostatique,  nous  avons  : 

dP 


P T0 

dz  Pair^  P^Po'Tj 


p , 1 JT)  Po^T0 

dou  5dp  = -ivf: 


Et  apres  une  simple  integration : In  p = - °z 

0 ”oM 


2 

— ou  a 
a 


PqTi 

Po^T0 


8,33  km. 


Le  plafond  ( cf.  commentaire  du  1.  a.)  (z  = H)  est  obtenu  pour  — = 69,25  soit : 


H = - fllnf  69,25  ■ -i]  =>  H = 13,4km. 


Commentaire 


L’hypothese  de  l’atmosphere  isotherme  n’est  certainement  pas  tres  realiste  dans  le  cas  envisage. . . 


_l 


@ Effusion  par  un  trou 

1.  De  L'helium  est  enferme  dans  un  recipient  de  volume  V = 1 L maintenu  a 0 °C.  La 
pression  initiale  est  P0  = 1 mmHg. 

A L'exterieur  du  recipient,  c'est  Le  vide  absolu.  Sachant  que  La  paroi  est  percee  d'un 
petit  trou  d'aire  s = 1 (pm)2,  etablir  L'expression  de  La  pression  P dans  Le  recipent  en 
fonction  du  temps.  Au  bout  de  combien  de  temps.  La  pression  aura-t-elle  diminue  de 
moitie  ? 


Chapitre  6 - Thermodynamique  (393 


Exercice  604 


Exercice  604 


2.  Au  Lieu  de  sortir  dans  Le  vide,  Les  atomes  passent  du  recipient  (1)  a un  recipient 
(2)  de  voLume  V identique  au  precedent.  Les  deux  recipients  sont  separes  par  une 
paroi  diatherme  percee  d'un  petit  trou  de  meme  surface  que  precedemment. 

A La  date  t = 0,  le  recipient  (1)  contient  de  L'helium  sous  pression  P0 ; L'autre  est  vide. 
L'ensemble  est  maintenu  a 0 °C. 

Eta b Li r La  Loi  donnant  La  pression  P2  dans  Le  deuxieme  recipient  en  fonction  du  temps. 

P0 

CaLcuLer  La  date  a LaqueLLe  P2  = — • 


L'helium  est  un  gaz  monoatomique  de  masse  molaire  M = 4 g • moL  A Le  trou  est 
assez  petit  pour  considerer  que  Le  gaz  reste  au  repos.  On  considere  que  tous  Les  atomes 

l3RT 


ont  une  vitesse  egaLe  a La  vitesse  quadratique  u = I— — • Ces  vitesses  ne  sont  orien- 
tees  que  selon  + u’x , ± u* , ±u2 . La  repartition  dans  ces  six  directions  est  isotrope. 


On  donne  La  constante  des  gaz  parfaits  R = 8,31  J • K 1 • mol 


1.  de  cfu’il  faut  savoir 


• Vitesse  quadratique  moyenne  d’un  gaz  parfait  monoatomique. 

• Loi  des  gaz  parfaits. 


H2.  de  faut  dolnprehdre 

1.  II  faut  determiner  le  nombre  d’ atomes  qui  s’echappent  par  unite  de  temps,  puis 
relier  ce  nombre  a la  variation  de  pression. 

2.  II  y a a la  fois  passage  des  atomes  de  1 — > 2 et  de  2 — > 1. 


Solution 


1.  • Soit  u la  vitesse  quadratique  moyenne  des  atomes  d’helium. 
L’helium  etant  un  gaz  monoatomique  : 


3RT 
M ' 


La  repartition  des  vitesses  etant  isotrope,  g des  atomes  a une  vitesse  orientee  selon  -ux . 

• Les  atomes  sortant  par  le  trou  d’aire  s pendant  la  duree  ele- 
mentaire  df  sont  contenus  dans  le  cylindre  de  volume 
dv  = sudt. 

N 

• La  densite  atomique  etant  — > le  nombre  V d’atomes  pre- 
sents dans  le  recipient  diminue  pendant  le  temps  df  de 

swdfN 


dN  = 


6V 


s 3RT  . XT 

= -6viM-d,-N- 
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Soit  en  notant  x 


6V  M 


^ (1) : 


s V3RT 

dN  = _N 
dt  x 

et  en  tenant  compte  des  conditions  initiales  (N  = N0  a t = 0) : 

t 

N = N0e_x. 

Par  ailleurs,  d’apres  la  loi  des  gaz  parfaits  : 

NRT 


->  Xa  etant  le  nombre  d’Avogadro. 


II  vient  done 

p Po 

P = — pour 


P = P0e  x 


t1  = xln2 

2 


Application  numerique : 


. 6V  M,  , . 

soit  t,  = — / — -m2  (2). 

l-  s d 3RT 


t1  ~ 37  jours. 


2.  II  faut  maintenant  tenir  compte  du  passage  des  atomes  de  1 vers  2 et  de  leur  passage 
de  2 —>  1 tout  en  conservant  le  nombre  d’atomes  : 

N0  = N1  + N2  (3) 

dNj  Nj  N2 

on  a — — = 1 — 7 (4)  comme  precedemment  avec  x = X car  V et  T sont  iden- 

dt  x x 

tiques  pour  les  2 recipients. 

dNj 

Soit,  en  eliminant  -jj-  et  N:  dans  (4),  a l’aide  de  (3)  : 

dN_2  + 2N,  = N0 
dt  x x 


d’ou  N0 


N„ 


2 1 


1 - e 


en  tenant  compte  des  conditions  initiales 


„ p _ N2RT  _ N0  RT7 
62  XV  2X  V V 


to  0 . / X . o 

P2  = — pour  t - -In 2. 
Application  numerique : 


2 1 

1 -e~x 


2 1 

1 -e~x 


t = -t 


1/2 


18,5  jours. 
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Cloche  renversee 

On  renverse  une  cloche  cylindrique  de  section  s,  de  hauteur  h et  de  masse  m,  et  on 
la  laisse  descendre  verticalement  dans  une  cuve  a eau.  La  cloche  s'enfonce  dans  I'eau 
en  emprisonnant  I'air  qu'elle  contenait  et  occupant  initialement  son  volume  interieur. 

A I'equilibre,  la  cloche  flotte,  la  pression  atmospherique 
vaut  P0  et  la  masse  volumique  de  I'eau  est  p.  L'epaisseur 
des  parois  de  la  cloche  est  supposee  negligeable. 

1.  Determiner  les  hauteurs  x ety  reperant  les  surfaces 
libres  de  I'eau  par  rapport  aux  bords  de  la  cloche. 

2.  a.  A quelle  condition  - sur  le  volume  V0  = hs  de 
la  cloche  - celle-ci  peut-elle  effectivement  flotter  ? 
b.  Retrouver  le  resultat  precedent  en  utilisant  le  theoreme  d'Archimede. 


Po 

s 

air  h 

eau 

X 

A 

, 

Solution 


1 . L’air  emprisonne  dans  la  cloche  est  comprime  par  I’eau 
qui  y penetre.  Notons  P sa  pression. 

L’equilibre  mecanique  de  la  cloche  s’ecrit  alors  : 

Ps  = P0s  + mg  (1) 

Pour  determiner  la  pression  P,  on  supposera  I’equilibre 
thermique  atteint,  et  on  assimilera  Fair  a un  gaz  parfait, 
soit  en  notant  n0  le  nombre  de  moles  d’air  emprisonnees. 


Po 

LHj 


Po 

1 1 1 
p 

X 

y 

B A 


PqVq  = P-(V0-sy)  = «0RT  (2) 


Eliminons  P entre  les  relations  (1)  et  (2) : 

P05  + mg  = 


Soit  avec  V0  = sh  : 


h-y 


po^ 
P0s  + mg 


y = h 


1 -■ 


1 + 


mg 

pos- 


PqVq^ 

vo~sr 


Finalement 


y — h ■ 


1 


1+LlS 

mg 


(3) 


La  valeur  de  x s’en  deduit  en  evaluant  de  deux  fagons  differentes  la  pression  en  A : 


on  a d’une  part : PA  = P + p gy 
et  d’autre  part : PA  = PB  = P0  + p gx. 
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(5) 


2.  a.  Le  calcul  fait  ci-dessus  n’a  de  sens  que  si  la  cloche  flotte,  c’est-a-dire  si  la  pression  P0 
de  Fair  s’exerce  effectivement  sur  la  face  superieure  ( cf.  relation  (1)).  II  faut  pour  cela  : 

x < h. 


Soit 


mg 


m , , 

H < h 


VQs  + mg  ps 


et  avec  V0  - hs: 


soit  V0  > Vc  avec 


mg 


V0> 


m 

P0s  + mg]  p5 
m P0s  + mg 
P pos 


vc  = 

l + ms) 

pi 

P 

n 


2.  b.  Placons-nous  a la  limite  ou  la  surface  superieure  — 
de  la  cloche  renversee  affleure  a la  surface  de  l’eau.  On 
a done  x = x1  - h.  xx  = h 

La  cloche  renferme  alors  un  volume  Ve  d’eau  associee  a 
la  hauteur  yl . 

Ecrivons  que  le  systeme  cloche  + air  emprisonne  + eau  qui  a penetre  dans  la  cloche 
(volume  Ve)  est  en  equilibre. 

La  poussee  d’Archimede  PA  doit  alors  compenser  le  poids  total  du  systeme  (poids  de  la 
cloche  auquel  s’ajoute  celui  du  volume  Ve  d’eau,  poids  de  Fair  neglige).  D’oii : 

PA  = (m  + pVe)g 

or  PA  = pVc^  =>  pVc=  pVe  + m (6) 

Vc  designe  la  valeur  limite  de  V0  pour  qu’il  en  soit  ainsi. 


Soit  avec  P 0s  + mg  = PjS 


et 


n0RT=P,(Vc-Ve)  = P0VC 


P0VC  = 


(Vc-Vc) 


(P0s  + mg). 


D’oii 


P0VC  = VJ  P0  + 


mg 


■ve  P0  + 


mg 


Ve  P0  + ^ 


mg]  = y !HS. 
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Soit  avec  (6) 


m 

V = - + V, 


mg 

s 

+ mg 
s 


v,(p» 


2(p0  + !a)  + vS 


P»Vc 


pB+?). 


Finalement  V = + 

P l P0V 

On  retrouve  bien  la  meme  expression  de  la  valeur  limite  du  volume  interieur  de  la  clo- 
che. L’equilibre  n’est  done  possible  que  pour  : 

v0>vc 

Vc  est  naturellement  une  fonction  croissante  de  la  masse  m de  la  cloche  et  decroissante 
de  la  masse  volumique  du  fluide. 


Retenue  d'eau  par  un  barrage 


1.  Un  barrage  droit  permet  de  realiser  une  retenue 
d'eau  sur  une  profondeur  H et  une  Largeur  L. 

La  pression  de  L'air  est  P0,  et  La  masse  voLumique  de 
L'eau  est  constante  et  vaut  p0. 

Determiner  La  resuLtante  F des  efforts  de  pression 
qu'exerce  L'eau  sur  Le  barrage. 

. ^ — > — > 

On  ecnra  F = F^u^h-  F zuz. 

Determiner  Le  centre  de  poussee  C. 


2.  Le  profiL  du  barrage  est  modifie.  IL  correspond  a 
une  courbe  % d'equation  z = f(x).  La  hauteur 
d'eau  demeure  H et  La  Largeur  est  L.  On  notera  x0 
L'abscisse  du  point  Le  pLus  haut  de  La  courbe 
atteint  par  L'eau. 

Donner  Les  expressions  des  composantes  Fx  et  Fz 
de  La  resuLante  des  efforts  de  pression  exerces  par 
L'eau  sur  Le  barrage. 

AppLication  a un  profiL  paraboLique  d'equation  z = 


3.  Commenter  Les  resuLtats  obtenus  aux  1.  et  2.  reLatifs  a La  composante  Fx. 
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Solution 


1.  La  resultan te  des  efforts  de  pression  s’exer- 


Z A 


^ant  sur  le  barrage  est  donnee  par  l’expression  : 

Po 

1 \s 

F = JJP(M)«8E. 

H 

'ill 

\ 

n \ 

Ici  n est  oriente  dans  le  sens  fluide  — > solide, 

v 

et  1 on  a n = ux. 

O ->  x 

«x 

d’ou  : 


F = JJP(M)8X  K (1) 


La  pression  dans  l’eau  varie  lineairement  avec  z (loi  de  l’hydrostatique) : 

P(z)  = P0  + p0g(H-z);  P(H)  = P0. 

L’integrale  (1)  s’ecrit  alors  avec  8Z  = Ldz:  F = [P0  + p0g(H  - z)]Ldz  ux 

Jo 


soit : 


D’ou : 


F = L 


P0H  + p0^H2-S-2]] 


H22\~|  -> 

Uv 


F,  = LH 

F = 0 


Pq  + PoSt 


(1) 


Centre  de  poussee  C : 

II  se  situe  sur  l’axe  Oz  a mi-largeur  et  a une  altitude  zc  (comptee 
a partir  de  O)  definie  en  ecrivant  que  le  moment  en  C des  forces 

pj 

de  pression  y est  nul.  On  a necessairement  zc  < — la  pression 
diminuant  quand  z augmente  au  sein  du  fluide. 

")  — > 

On  a done  pour  la  force  8F  = P(z)Ldzux 

8d/l(C)  = (z-zc)P(z)Ldz«* 


z t 

► 8F 

c 

®y 

O 


etau  total:  d/l(C)  = f (z-z  )SFm*  = 0. 

Jo  7 

D’ou  : zc  • F = [ zSF  = [ zP(z)Ldz  = I. 

Jo  Jo 

rH 

L’integrale  I donne  : I = z[P0  + p0g(H  - z)]Ldz 

Jo 


z 

M 

C 


8F 


Z~Z, 


et 


Soit  avec  (1):  zc 


rn  h2  m3  H33n 

_ LH2 

hi 

o 2 + Po^  2 3 

2 

P0  + Po£j 

LH2 

2 


po  + PoSy 


LH 


po  + PoS 


H' 
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d’ou 


„ H 

HP°  + Po^3 

2n  H 

po  + Po  gj 


on  a bien  zr<  — comme  il  se  doit. . . 
c 2 

2.  Le  profit  du  barrage  correspond  desormais  a la  courbe  d’equation  z = f(x). 
Notons  s l’abscisse  curviligne  reperant  - a partir  du 
point  O - tout  point  M de  cette  courbe.  Calculons  la 
force  elementaire  s’exer^ant  sur  la  « bande  » de  lon- 
gueur L et  de  largeur  ds 

8F  = P(M)«8E  ou  8Z  = Lds 
avecP(M)  = P0  + p0g(H-z)  (cf  1.). 

Projetons  cette  force  sur  les  axes  Ox  et  Oz,  nous 
obtenons : 

8FX  = P(M)n  ■ «^8 Z = P(M)cosaLds 


Z , 

/ A 

up 

ds 

)y  m 

ol 

or  cosads  = dz,  d’ou  8FX  = P(z)Ldz 
rH 

etau  total  F = L P(z)dz. 

Jn 


De  meme : 8F,  = P(M)«  • mz8E  = -P(M)sinaLds 
avec  cette  fois-ci  sinads  = dx,  d’ou: 

8FZ  = -P(z)Ldx  et  Fz  = -l[  P[/(x)]dx. 

Jo 

— > — > 

Finalement,  nous  avons  F = Vxux  + Fzm,  avec  : 

F,  = L f’1  P(z)dz  = Lfn[P0  + p0g(H-z)]dz  = LH 

Jo  Jo 

Fx  = Lh[p0  + Po^ 


H 

Po  + PoST 


et 


Fz  = -l[  °[P0  + Po&(H-/(*))]d*  oil  H = /(x0). 

Jn 


• Application  a un  profil  parabolique  z 

IlvientFilz  = Xq  d’ou  x0  = JWh 
rjm  r 


et 


F,  = -L 


N 1 

Jo 


r2~l 


P0  + Po^H  - Po  ' St 


- 

h 

PoS- 


dx 


fz  = -L^p0Jm  + p0gHjm-^mJm 

D’ou  F = -L7h)x 


Po  + jPogH 
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• On  pourrait  s’etonner  que  la  composante  Fx  de  la 
resultante  des  efforts  de  pression  ne  depende  pas  du 
profil  du  barrage.  Pour  s’en  persuader  aisement, 
considerons  le  volume  de  fluide  delimite  par  le  bar- 
rage et  le  plan  x - 0 . Ecrivons  qu’il  est  en  equili- 
bre  sous  l’effet  de  son  poids,  des  efforts  de  pression 
(eau  + air)  et  de  la  reaction  du  barrage  sur  l’eau. 

— y — ^ 

Meg  + F0  + Fj  + (-F)  = 0 , ou  F est  la  force  que  l’on  cherche. 
Projetons  cette  equation  sur  l’axe  des  x : 

0 + 0 + F^  - = 0 =>  F,  = Fj . 


La  composante  Fx  ne  depend  pas  du  profil  f(x)  du  barrage. 

• On  peut  profiter  de  la  remarque  precedente  pour  calculer  la  composante  Fz.  Soit  en 
projetant  maintenant  sur  z : -Meg  - F0  + 0 - F,  = 0 =>  Fz  = - Meg  - F0 
avec  F0  = P0Lx0  et  Me  = peL  SP,  ou  Sf  est  l’aire  de  la  surface  hachuree,  soit : 


rx  o 

if  = [ (H-z)dx. 
•'o 

D’oii  Fz  = -P0Lx0-peL^°(H-z)dx 
que  l’on  peut  encore  ecrire  : 

Fz  = -Lf  °[P  + Peg(H-/(x))]dx. 


Pompe  aspirante  et  refoulante 


On  desire  faire  le  vide  dans  un  reservoir  de 
volume  V0  fixe  et  contenant  de  Fair  sous  La 
pression  initiale  P = Pe  (pression  atmos- 
pherique).  On  utilise  une  pompe  constitute 
d'un  cylindre  dans  Lequel  se  deplace  un  pis- 
ton 9?  effectuant  N aLLers  et  retours  par 
seconde.  En  position  haute,  Le  volume  dans 
Le  cylindre  est  V2 ; en  position  basse,  il  est 
Vj.  La  soupape  Sa  (respectivement  S2) 
s'ouvre  des  que  La  pression  dans  Le  cylindre 
est  inferieure  (respectivement  superieure) 
ou  egale  a celle  du  reservoir  (respective- 
ment de  L'atmosphere  : Pe),  et  reste  fermee 
dans  Le  cas  contraire. 


position  haute 


reservoir 

V0,  P 


: position  basse 


exterieur 


(Pe) 
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On  prendra  Pe  = constante  = 105  Pa,  et  toutes  Les  transformations  seront  supposees 
isothermes  ( T =300  K,  temperature  de  I'atmosphere).  De  plus  ¥!«  V2  « V0: 

V,  V, 

V0  = 1 000  L,  -f-  = 10-3  et  -i  = 10-1 2. 
y0  *2 

L'air  est  assimile  a un  gaz  parait,  de  masse  moLaire  M = 29  g,  et  R = 8,31  J • K-1  ■ mol-1. 
Le  deplacement  du  piston  s'effectue  sans  frottements.  N = 10. 

1.  La  pression  dans  le  reservoir  est  P et  le  piston  est  en  position  basse. 

Determiner  la  nouvelle  pression  P'  dans  le  reservoir  ainsi  que  la  masse  d'air  8 mp  pom- 
pee  apres  un  aller  et  retour  du  piston.  Quelle  est  la  pression  limite  PL  que  permet 
d'atteindre  la  pompe  ? 

Application  numerique  : calculer  Pt,  puis  8 mp  et  8P  = P'-P  pour  P = Pe . 

2.  Apres  le  nieme  aller  et  retour  du  piston,  la  pression  dans  le  reservoir  est  devenue  P„. 

V0 

a.  Donner  la  relation  determinant  P„  en  fonction  de  Pe,  PL,  n et  du  rapport  - — — • 

V0  + V2 

b.  Montrer  que  I'on  peut  considerer  que  la  pression  P dans  le  reservoir  varie  de  faqon 
quasi  continue  selon  une  loi  P(t)  que  I'on  precisera. 

c.  Retrouver  le  resultat  precedent  en  remarquant  (c/.  1.)  que  8P  est  tres  petit  devant  P. 

3.  Determiner  le  travail  WT(n  -»  n + 1)  que  I'on  doit  fournir  pour  un  aller  retour  du 
piston,  la  pression  dans  le  reservoir  passant  de  la  valeur  P„  a P„  + 1.  On  exprimera  le 
resultat  en  fonction  de  P„,  Pn  + 1,  Pe  et  V0. 

En  deduire  I'expression  du  travail  total  Wj  qui  permet  d'atteindre  la  pression  limite  Pt. 
Application  numerique  : calculer  Wj  . 


Solution 


1.  En  fin  de  descente,  le  cylindre  contient  un  volume  Vj  d’air  a la  pression  Pe,  soit  une 

masse  telle  que  : 


PeV! 


m. 


RT 
M : 


m. 


P£V  jM 
RT 


(M  = masse  molaire  de  Pair). 


Des  que  le  piston  amorce  sa  remontee,  la  soupape  S2  se  ferme  et  la  pression  diminue 
dans  le  cylindre  (S2  fermee)  jusqu’a  ce  qu’elle  atteigne  la  valeur  P du  reservoir. 


Des  lors,  la  soupape  Si  s’ouvre,  la  masse  m d’air  contenue  dans  le  reservoir  et  celle  ml 
du  cylindre  subissent  une  detente  isotherme  amenant  l’ensemble  au  volume  V0  + V2 
(S2  reste  fermee,  la  pression  diminuant  encore). 


On  a m 


PVP 

RT 


M. 


Quand  le  piston  commence  a redescendre,  la  soupape  S,  se  referme,  le  reservoir 
contenant  alors  de  Pair  a la  pression  Iy  definie  selon  : 

RT 

P'(V0  + V2)  = (m  + m,)—  = PV0  + PeVj . 
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On  a done 


P'  = P- 


Z2 

v0  + v2 


+ P. 


Vi 


:v0  + v2 


(1) 


La  masse  d’air  8 mp  pompee  apres  un  aller  et  retour  correspond  a : 

5mp  = m(P)-m(P')  = ^(P-P')- 


MV0  PV2  - PeV1 


Soit  8 m„  = 77 77 — (2) 

On  atteint  la  pression  limite  pour  P'  = P = Pf  , d’ou  : 


V0  V ! 

P-P^  + Pev^v2: 


Vj 

p‘=p-v^ 


(3) 


Commentaire 


On  aurait  egalement  pu  ecrire  que  la  limite  etant  atteinte,  on  a necessairement  5 m = 0 
pour  P = P(  ce  qui  redonne  bien  le  meme  resultat.  J 

Application  numerique  : si  l’on  tient  compte  de  V0  » V,  et  V2  Vj 


1 


§P  = P'-P#-(PeV1-PV2)  = P, 

» 1 


fVi-V2 

l vn 


‘-P. 


■ v„ 


8P--100  Pa 


8 m 


MV, 


-(-8P)  =>  8 m = 1,15  g 


p rt 
V, 

P f = P.  7-i  =>  P»  = 103  Pa. 

V2 

2.  a.  Avant  le  nieme  aller  et  retour,  la  pression  dans  le  reservoir  est  Pn _ , . 

Apres,  elle  devient  Pn.  La  relation  definissant  Pn  a partir  de  Pn_ , est  la  meme  que  celle 
etablie  au  1.  entre  P'  et  P (faire  P — > Pn_  j et  P'  — » PJ,  soit : 


P„  = P 


Vn 


+ P„ 


V, 


" _ 1 v0  + V2  eV0  + V2 


II  suffit  de  noter  P0  = Pe  (pression  de  l’air  dans  le  reservoir  avant  le  debut  du  pompage). 
Les  differentes  pressions  successives  dans  le  reservoir  forment  une  suite  { P„  } . Sachant 
que  cette  pression  doit  tendre  vers  Pf  , posons  : P ' = Pn  - P t . 


D’ou : 


Pr  + p: 


Vn  V, 

V(p€+p;~i)  +p 


v0  + v2 


v0  + v2 


V0  Pev 

soit  encore:  P'  = — —Pi  , + 


PfV2 

V0  + V2  V0  + v2  v0  + v2 


V, 


Pr  = Pe-|- 


La  suite  {P'  } constitue  done  une  suite  geometrique  et : 


p'  = p' 

" 0 V vn  + v. 


Vn  \n 


avec  P'  = P0-P€  = Pe-Pf 


Finalement,  nous  obtenons : 


P„  = Pf  + l 


(vYv;)" 


(3) 
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2.  b.  La  pression  dans  le  reservoir  vaut : 


TJ 

11 

►0 

a 

o+ 

II 

O 

P = P1 

a 

tj  = Af 

P = P„ 

a 

tn  = nAt  etc. 

oil  At  - — est  la  duree  d’un  aller  et  retour  du  piston. 

N 

( vo  '\Nt” 

On  a done  P„  = P(t„)  = P,  + (Pe-P,)(^-^J  . 

\ rv0  + V2\ 

Soit  encore:  P (tn)  = P€  + (Pe  - Pf)expj -Ntflln(^ — — — -J 


V2  , ^ v2\  V2  r nv2. 


or  y-  « 1 =>  ln(  1 + — ] = — > cequidonne : P(f„)  # Pf  + (Pe-  Pf)exp(  f„ 


V0J  v0 


Vn 


II  apparait  un  temps  caracteristique  x devolution  de  la  pression  : 

X = — — X = 100  s. 


NV, 


Le  temps  est  tres  grand  devant  la  duree  A t de  chaque  « cycle  » puisque  : 

x V0 

On  peut  alors  considerer  que  la  pression  P dans  le  reservoir  evolue  de  fa^on  quasi  con- 
tinue selon  la  loi : 


P(f)  = Pf  + (Pe-P€)exp(-J) 


2.  c.  On  a etabli  au  1.  que  : 

§P  = P„  + i-P„  - P „ 
8P  1 


Vn 


v0  + v2 


1 +p„ 


V, 


■v0  + v2 


PeV!-P„V2 

v0  + v2 


et 


P..  v0  + v2 


r Pe 

f 8P^  1 

Pol 

v,  — -v2 

ip  2 

L n J 

=> = 

V,  - V,  — 

2 1 p 

L r nJ 

V p J v0  + v2 

..  . , 5PA 

Amsi,  on  a 


1 


P Jn  V0  + V2 


(V2-V0- 


V2 

Vn 


10- 


La  quantite  8P  etant  tres  faible  devant  P,  on  peut  confondre  la  derivee  de  P(f)  avec  le 
,,  . 8P 

taux  d accroissement  — > ce  qui  donne  : 


At 

dP  8P  = 

df  At  V0  + V2 


N 


(PeV!-PV2)  At 


n‘ 


D’ou  L equation  differentielle : 

c . lV0  + V2  v0 

Soit  avec  x = — - 


dP  NV2 


d t V0  + V2 


N 


V0  + V2 


PeVj. 


N V2 


NV2 


vi  dP 

et  P(  = P X^  + P = Pt. 

* eV2  df  * 
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Done  la  solution  est  bien,  avec  P(0) 


P(t)  = Pf  + (Pe-Pf)exp 


3.  Remarquons  tout  d’abord  que  la  pression  ambiante  Pe  au-dessus  du  piston  n’exerce  glo- 
balement  aucun  travail  puisque  le  piston  revient  a sa  position  initiale  au  bout  d’un  cycle. 
Reconsiderons  un  cycle,  la  pression  est  PH  dans  le  reservoir  et  le  piston  en  position 
basse  amorce  sa  remontee. 


• lre  phase  : 

Le  piston  remonte  jusqu’a  une  position 
pour  laquelle  la  pression  a l’interieur  du 
cylindre  devient  P„  (ce  qui  provoque 
Fouverture  de  la  soupape  S, ).  Le  travail 
« fourni » par  le  piston  est  alors  : 


Pe>V, 


Si 

V, 


T 


W ! — — f PdV,  avec  PV  = PeV, 

JVi 

fV'  dv  / v , 

d’ou  Wj  = -J  PeVlT  =>Wj  - PeViln^ 
or  P„V'  = PeV ! , soit : 


W,  = PeVlln(^) 


• 2e  phase : 

S,  etant  ouverte,  Fair  contenu  dans  le 
cylindre  et  le  reservoir  se  detend,  la  pres- 
sion passant  de  P„  aP„+1  et  le  volume  de 


V'  + V0  aV2  + V0. 


,v2  + v0 

= - PdV 

Jvn  + V' 


D’ou  w2  = -|  PdV  Sj  S2 


r/,  fV»  + V2  dV 

~v 


avec  PV  = P„V0  + P„V'.  D’oii  W2  = -(P„V0  + P„V')  f ° 

Jv0  + v 

, FV  n + V2\ 

soit  encore  W2  = -P„(V0  + V )ln^y  +v;j. 

Or  on  a P„(V0  + V')  = P„  + 1(V0  + V2)  d’ou  : W2  = P„(V0  + V')In(^- 

et  avec  P„V'  = PeV2 : W2  = (P„V0  + PeVl)lnf^ 

V * n 


• 3e  phase : 

Le  piston  redescend  et  S2  se  referme  ; Fair 
contenu  dans  le  cylindre  subit  une  com- 
pression qui  l’amene  a la  pression  Pe  pour 
laquelle  la  soupape  S2  s’ouvrira  : 

-v" 

W,  = - PdV 

Jv2 

avec  PV  = P„  + 1V2  = PeV" 


P»  + i.V2 


t r 

Si  s2 


Pe.  V" 

T * 


Si 
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d’ou:  W3  = -P„+1V2J*^,  et  W3  = -P„  + 1V2ln^- 


V" 

2 


Soit 


W3  = -P)I  + 1V2ln(^] 


• 4e  phase : 

L’air  est  refoule  a pression  constante  Pe , 
d’ou:  W4  = -Pe(Vj-V") 
soit  W4  = -PeV,  + P0V" 
avec  PeV"  = P„  + 1V2 


et : 


w4  = -pev1  + p„+1v2 


pe,v" 


Le  travail  total  qu’il  aura  fallu  fournir  est : 
WT(n  ->  n+  1)  = W,  + W2  + W3  + W4 

^P 


T T- 

Si  s2 


Pe>V, 

T ^ 


WT(«  — > n + 1)  = VeV1ln(/]  + (PnV0  + PeV1)ln(^] 

\*es  V j 

Pn+ 1 


■PB  + iV2ln|  p 


+ P„+iV2-PeV1 


avec,  de  plus:  PB+1(V0  + V2)  = P„V0  + PeV,  (4) 

Ce  qui  peut  encore  s’ecrire  sous  la  forme  suivante  : 
Wx(«  — » n + 1)  = [PeV1-(P,IV0  + PeV1)]lnf^ 


+ [(P„V0  + PeV,)  - P„  + ,V2] In(^)  + [P„  + ,V2  - PeV,] 
or  d’apres  (4) : P„V0  + PeV,  - P„+ , V2  = P„  + 1V0 
P^iVa-PeV,  = V0(P„-P„+1). 


et 


D’ou : 


WT(n  ->  n + 1)  = -P„V0ln(^j  + PB+  lVoln(^  - V0(P„+ , - P„) 


Calculons  maintenant  le  travail  necessaire  pour  atteindre  la  pression  limite  Pf  dans  le 
reservoir : 


W. 


r = -V„X(P»  + i-Pn)  + X[VoP-ilnf^±i)-VoP„W^ 


Finalement 


Application  numerique  : Wx  = -1  • (103  - 105)  + 1 ■ 103ln^i^j  =>  W'  = 


94  kj. 
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B.  Bilans  d'energie 

0 Equilibre  mecanique  - Equilibre  thermique 

Un  cylindre,  a parois  thermiquement  isoLantes,  est  separe  en  deux  compartiments  par 
un  piston  initialement  bloque.  Ce  piston  est  faiblement  conducteur  de  I'energie  ther- 
mique et  de  capacite  thermique  negLigeabLe.  Dans  L'etat  initial,  le  compartiment  de 
gauche  contient  n1  moLes  d'un  gaz  parfait  dans  les  conditions  Pa,  Vl7  Tj  et  le  compar- 
timent de  droite  contient  n2  moles  du  meme  gaz  parfait  dans  les  conditions  P2,  V2,  T2. 

1.  On  libere  le  piston,  et  l'equilibre  mecanique  s'etablit  rapidement  entre  les  deux 
compartiments,  avant  realisation  de  l'equilibre  thermique.  Calculer  la  pression  P. 

2.  Montrer  qu'ensuite  l'equilibre  thermique  s'etablit  a pression  constante.  Calculer  la 
temperature  T d'equilibre.  Quelle  temperature  d'equilibre  aurait-on  obtenu  si  le  pis- 
ton etait  reste  bloque  dans  sa  position  initiate  ? 

3.  Comment  sont  modifies  les  resultats  precedents  lorsque  les  deux  gaz  parfaits  ne 
sont  plus  de  meme  atomicite  ? 

■ 1.  de  cfu’il  f&ut  sav oir 

• Premier  principe. 

• Energie  interne  d’un  gaz  parfait. 


2.  de  cfu’il  f&ut  doinprehdre 


1.  Le  systeme  constitue  des  deux  gaz  et  du  piston  est  isole  de  l’exterieur.  L’etat  de 
depart  est  un  etat  hors  equilibre  et  le  systeme  finira  par  tendre  vers  un  etat  d’equilibre 
correspondant  necessairement  a : 

- l’egalite  des  pressions  (piston  mobile)  : Pj"  = Pf  = P ; 

-l’egalite  des  temperatures  (piston  conducteur  de  l’energie  thermique) : T(  = T2  = T. 

La  conduction  thermique  du  piston  etant  faible,  on  peut  considerer  que  l’equilibre  meca- 
nique se  fera  avant  l’equilibre  thermique.  On  supposera  done  qu’apres  une  lre  phase,  les 
pressions  s’egalisent  dans  les  deux  compartiments  sans  pour  autant  que  les  temperatures 
des  gaz  soient  identiques.  Dans  une  2e  phase,  le  systeme  evoluera  pour  atteindre  egalement 
l’equilibre  thermique  tout  en  maintenant  des  pressions  egales  de  part  et  d’autre  du  piston. 

2.  A la  fin  de  la  lre  phase,  onaPj  = P2  = P (pression  calculee  au  1.). 

Le  systeme  maintient  ensuite  P(  = P2.  Cette  valeur  commune  reste  en  fait  constante 
car  on  s’ est  place  dans  un  cas  particulier  : meme  gaz  parfait  dans  chaque  compartiment 
(e’est-a-dire  meme  capacite  thermique  a volume  constant. . .). 

3.  La  nouvelle  pression  commune  P obtenue  a la  fin  de  la  lre  phase  evoluera  en  fonc- 
tion  des  volumes  et  V2  et  done  des  temperatures  T(  et  T2  jusqu’a  une  valeur 
finale  Pf  correspondant  a la  temperature  Tf  associee  a l’equilibre  thermique  final. 
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3.  Solution 


1.  Considerons  le  systeme  correspondant  au  contenu  du  cylindre  (gaz  dans  les  deux 
compartiments  plus  piston).  Appliquons-lui  le  premier  principe  entre  l’etat  initial  et 
un  etat  intermediaire  pour  lequel  les  temperatures  sont  Tj  et  T2  et  l’equilibre  meca- 
nique  realise  (soit  P(  = P2  = P ).  On  supposera  que  l’on  peut  negliger  l’energie  cine- 
tique  du  piston  ainsi  que  les  variations  eventuelles  de  son  energie  interne  (piston  de 
capacite  thermique  negligeable. . 

On  a done  : AU  = AU(gaz  0)  + AU(gaz  @)  = W + Q. 

Or  le  systeme  evolue  a volume  total  constant  et  W = 0. 

D’autre  part,  les  parois  du  cylindre  sont  adiabatiques  : Q = 0. 

On  a done:  AU(gaz  ©)  + AU(gaz  @)  = 0 + 0 = 0 (1) 

La  variation  d’energie  interne  de  n moles  d’un  gaz  parfait  s’ecrit  en  introduisant  la 
capacite  thermique  Cv  a volume  constant : dU  = «CvdT. 

Et  en  prenant  Cv  = constante  : AU  = «CV(T/  - T)  (2) 


Soit  ici  d’apres  (1)  et  (2)  : nlC^(T[  - T:)  + n2Cv^(T2  - T2)  = 0 (3) 

On  a le  meme  gaz  parfait  dans  les  deux  compartiments,  d’ou  avec  Cv  = Cv 
n^'-T^  + n^T'-T,)  = 0 (4) 


Cette  relation  entre  T{  et  T2  reste  valable,  dans  le  cadre  des  hypotheses  precisees  plus 
haut,  meme  si  l’equilibre  mecanique  n’est  pas  atteint. 


L’enonce  suppose  maintenant  que  l’equilibre  mecanique  s’est  etabli  ( PJ’  = P2  = P) 
avec  des  temperatures  des  gaz  differentes  ( T [ ^ T2 ) . La  loi  des  gaz  parfaits  donne  alors 
pour  les  deux  compartiments  : 

PV;  = OjRT;  (avec  P^  = nlRT1 ) 

PV2  = n2RT2  (avec  P2V9  = n2RT2 ). 

De  plus,  la  conservation  du  volume  total  s’ecrit : V[  + V2  = Vj+V2. 

Soit  |[n1T1'  + n2T']  = Vj+Vj  (5) 


Et  avec  (4)  qui  s’ecrit  MjTj + n2T2  = n1T1  + n2T2  = 
R P,V,  +P2V2 

(5)  devient  r = Vx  + V2. 


P1V1  + P2V2 
R 


Finalement 


P1V1  + P2V2 

V1+V2 


(6) 


2.  A partir  du  moment  ou  il  y a egalite  des  pressions  de  part  et  d’autre,  le  systeme  ayant 
atteint  l’equilibre  mecanique  (egalite  des  pressions)  va  egalement  tendre  vers  l’equilibre 
thermique  (egalite  des  temperatures).  La  relation  definissant  P est  independante  de  T[  et 
T2 . II  en  resulte  que  revolution  vers  l’equilibre  thermique  s’effectuera  a pression  cons- 
tante (egale  a P calculee  au  1.),  les  volumes  evoluant  en  meme  temps  que  les  temperatures  : 

V,'  R V'  R 

= Hj-  = constante  -1,  = n2-  - constante. 

1 1 P T2  P 


408)  Partie  2 - Physique  MPSI 


A l’equilibre  thermique  : T'  = T2  = T.  Etd’apres  (4) : T(«j  + n2 ) = n1T1  + n2T 2 


d’ou 


T 


«iTi  + n2T  2 

«i  + «2 


(7) 


Les  volumes  finaux  sont  alors  donnes  par  : 


vif  V2f  RT  , , 

— - — -T  et  Vlf+V2f-V1+V, 

v;f  = 


n 


■( V ! + V2)  et  V2f  = 


(V1+V2). 


Soit 

" nl  + n2  ' ‘ + n2 

Si  le  piston  etait  reste  bloque,  il  y aurait  eu  uniquement  transfert  thermique  entre  les  deux 
gaz,  la  relation  (4)  restant  toujours  valable.  L’equilibre  thermique  atteint,  la  temperature  T 
aurait  done  ete  la  meme,  mais  avec  des  pressions  differentes  dans  chaque  compartiment : 

RT 


if 


RT 

«i—  et  p 


2f 


Vi 


1 1 v 2 

3.  Les  deux  gaz  parfaits  possedent  des  capacites  thermiques  Cv  et  Cv  differentes. 
L’ equation  (4)  traduisant  la  conservation  de  l’energie  s’ecrit  maintenant : 

n1CVl(Tj  - Tj)  + n2CV2(T2  - T2)  = 0 (4') 

L’equilibre  thermique  atteint  correspondra  a une  temperature  finale  Tf  definie  selon 
(T;  = T'  = Tf)  : 


Tf  = 


niT'v1Ti  + m2Cv2T2 

«lCVl  + «2Cy2 


(8) 


Supposons  maintenant  qu’apres  une  premiere  phase,  l’equilibre  mecanique  est  atteint. 
On  a done  P(  = P2  = P.  Mais  cette  fois-ci,  cette  pression  commune  va  dependre  de 
l’etat  des  temperatures  Tj  et  T2  (et  done  des  volumes  intermediaires  Vj  et  V2  ). 

Les  relations  permettant  de  definir  P sont  alors  : 

PV;  = WfRTf'  (avec  PfVj  = n^Tf ) 

PV2  = m2RT2  (avec  P2V2  = ^2^2 ) 
et  V;  + V'  = V,  + V2. 


D’ou  P(v;+v2)  = P(V1+V2)  = fjfRT; + n2RT2  soit  P 


r(«1t;+«2t2') 


v2  + v2 


En  utilisant  l’equation  (4'),  on  aboutit  ainsi  a P = f(T[)  ou  P = g(T2). 
A l’equilibre  final,  la  pression  commune  P prend  la  valeur  Pf  telle  que  : 


Pf  - 


Soit  encore : 
Commentaire 


R(«i  + «2)Tf 

d’ou 

n («i  + n2)R  «i 

V1+V2 

'■  v1  + v2 

P — 

n j + «2 

cv  PfVf  + cV2P2v2 

Ff  - 

v2  + v2 

n,CVi  + n2CV2 

nlCVl  + ,!2^v 
(9) 


Les  expressions  (8)  et  (9)  redonnent  bien  les  valeurs  de  T et  P obtenues  aux  1.  et  2.  dans  le 


cas  ou  Cv 


C„ 


: 
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Transformations  polytropiques 


On  etudie  les  transformations  quasi  statiques  d'un  gaz  parfait  (caracterise  par  Le  rap- 
port y-  suppose  constant  - de  ses  capacites  thermiques  molaires  a pression  constante 
Cp  et  a voLume  constant  Cv)  pour  lesquelles  La  pression  P et  Le  voLume  V verifient : 
PV“  = constante  (a  constante  =£  1). 


1.  CaLcuLer  Le  travaiL  W et  L'energie  thermique  Q regus  par  Le  gaz  dans  une  teLLe  trans- 
formation mecaniquement  reversible,  depuis  l'etat  (Pa,  Va)  jusqu'a  l'etat  (P2,  V2). 

Exprimer  Le  rapport  ^ en  fonction  seuLement  de  a et  y. 


2.  a.  Pour  queLLe  vaLeur  de  a La  transformation  envisagee  ici  est-eLLe  adiabatique  ? 
Commenter. 


b.  PLus  generaLement,  on  definit  La  capacite  thermique  moLaire  C(a)  seLon  : 

Qmoi  = C(a)AT. 


Exprimer  C(a)  en  fonction  de  Cv,  a et  y.  Cas  particuLiers  ? 


1.  de  cju’i]  faut  savoir 

• Calcul  du  travaiL  dans  le  cas  d’une  transformation  mecaniquement  reversible 
(SW  = -PdV ...). 

• Premier  principe  - variation  d’energie  interne  d’un  gaz  parfait. 

• Relation  de  Mayer  Cp  - Cv  = R. 


H2.  de  faut  doMprehdre 

1 . La  transformation  etant  mecaniquement  reversible,  le  calcul  du  travail  regu  s’effec- 
tue  directement  a partir  de  la  relation  8W  = -PdV  . . . 

On  obtiendra  l’energie  thermique  Q regue  par  le  gaz  par  application  du  premier  principe. 

2.  Par  definition,  une  transformation  adiabatique  correspond  a l’absence  de  tout 
transfert  d’energie  thermique  au  gaz. 

Les  cas  particuliers  simples  seront  associes  a des  transformations  : 

- adiabatiques ; 

- isobares ; 

- isochores ; 

- isothermes. 

■ ■3.  Solution 

1 . • La  transformation  subie  par  le  gaz  etant  quasi  statique  et  mecaniquement  reversi- 
ble, on  a : 8W  = -PdV. 

Dans  le  cas  present : PVa  = constante  = P , V” 
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ce  qui  donne,  pour  le  travail  W cherche  : 


W 


rvi  a dv  a 

= -[  P,v“-  — = -P,v“ 

Jv,  Va 


■y-a+  l-i v2  P V j !_a 

1 '[Vj  -v;  ] 


a + 1 


a-  1 


et  en  tenant  compte  de  P , V”  = P,  V*  : 


W = 


P2V2-P1V1 

a-  1 


(1) 


• D’autre  part,  d’apres  le  premier  principe  applique  au  gaz  : AU  = Q + W. 

D’oii  Q = AU-W  (2) 

hR 

• Pour  un  gaz  parfait  AU  = «CVAT  = AT  et  A(PV)  = mRAT. 


Done  AU 


A(PV) 

Y-l 


On  a done  pour  la  transformation  consideree  : 


AU 


PzV^-P^ 


y-l 


(4) 


Puis  d’apres  (2)  et  avec  (1)  : 


et 


Q = 


q-y 


(y-  l)(q-  1) 


(p2v2-p1v1) 


(5) 


Soit  le  rapport  ^ : 
W 


_ q-y 

W ~ y-  1 


2.  a.  La  transformation  est  adiabatique  si  Q = 0,  e’est-a-dire  pour  : 


q = y 


Dans  ce  cas,  on  a PV?  = constante,  une  relation  connue  sous  le  nom  de  loi  de  Laplace. 


Commentaires 


• Cette  transformation  est  aussi  une  isentropique,  puisque  la  fonction  entropie  du  gaz  par- 
fait peut  s’ecrire : 


S(P,  V) 


S0  + n Cv  In 


p ■ yy 

p ■ vT  J 

ro  vo J 


Ce  resultat  est  logique,  car  ici,  le  caractere  quasi  statique  (Pext  = Pflu;de)  garantit  la  reversi- 
bilite  mecanique  pour  le  fluide  (ici  le  gaz  parfait)  et  la  question  de  la  reversibilite  thermique 
ne  se  pose  pas,  puisqu’il  n’y  a pas  de  transfert  d’energie  thermique. 

• Ces  transformations  polytropiques  sont  souvent  prises  comme  « modele  » pour  represen- 
ter des  transformations  quasi  statiques  « pas  tout  a fait  adiabatiques  ». 
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Par  exemple,  dans  un  compresseur,  le  gaz  re^oit  du  travail  et  s’echauffe,  ce  qui  entraine  pres- 
que  toujours  un  transfert  de  chaleur  vers  l’exterieur  : si  on  admet  que  20  % de  l’energie  W 
apportee  est  reperdue  sous  forme  d’energie  thermique,  on  ecrit : 


Q = «__}[  = _0  2 (Q  < 0 ...) 

W Y-l  ’ 

cequidonne  a = 0,8 y + 0,2  soit  a = 1,32  pour  y = 1,40. 


2.  b.  On  a etabli  (relations  (4)  et  (5))  : Q = — — -AU. 

a - 1 

Or  pour  1 mole  de  gaz  parfait  AU  = 1 • CVAT,  d’ou  : Qmol  = ^ — ^CVAT. 

On  a done  d’apres  la  definition  de  la  capacite  thermique  molaire  C(a)  : 

C(a)  = ^f  C- 

■ Cas  particuliers : 

• a = y transformation  adiabatique  et  C(y)  = 0 (Q  = 0); 

• a = 0 est  associe  a une  transformation  isobare  (PV“  = cste  =>  P = cste). 
Onaalors  C(0)  = yCv  = Cp  et  Q = CpAT,  ce  qui  correspond  bien  a : 

AH  = AU  + APV  = AU  + PAV  = - PAV  + Q + PAV  soit : Q = AH 

et  pour  une  mole  de  gaz  parfait  (avec  Cp  = cste  ) : AH  = CpAT. 

Ce  qui  redonne  Q = CpAT. 

• a tres  grand  (mathematiquement  a — > °°  ) : 

C(o°)  — > Cv , et  PVa  = cste  peut  encore  s’ecrire  pour  a fini : 

P1/aV  = cste. 

A la  limite,  on  a done  affaire  a une  transformation  isochore  ( a — » °°  =>  V = cste  ),  ce 
qui  est  coherent  avec  C(a  — > °°)  = cv.  En  effet : AU  = Q puisque  V = cste. 

OrAU(lmole)  = CVAT  (avec  Cv  = cste). 

D’ou  Q = CVAT  et  C(a  — > °°)  = Cv. 

• Enfin,  les  calculs  faits  ici  excluent  le  cas  a = 1,  pour  lequel  le  calcul  de  W doit  etre  repris. 

Remarquons  cependant  que  pour  cette  valeur  de  a,  = - 1 et  C(  1 ) est  inhni,  ce  qui 

correspond  bien  au  cas  de  la  transformation  isotherme  (AU  = 0). 
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Evolution  cTun  gaz  reel 


1.  On  considere  un  gaz  non  parfait  d'equation  d'etat,  pour  une  moLe  : 

P + ^)(V-b)  = RT 

equation  de  Van  der  Waals  dans  LaqueLLe  R = 8,31  J • moh1  • K^1  est  La  constante  des 
gaz  parfaits,  et  a et  b deux  constantes  caracteristiques  du  gaz. 

La  fonction  energie  interne  est  donnee,  pour  une  mole,  par : 

a 


U(T,V)  = 


On  donne  : 


V 


-/( T). 


gaz 

o( J • moL^2  • m'3) 

b(m3  • moL^1) 

C02 

0,36 

4,3  • 10-5 

n2 

0,13 

3,8  • 10~5 

h2 

0,025 

2,7  • 10-5 

a.  A queLLe(s)  condition(s)  sur  a et  b Le  comportement  d'un  tel  gaz  se  rapproche-t-il 
de  ceLui  d'un  gaz  parfait  ? Commenter  dans  Le  cas  ou  Le  gaz  est  Le  dioxyde  de  carbone 
avec  Les  conditions  V = Va  = 25  • 10~3  m3  (pour  une  moLe)  et  P = Pj  = 105  Pa. 

b.  Montrer  que  La  capacite  caLorifique  a voLume  constant  Cv  ne  depend  que  de  La  tem- 
perature T. 

c.  Donner  La  reLation  Liant  Cv  et  Cp  (capacite  caLorifique  moLaire  a pression  constante) 

en  fonction  de  R,  T et  L = 1 - n)  . 

V 1 R b\  Vy 

Faire  L'appLication  numerique  pour  N2  et  H2  avec  T = 290  K et  V = 22,4  • 10~3  m3  ■ moL^1. 

2.  On  fait  subir  a une  moLe  de  C02  une  compression  isotherme  reversibLe  depuis  L'etat 

Vj 

(Pa.,  Vj)  jusqu'a  un  voLume  finaL  V2  = — • CaLcuLer  Les  transferts  de  travaiL  W et 
d'energie  thermique  occasionnes  par  cette  transformation. 

Comparer  aux  vaLeurs  obtenues  dans  L'hypothese  d'un  gaz  parfait.  Commenter. 

3.  Le  gaz  (id  N2  ou  H2)  s'ecouLe  tres  Lentement  dans  une  canalisation  horizontaLe 
caLorifugee.  IL  y subit  une  detente  de  JouLe-KeLvin  (presence  d'un  etrangLement  ... 
en  un  « point  » de  La  canaLisation).  RappeLer  Les  caracteristiques  d'une  teLLe  detente. 

On  definit  Le  coefficient  r|  = ~ j ou  H designe  L'enthaLpie.  Les  caLcuLs  donnent : 


^-(T 


b T-Ti 


p T--T- 
V ’ 

Preciser  Le  roLe  de  La  temperature  Tj  appeLee  temperature  d'inversion. 

CaLcuLer  Tj  pour  Le  diazote  N2  et  Le  dihydrogene  H2.  V - 22,4  • lO^3  ■ m3  • moL-1. 
Commenter  Les  resuLtats  obtenus. 
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1.  Ce  <^u’i]  faut  sav oir 

• Definition  des  capacites  calorifiques  Cv  et  Cp. 

• Fonctions  energie  interne  U et  enthalpie  H. 

• Premier  principe  (systeme  ferme  ; cas  des  ecoulements). 

• Detente  de  Joule-Kelvin  (=  Joule-Thomson). 


12.  de  <^u’i]  faut 

1.  Les  coefficients  a et  b traduisent  les  ecarts  au  modele  du  gaz  parfait  pour  lequel  les 
molecules  (ou  atomes)  seraient  ponctuelles  et  sans  interaction. 

Pour  Cv  et  Cp,  il  faut  revenir  aux  definitions  du  cours. . . 

2 . La  reversibilite  de  la  transformation  permet  un  calcul  direct  du  travail  W recu  par  le  gaz. 

3.  On  cherche  a savoir  si  une  detente  (dP  < 0)  isenthalpique  (H  = constante  : detente 
du  type  Joule-Kelvin)  s’accompagne  d’un  refroidissement  (dT  < 0)  ou  d’un  echauf- 
fement  (dT  > 0)  du  gaz. 

La  temperature  T;  apparait  comme  une  temperature  pour  laquelle,  dans  cette  detente 
isenthalpique,  le  comportement  du  gaz  reel  s’apparente  a celui  du  gaz  parfait : on  aura 
done  a envisager  les  cas  oil  T > T;  et  T < T;. 


■ 3.  Solution 


1.  a.  L’equation  d’etat  du  gaz  parfait  (pour  une  mole)  s’ecrit  PV  = RT,  ce  qui  corres- 
pond au  cas  limite  a = b = 0 dans  l’equation  de  Van  der  Waals.  (Notons  que  l’on 
retrouve  bien  alors  la  fonction  energie  interne  du  gaz  parfait  U = CVT  + constante, 
fonction  de  T seulement : lre  loi  de  Joule.)  Le  comportement  du  gaz  sera  proche  de  celui 
du  gaz  parfait  si  a et  b sont  suffisamment  petits,  e’est-a-dire  si : a <5C  PV2  et  b <3^  V. 
Dans  le  cas  present  (etat  initial  du  gaz) : 

Vx  = 25  ■ 10-3  m3  et  J-  = 1,7  ■ 10~3  « 1 
Vi 

PjVj  = 62,5  J • m3  et  = 5,8  • lO'3  « 1 

P1V1 

ce  qui  correspond  bien  aux  conditions  ci-dessus.  Mais  il  n’en  sera  peut-etre  plus  de 
meme  apres  une  compression  reduisant  fortement  le  volume. . . 


1.  b.  Par  definition  C„ 


am 

3TV 


Or  id  U(T,  V)  = - ^ +/(T) ; d’ou  Cv  - 0 + 


et 


d/(T) 

dT 


(1) 


Cette  relation  traduit  bien  que  Cv  ne  depend  que  de  la  temperature. 
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1.  c.  Par  definition  Cp  = j . 

On  a H = U + PV  = ~ +/( T)  + PV. 


D’ofi 


Cn  = m = if +rP+ 


3T  J 


dT 


V2)  dTjv 


(2) 


Pour  determiner  la  derivee  ^ ] , il  suffit  de  reprendre  l’expression  de  1’ equation 

o i J p 

d’etat  dans  laquelle  on  considere  que  P est  fixee  : 


t = r 


P + 


V2. 


(V-fc): 


3TA  = 1 

dvjp  “ R 


P + ^ + (V-fi) 


2 a 

'v3 


D’ou  avec  (1),  (2)  et  P + — 


RT 


V2  V-b 
RT 


V-b 

Cp-Cy  = ^~RT  2a~ 


= R- 


V-b  V3 


1 -r^(V-fo)2 


RTV3 


Etavec  T, 


On  retrouve  la  loi  des  gaz  parfaits  (Cp  - Cv  = R)  des  que  a = 0etb  = 0(a  = 0 
suffit). 

frT;  f &Ta 

Application  numerique  : on  a en  fait  <SC  1 =>  Cp  - Cv  # Rl  1 + yj;  I 

CD  - Cv  bT{ 

doh  -V-1#VT- 

c - c 

On  trouve  pour  N,  -A  — - 1 = 4,8  ■ 1(R3 

R 

C - C 

H,  -A  -£ 2 _ 1 = 9,2  • 1(H 

2 R 

2.  Le  travail  recu  par  un  fluide  au  cours  d’une  transformation  s’ecrit : W = -J  Pext  • dV. 

Ici,  la  transformation  est  reversible  (en  particulier,  il  n’y  a pas  de  frottements)  et,  a cha- 
que  instant:  Pext  = Pgaz  = P(V). 

Avec,  d’apres  l’equation  d’etat : P(  V) 


ecarts  faibles. 


RT 


W 


-J. 


a 

~ v-b~V2 

•V  RT 


ce  qui  donne : . . , , 

1 h\V-b  V2y 

expression  dans  laquelle  T est  constante  (transformation  isotherme).  Il  vient : 


- A IdV 


W = - 


RTln|V  - + y 


nV, 


Jv, 
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soit 


W = RTln 


rv!  - 

y7-b- 


expression  dans  laquelle  RT  s’exprime  a partir  de  F equation  d’etat. . . 
Pour  calculer  le  transfert  thermique  Q,  exprimons  le  premier  principe  : 
AU  = U(T,  V2)-U(T,  Vj)  = W + Q 


soit 


et 


Q = AU-W  = + — -W 

V,  V, 


Q = 


-RTln 


rV’j-fci 

y\-b_ 


Commentaire 


On  a AU  = a( ) < 0 ce  qui  correspond  a une  diminution  de  Fenergie  potentielle 

'-’'i  V2y 

des  forces  d’interaction  de  Van  der  Waals  (la  compression  a eu  pour  effet  de  diminuer  les 
distances  moyennes  interparticules...),  Fenergie  cinetique  moyenne  etant  invariable  (la 
temperature  etant  fixee).  J 


Application  numerique  : on  a : T = p ( Pj  + — ]( Vx  - b)  =>  T = 302  K. 

Q = -5,82  kj  et  W = 5,69  kj. 

Pour  un  gaz  parfait,  les  resultats  sont  ceux  que  Fon  obtient  en  faisant  a = b = 0 dans 
les  expressions  precedentes : 

AUgp  = 0 (previsible  !) 

V,  yV.x 

Qgp  = -WGP  = -RT'ln  = -PjViln^J 

car  la  temperature  a une  valeur  differente  a l’,  et  Vj  fixes. 


Numeriquement  T'  = 301  K # T 
-Wr 


-5,76  kj, 


Vgp  - — vv  GP 

resultats  du  meme  ordre  de  grandeur  pour  les  valeurs  de  W et  Q (ecart  de  l’ordre  de 

1%...). 


Par  contre,  l’ecart  sur  les  pressions  finales  n’est  pas  necessairement  negligeable  ! 

On  peut  le  verifier  facilement,  en  comparant  P2  et  P2. 

P2  = — r -—  = 9,64  • 105  Pa 

‘ V2  - b v2 

PT'  V, 

p>  = vj  = p-v;  = 10‘ Pa 

l’ecart  est  notable  (~  4 %),  mais  a peu  d’effet  sur  le  resultat  de  Fintegrale  donnant  W. . . 
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3.  La  detente  de  Joule-Thomson  est  une  detente  isenthalpique.  II  y a conservation  de 
l’enthalpie  : AH  = 0. 

Pour  les  gaz  parfaits,  H n’est  fonction  que  de  la  temperature  de  sorte  que  cette  derniere 
reste  constante  dans  une  detente  de  Joule-Thomson. 


Ici,  avec  les  valeurs  indiquees,  on  a b <#C  V|^—  - 10  ^3J  si  bien  que  le  signe  de 
est  lie  a celui  de  T - T;.  Ainsi : 


• pour  T < Tj,  le  coefficient  de  Joule-Thomson  est  positif,  done  une  detente 
(dP  < 0)  s’accompagne  d’un  abaissement  de  temperature  (dT  < 0) ; 


• pour  T > T;,  e’est  l’effet  inverse  qui  sera  observe  puisque 
un  echauffement  ( dT  > 0 pour  dP  < 0 ) ; 


< 0 ; le  gaz  subit 


• pour  T = T;,  la  detente  s’effectue  a temperature  constante  (comme  pour  un  gaz 
parfait). 

Remarquons  que  pour  V - 22,4  1 0 3 m3  ■ mol  1 , nous  pouvons  confondre  T;  avec  la 

.,2a  _ 2 a .. 

quantite  — : T-  # — pour  b <sCV. 

Rb  Rb 


Cette  temperature  T;  est  appelee  « temperature  d’inversion  ».  Donnons-en  la  valeur 
numerique  pour  le  diazote  (N2)  et  le  dihydrogene  (H2). 


- N2  : T;  # 2X0,13 

8,31  x 38  • 10~6 


-H2: 


T:  # 


2 x 0,025 


8,31  x 27  • 10~6v  22,4 -10-3 


1 - 


1 - 


38  • IQ"6  V 
22,4  ■ 10-3. 

27  • 10-6 


T;  = 821  K; 
• T:  = 222  K; 


2 a 
Rb 


# 823  K . 


2 a 
Rb 


# 222  K egalement 


Commentaires 


• En  conclusion,  si  Ton  desire  abaisser  la  temperature  du  gaz  par  une  detente  isenthalpique, 
les  valeurs  determinees  precedemment  pour  l’azote  et  l’hydrogene  nous  indiquent : 

- qu’une  telle  operation  est  possible  a temperature  initiale  ambiante  pour  N2  : 

(T-290K)  < (T;  — 821  K) ; 

- que  ce  n’est  pas  le  cas  pour  H2  qu’il  faudra  prealablement  refroidir  : 

(T-290K)  > (T;  - 222  K). 

Soulignons  que  ce  type  de  detente  est  effectivement  utilise  pour  obtenir  des  basses  tempera- 
tures et  pour  la  liquefaction  de  gaz  (application  dans  certains  refrigerateurs  et  liquefacteurs). 


■ Pour  un  gaz  parfait  (a  = 0 et  b = 0),ona  bien 


9pJh 


0. 
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Remplissage  d'un  reservoir 


On  considere  L'atmosphere  comme  un  reservoir  infini  d'air  a La  pression 
P0  = 1,0  atm  et  a La  temperature  T0  = 300  K,  supposees  constantes.  L'air  est  assi- 
miLe  a un  gaz  parfait  de  masse  moLaire  M = 29  g • moL^1  et  de  coefficient  y = 1,4. 

On  desire  etudier  differentes  operations  de  rempLissage  d'un  reservoir  91.  Ce  dernier 
a un  voLume  V fixe,  une  section  S et  une  Longueur  /. 

IL  est  muni  d'un  piston  9>,  mobiLe  sans  frottement,  de  masse  negLigeabLe.  Une  vanne 
permet  de  mettre  ce  reservoir  en  communication  avec  L'atmosphere  ; eLLe  possede  une 
ouverture  assez  petite  pour  que  L'air  penetre  tres  Lentement  dans  91.  Le  rempLissage 
se  termine  Lorsque  L'air  est  a La  pression  P0  dans  91. 

De  fagon  a modeLiser  simpLement  L'operation  de  rempLissage,  on  propose  Le  schema 
suivant : 


Po  To 

Po  T0 
V0 

vanne 

9> 

/ 

« piston  » et  cyLindre 
de  rempLissage  L 

reservoir  91  a rempLir 
et  son  piston 

Le  systeme  (P0,  V0,  T0)  represente  L'air  qui  aura  penetre  dans  91  a La  fin  de  L'opera- 
tion, ou  iL  se  trouvera  dans  tous  Les  cas  a La  pression  finaLe  P0. 

V = 10  L;  S = 100  cm2;  / = 1 m. 

1.  On  etudie  trois  operations  partant  de  conditions  initiaLes  differentes.  Dans  cette 
question,  Le  cyLindre  91  et  son  piston  sont  adiabatiques. 


etat  finaL ► 


etat  finaL  ► 


etat  finaL 


Le  ressort  a une  Longueur  a vide  / et  une  raideur  k teLLe  que  P0  ■ S = — • 

Determiner  T",  Le  ressort  etant  comprime  a mi-Longueur  dans  L'etat  finaL. 

2.  Dans  La  reaLite,  L'hypothese  adiabatique  pour  Le  cyLindre  et  Le  piston  n'est  reaListe 
que  peu  de  temps  apres  La  fin  de  L'operation. 
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On  considere  done  qu'apres  avoir  atteint  Les  etats  precedents,  Le  gaz  qui  a penetre 
dans  2ft  se  retrouve  au  bout  d'un  certain  temps  a La  temperature  T0  de  ['atmosphere. 

Exprimer  et  calcuLer  Les  quantites  de  chaLeur  Qlf  Q2  et  Q3  que  Le  gaz  echangera  au  cours 
de  cette  phase,  dans  Les  trois  cas  etudies  precedemment.  La  vanne  etant  restee  ouverte. 
3.  Dans  cette  question,  on  ne  suppose  pLus  que  L'ouverture  de  La  vanne  est  petite.  De 
ce  fait,  L'air  penetre  de  fagon  brutale  dans  2ft  au  cours  du  rempLissage. 

Indiquer  dans  queL(s)  cas  iL  y a modification  de  La  vaLeur  (ou  des  vaLeurs)  de  La  tem- 
perature atteinte  en  fin  de  rempLissage. 

■ 1.  de  qu ’ll  f&ut  sav oir 

• Premier  principe. 

• Loi  de  Laplace. 


12.  de  cpvi’il  f&ut  doinprehdre 


• Dans  les  questions  1.  et  2.,  l’air  rentre  lentement  dans  le  reservoir.  Les  transforma- 
tions du  gaz  sont  quasi  statiques.  Ce  n’est  plus  le  cas  dans  la  question  3. 

• On  defmira  soigneusement  le  systeme  etudie  : les  n moles  d’air  qui  penetrent  dans  le 
reservoir  et  les  transformations  subies. 


3.  Solution 


1.  a.  Les  n moles  de  gaz  qui  rentrent  dans  le  reservoir  subissent  une  transformation 
quasi  statique  adiabatique. 

Avant  d’entrer  dans  2ft,  elles  occupent  un  volume  V0  a la  pression  P0  et  la  temperature  T0. 

La  loi  des  gaz  parfaits  s’ecrit  P0V0  = nRT0.  Une  fois  dans  2 ft,  elles  occupent  un 
volume  V toujours  a la  pression  P0  et  a la  temperature  T.  On  a de  meme  P0V  = «RT. 
Ecrivons  le  ler  principe  : AU  = W + Q. 

La  transformation  est  adiabatique  Q = 0 . Calculons  W. 


P„S? 


dx 


uv 


Le  gaz  est  soumis  a la  force  pressante  P0Swx  qui  lui  fournit 
dans  le  deplacement  d xux  le  travail  elementaire  : 

8W  = P0Sdx  = P0dV. 

Le  travail  fourni  au  gaz  s’obtient  en  integrant  dV  sur  le  volume 
V0  « bloque  par  le  piston  » W - P0V0  . 


> Point  methode 

Dans  le  premier  principe,  W represente  le  travail  requ  par  le  gaz  au  niveau  des  sur- 
faces mobiles.  Une  etude  mecanique  du  probleme  remplace  avantageusement  des 
formules  toutes  faites. 

D’apres  la  lre  loi  de  Joule,  AU  = nCv(T-T0). 
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On  a done:  «CV(T-T0)  = P0V0  = «RT0 

_ T0(Cv+R)  _ ^ cp 
C - °c 

Application  numerique  : T = 420  K. 

1.  b.  Soit  n2  le  nombre  de  moles  de  gaz  contenues  dans  le  compartiment  de  droite,  nl 
le  nombre  de  moles  de  gaz  qui  vont  entrer  dans  le  compartiment  de  gauche.  On  a : 

P0 

• avant  le  remplissage  : —V  = n2RT0  et  P0V0  = HjRT0; 

• apres  le  remplissage  (meme  pression  P0)  : 

P0V2  = «2RT2  et  PoVj  = MjRTj 

avec  V1  + V2  = V. 

Le  ler  principe  nous  donne  toujours  : AU  = W + Q = W = P0V0  (1) 


t = toY 


Point  cours 

L’energie  interne  est  une  fonction  extensive  pour  les  systemes  usuels. 

L’ energie  interne  d’un  systeme  compose  de  deux  sous-systemes  est  egale  a la  somme 
des  energies  internes  respectives  des  deux  sous-systemes. 


AU  = AUj  + AU2  - M1CV(T1  - T0)  + m2Cv(T2  - T0) 

PnV^ 

y _ ! y.-|P^- 


1 1 ( PnV\ 

AU  = 7TT(PoVi  " PoVo)  + —^^2  ~ -j-)  (2) 


de  (1)  et  (2),  on  tire  V0  = — (3) 

zy 

Appliquons  la  loi  de  Laplace  aux  n2  moles  de  gaz  dans  le  compartiment  de  droite. 


-V  = P0V2  d Oil  V2  = Vi 


1/y 


0,61V 


done  T, 


et  V!  = 0,39V 


P0V2  P0V2  2V2, 


n2  R P_oV 

2 Tn 


V 


T-l 

t2  = t02  y 


Application  numerique  : T2  = 365,7  K. 


De  meme  Tj  = 


PqVi  _ Pq^i  . 
niP  Pq^o 


V 


V, 


V, 


To  = TouM  = 2yT0-2 


' V 


Ti  = 2YT, 


(-G),,r 


Application  numerique  : Tx  = 328  K. 
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1.  c.  Appliquons  a nouveau  le  premier  principe  aux  n moles  de  gaz  entrant  dans  '.‘ft : 

AU  = W + Q = W (transformation  adiabatique). 

Au  travail  precedent,  s’ajoute  le  travail  de  la  force  elastique 
exercee  par  le  ressort  qui  fournit  un  travail  elementaire 
8W'  = -kx  dx. 

l r 

Le  ressort  etant  comprime  a mi-longueur,  W'  = - -fc— • 

Commentaire 


Le  gaz  est  pousse  a gauche  par  T atmosphere  et  re^oit  done  le  travail  P0V0.  A 
prime  le  ressort,  le  travail  W'  est  done  donne  a l’exterieur  ( W'  < 0). 


droite,  il  com- 

J 


1 l 

On  a ainsi  AU  = P0V0--fc— 

avec  P0S  = k-  et  V = l S. 

PnV 

AU  = P0V0  (4) 

Et  d’apres  la  lre  loi  de  Joule  : 

AU  = «CV(T"-T0)  (5) 

Avant  le  remplissage,  on  a toujours  P0V0  = »RT0  . 

Apres  le  remplissage,  P0^-  = nKT" 
en  reportant  dans  (4),  il  vient : 

AU  = «R(T0-y). 

D’oii  d’apres  (5) : 

«R(T°-y)  = ^y(T"~T0) 


et  done 


,»  2y 

“y+1  0 


Application  numerique  : T"  = 350  K. 


2.  a.  Les  transformations  ne  sont  plus  adiabatiques.  Par  contre,  tous  les  refroidisse- 
ments  se  font  a pression  exterieure  constante  P0 . 


Point  cours 

Pour  un  systeme  en  equilibre  mecanique  avec  l’exterieur  dans  l’etat  initial  et  l’etat 
final,  subissant  une  transformation  a pression  exterieure  constante  (transforma- 
tion dite  monobare)  Q = AH. 
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Qi  = AH!  = «C  (T0  - T) 


Y pov 
y-  1 T 


(T0-T) 


Qi  = — 


Y-l 


rPnVl 


1 = 


- _L 


y-l 


■PnVl 


1 


H)  = 2 

T y 


Qi  = -p0v 


Application  numerique : = -103  J. 

2.  b.  Q2  = AHj  + AH2  = n1Cp(T0  - Tt)  + n2Cp(T0  — T2) 
= Cp[(«1  + n2)T0-n1T1  — «2T2], 

D’apres  l’expression  (2)  ( nl  + n2) T0  - MjTj  - «2T0  = 

Cv 

(2 

Q2  = --EAU  = -yAU  = -yP0V0  d’apres  (1) 

'-Hr 


q2  = 


PqV 


d’apres  (3) 


Application  numerique  : Q2  = -500  J. 

2.  c.  L’etat  mecanique  du  systeme  n’est  pas  modifie. 


q3 

q3 


AH, 


«Cp(T0-T") 


P0V  y 


2 y-l  VT" 


Pv‘0 


PnV 

^pCp(T0-T") 


P0V  y 


y + 1 

2 y — 1 V 2y 


- 1 


Q3  = 


p0v 


Application  numerique  : Q3  = -250  J. 

Commentaire 

| • Dans  la  realite,  l’equilibre  mecanique  s’etablit  beaucoup  plus  rapidement  que  l’equilibre 
thermique,  ce  qui  justifie  les  modeles  proposes  en  1.  puis  en  2. 

• Le  systeme  considere  reste,  dans  chaque  cas,  Fair  present  au  debut  du  refroidissement  dans  le 
reservoir.  Du  fait  de  ce  refroidissement,  un  peu  de  gaz  penetre  alors  dans  le  reservoir,  mais  il  se 
retrouve  a la  fin  dans  les  conditions  (T0,  P0),  il  n’intervient  done  pas  dans  le  bilan  energetique. . . 

3 . Le  caractere  quasi  statique  de  l’operation  de  remplissage  n’a  ete  utilise  que  dans  le  cas  b. : 
sans  cette  hypothese,  la  fin  du  calcul  n’est  pas  possible  et  on  ne  peut  pas  calculer  T!  et  T2. 
On  sait  seulement  que  : 

W = P0V0  = AU  = n1Cv(T1  - T0)  + n2Cv(T2  - T0). 

On  a toujours  V0  = j-  (3).  Il  vient  finalement 


YT2  + Ti  - 2yT0 


relation  verifiee  bien  sur  par  les  valeurs  T,  et  T2  trouvees  au  l.b. 
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Detente  irreversible  d'un  gaz  parfait 


Un  cylindre  horizontal  est  ferme  par  un  piston  2P 
mobiLe  sans  frottements.  L'interieur  du  cylindre  est 
separe  en  deux  compartiments  A et  B par  une  paroi 
fixe  F.  Sur  la  face  exterieure  du  piston,  s'exerce  la 
pression  atmospherique  constante  P0  = 105  Pa. 
Les  parois  du  cylindre  et  le  piston  sont  adiabatiques, 
mais  la  cloison  F est  diathermane. 


Po 

(A) 

(B) 

<3> 

F 

Toutes  ces  parois  sont  de  capacite  thermique  negligeable. 

A I'etat  initial,  le  compartiment  A contient  une  mole  de  gaz  parfait  caracterise  par  la 
C 

valeur  y = -£  = 1,4,  occupant  un  volume  VA  = 25  L.  Le  compartiment  B est  vide. 

'"'V 

Constante  des  gaz  parfaits  : R = 8,31  J • mol-1  • K_1. 

1.  Preciser  la  temperature  TA  du  gaz  dans  A. 

2.  On  perce  un  orifice  dans  la  paroi  fixe  F. 

a.  Par  une  analyse  qualitative  du  probleme,  montrer  que  selon  la  valeur  du  volume  VB 
de  B,  deux  types  de  solution  existent. 

b.  En  supposant  que  VB  est  inferieur  a la  valeur-seuil  Vs  (inconnue  pour  I'instant...), 
determiner  les  caracteristiques  Pa,  Va,  Ta  du  gaz  contenu  dans  A + B quand  le  nouvel 
etat  d'equilibre  est  atteint.  Application  numerique  : VB  = 25  L. 

c.  Determiner  la  valeur-seuil  Vs  en  fonction  de  VA  et  y. 

d.  Pour  VB  > Vs,  determiner  P2,  V2,  T2  du  gaz  enferme  dans  le  cylindre  lorsque  I'etat 
d'equilibre  est  atteint.  Application  numerique  : VB  = 50  L. 

3.  Quels  commentaires  peut-on  faire  sur  la  nature  de  la  transformation  ? 


Solution 


1.  L’equation  du  gaz  parfait  s’ecrit,  pour  la  mole  de  gaz  initialement  contenue  dans  A : 

P0VA 

PV  = RT  soit  T.  = = 301  K. 

A R 


2.  a.  Le  gaz  va  passer  du  compartiment  A vers  le  compartiment  B ce  qui  va  provoquer 
le  deplacement  du  piston.  La  fin  de  cette  transformation  sera  atteinte  : 

• soit  parce  que  la  pression  dans  B atteint  la  valeur  P0,  ce  qui  realise  l’equilibre  mecanique ; 

• soit  parce  que  le  piston  9* *  vient  buter  sur  la  cloison  fixe  F,  tout  le  gaz  de  A etant  passe  dans  B. 

II  est  evident  que  la  seconde  possibility  ne  peut  se  realiser  que  pour  un  volume  du  com- 
partiment B suffisamment  grand,  soit  VB  > Vs , valeur-seuil  qui  reste  a determiner. . . 


2.  b.  Dans  ce  cas,  d’apres  ce  qui  precede,  a l’equilibre,  on  a : 
Pa 

et  Vj  = 


soit 


Pi 


VB+V;  (V;  volume  du  gaz  restant  en  A)  avec  PjVj 


RTj . 
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D’autre  part,  considerons  le  systeme  constitue  par  les  compartiments  A et  B et  leur 
contenu,  et  appliquons-lui  le  premier  principe  : 


AU, 


avec  AU 


syst 


^^gaz  + ^ ^parois  ^ v"/  gaz2 * *  5 


syst 

AUn 


W + Q (1) 


car  les  parois  - par  hypothese  - n’ absorbent  pas  d’energie  (parois  adiabatiques,  et  cloi- 
son  F de  capacite  thermique  negligeable). 

Don  AUgaz  = Cv(Tj-Ta). 

D’autre  part  Q = 0 (parois  adiabatiques)  (2) 

Et  W 


-1 


pextdv  = -PqAV  (puisque  Pext  = P0 ). 

AV  representant  le  volume  balaye  par  le  piston  mobile  : 

av  = v;  -vA  - (v1-vB)-vA  = v1-(vA  + vB), 

soit  w = -PoIVj-Va-Vb]  (3) 

(1)  donne  alors  avec  (2)  et  (3) : Cv(Tj-Ta)  = - P0Vj  + P0(VA  + VB). 

Or  PjVj  = RTj  et  P0VA  = RTA>  soit : 

^■(PtVi  - P0VA)  - -P0V1  + Po(VA  + VB). 

Cv  i 

Soit  en  tenant  comp te  de  P:  = P0  et  — = - 

Vt-VA  = (y-II-I-Vj+Va  + VbJ^yVj  = YVa  + (Y-1)Vb. 


D’oii : 


v,  = vA  + LivB 


II  lui  correspond  une  temperature  T:  definie  par  PjVj  = RTj  avec  Pj  = P0. 


Ti 


v 

R 


V 


Y-l 


VR 


A y V B 


0 4 

Application  numerique : V,  = 25  + • 25  =>  V1  = 32,1  L 

T,  = 387  K. 

2.  c.  La  solution  ci-dessus  reste  valable  tant  qu’il  reste  du  gaz  dans  le  compartiment  A. 
C’est-a-dire  tant  que : VA  >0,  soit  Vj  > VB  , 

y — 1 

et,  en  rempla<;ant  Vj  par  son  expression  : VB  < VA  + VB 


vb<yva 


la  valeur-seuil  de  VB  est  done 


Vs  = YV, 


v2  = vb 


2.  d.  Dans  ce  cas,  tout  le  gaz  passe  de  A dans  B,  et 

avec  P2  =£  P0  et  P2V2  = RT2 , 

et  le  travail  W re<;u  par  le  gaz  a pour  expression  : 

W = -P0AV  = -P0(-VA)  = +P0VA. 
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L’ application  du  premier  principe  donne  alors  : 


AUsyst;,me  - AUgaz  - Q + W - 0 + W. 

Soit  encore:  CV(T2-TA)  = P0VA, 

d’ou  : ^v(P2V2  - P0VA)  = P0VA  =>  P2V2  = P0VA(l  + ^ ) 


et 

On  en  deduit  T2 : 


VA 

P2  = YP°\T 


(V2  = VB). 


T2  = ip2V2  = i-yP0^-VB, 


t2  = y 


PqVa 

R 


YT, 


Et  on  peut  verifier  que  la  condition  P2  =S  P0  correspond  bien  aVB?  yVA  = Vs . . . 


Application  numerique : 


p2  = | • p0  = 0,7  • 105  Pa 
T2  = 421  K. 


3.  Notons  que  l’etat  final  - quand  il  reste  du  gaz  dans  le  compartiment  A,  Vj  > VB  - 
ne  depend  pas  du  caractere  quasi  statique  ou  non  de  la  transformation  (on  peut  faire 
un  gros  trou  dans  la  paroi  F !),  puisque  l’expression  du  travail  reste  la  meme. 

La  transformation  est  de  toute  fa<jon  irreversible,  ce  qui  se  traduit  par  l’augmentation 
de  l’entropie  du  gaz  (evolution  spontanee  d’un  systeme  thermiquement  isole. . .)• 

On  a pour  un  gaz  parfait  (avec  Cv  = cste ) : 


AS  = «Cvln 


1 P 

rFvF 

VpiVL’ 


• Cas  du  2.  b.  oil  Pr 


: pi 

AS 


p0;  v, 


VA  et  VF 


C„ln 


viV 
VY 


yCvln 


Vj>VA: 


> 0. 


• Cas  du  2.  d.  oil  PF  = P2 , Pj  = P0 ; V:  = VA  et  VF  = VB : 


AS  = CJn 


riynyi 

il 

n 

5“ 

■< 

T< 

1 Cd 

1 

-PoUAJ  „ 

V 

L wA;  j 

or 


vB>vs 


yVA  =>  AS  > Cvln[yyY  = Cvylny  > 0. 

On  a bien  dans  les  deux  cas  AS  > 0 comme  nous  l’indique  l’application  du  second 
principe  : AS  = 0 + a > 0 (pas  d’echanges  thermiques  avec  l’exterieur),  la  transfor- 
mation etant  irreversible. 


On  voit  bien  qu’il  serait  faux  d’ecrire  PV7  = cste  (qui  conduirait  a AS  = 0 ) : la 
transformation  est  certes  adiabatique,  mais  elle  est  - dans  tous  les  cas  - irreversible. 
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Chauffages  cTun  gaz 


1.  On  considere  un  reservoir  a parois  adiabatiques 
ton  adiabatique  et  mobiLe  sans  frottement. 

InitiaLement,  chaque  compartiment  contient  une 
mole  du  meme  gaz  parfait,  a La  pression  P0  = 105  Pa 
et  a La  temperature  T0  = 290  K (constante  des  gaz 
parfaits : R = 8,31  J • moL^1  ■ K^1  ; pour  Le  gaz 
C 

considere  : Y = p = 1,40 ). 

Grace  a une  resistance  electrique,  on  chauffe  progressivement  Le  gaz  © dans  Le  com- 
partiment de  gauche,  jusqu'a  La  pression  P = 2P0. 

a.  Determiner  L'etat  du  gaz  dans  chacun  des  deux  compartiments. 

b.  CaLcuLer  L'energie  thermique  Q apportee  au  gaz  de  gauche  par  L'intermediaire  de  La 
resistance,  ainsi  que  Le  travaiL  W echange  entre  Les  deux  gaz. 


separe  en  deux  parties  par  un  pis- 


— mole 

1 mole 

E( 

p 

|gaz  p. 

gaz  p. 

© 

© 

2,  La  moLe  de  gaz  parfait©  consideree 
precedemment  est  maintenant  conte- 
nue  dans  un  cyLindre  adiabatique  ferme 
par  un  piston  - Lui-meme  adiabatique  - 
de  section  S = 0,05  m2,  retenu  par  un 
ressort  de  raideur  k = 25  • 103  N • m^1 


P0  (atmosphere) 


1 moLe 
gaz  p. 


IL  n'y  a pas  de  frottement.  Le  gaz  est  dans  Le  meme  etat  initiaL  que  precedemment, 
et  il  est  a nouveau  chauffe  progressivement  jusqu'a  La  pression  P = 2P0. 

a.  CaLcuLer  L'etat  finaL  du  gaz. 

Que  peut-on  dire  de  La  reLation  P(V)  au  cours  de  ce  chauffage  ? 

b.  CaLcuLer  L'energie  thermique  Qa  fournie  au  gaz  par  La  resistance,  ainsi  que  L'energie 
absorbee  par  Le  ressort. 


I Solution 

1.  a.  Considerons  le  gaz  @ : il  subit  une  transformation  adiabatique  quasi  statique  et 
reversible,  c’est-a-dire  que  son  volume  et  sa  pression  verifient  la  loi  de  Laplace  : 

P • V/  = constante 
soit  ici,  en  notant  V2  le  volume  du  gaz  : 

P ■ Vi  = P o-Vl 

RT0 

avec  P = 2P0,  et  V0  = — — 

* n 
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d’ou  : 


< 

II 

1 ^ 
H 

1 O 

f-f 

Z P 
ro 

Ip  J 

numeriquement : 


V2  = 24,1  • 10- 


V,  # 14,7  • 103  m3. 


n1'4 


On  en  deduit  la  temperature  T2  de  ce  gaz  : 

PV, 


T2 


T, 


R 


l.T  ■ 

Pn  ° 


PoV 


Tn 


soit  T2  # 353  K 

et  le  volume  Vt  du  gaz  @ : Vj  = 2V0-V2 


V, 


RTr 


2- 


V,  # 33,5  • 10  3 m3. 

On  en  deduit  la  temperature  T2  de  ce  gaz  : 

PVi 


T,  = 


R 


soit 


Tj  = T0  ■ 


Tj  # 806  K. 


2- 


1.  b.  • Appliquons  d’abord  le  premier  principe  a l’ensemble  des  deux  gaz  : le  volume 
est  constant,  done  W = 0,  et  le  systeme  re^oit  par  l’intermediaire  de  la  resistance 
chauffante  une  energie  thermique  Q. 

D’ou  AUsyst  = AU2  + AU2  = 0 + Q 

soit  Q = C^Tj -T0)  + Cv(T2-T0) 

or  PVj  = RT],  PV2  = RT2  et  P0V0  = RT0 , d’ou: 

Q = ^v[P(V1+V2)-2P0V0] 


et  avec  C„  = 


Q 


R 

Y-  1 
2V0 
Y-l 


et  V]  + V2  = 2V0  : 


(P-Po) 


Q 


2RT07  P 


Y-HP„ 


— - 1 
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Application  numerique  : P = 2P0  donne  Q 


2RT0 
y-  1 


Q#  12,0  kj. 


• Calculons  maintenant  le  travail  W rei;u  par  le  gaz  Le  premier  principe  applique 
au  seul  gaz  (§)  qui  subit  une  compression  adiabatique  donne  : 


AU2  = W=>  W = Cv(T2-T0) 


R 

y-1 


(T2-T0). 


D’ou 


W = 


RTn 


Y-1 


Application  numerique  : P = 2P0  et  W = 1,32  kj. 

2.  a.  Le  chauffage  du  gaz  est  quasi  statique  : le  pis- 
ton, sans  frottement,  est  done  constamment  en 
quasi-equilibre,  ce  qui  se  traduit  par  un  bilan  nul 
des  forces  qu’il  subit : 

Ps  - P0s  - kx  = 0 

en  notant  x le  deplacement  du  piston  depuis  sa 
position  initiale  (le  ressort  a au  depart  sa  longueur 
au  repos  puisque  Pj  = P0).  D’autre  part,  le 
volume  est  devenu : 

V = V0  + sx, 
k „ k V-V0 


Ps  . 
kx 


soit 


po  + : 


s s s 

La  pression  varie  selon  une  fonction  affine  de  V,  ce  qui  se  tra- 
duit par  un  trajet  rectiligne  en  diagramme  P(  V). 

La  valeur  de  la  raideur  k du  ressort « fixe  » la  pente  de  la  droite 
representative  de  la  transformation  : plus  la  raideur  k est  ele- 
vee  et  plus  on  se  rapproche  d’un  chauffage  a volume  constant. 


A l’etat  final,  P 


2P0  soit  x 


^(p-po)  = 


D’ou  le  volume  final 


s2p0 

v-v0  + — ° 


Et  une  temperature  finale  TF  telle  que,  loi  des  gaz  parfaits  : 


ressort  contracts 

de  x > 0 


(2P0)Vf  = RTf 


2Pc 

R 


s2P( 

v«+nr 


or  P0V0  = RT0 , d’ou  : 


Tb 


2s2Pq 
2Tn  + — -2 
0 R k 


K 


Application  numerique : xF  = 0,2  m;  VF  = 34,1  • 10  3 m3  et  TF  = 821  K. 
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2.  b.  Le  travail  mecanique  Wp  algebriquement  re^u  par  le  gaz  au  cours  du  chauffage 
(transformation  quasi  statique)  est  donne  par  : 

,yF 

W,  = - PdV 

Jv„ 

Wi = -r(p°+H- 


-;cF  *x  F 

Wj  = - P0sd*:-  kxdx 

Jo  Jo 

soit 


Wj  = -P0SXF-fcy- 


Le  premier  terme  correspond  au  travail  depense  contre  Pair  atmospherique,  et  le 
second  au  travail  de  compression  du  ressort. 

sP0 

En  rempla<;ant  xv  par  sa  valeur  xF  = — 

K, 


w. 


k 2k 


3 s2P0 

W>=lf 


et  Penergie  absorbee  par  le  ressort : 


W„. 


f^o 

2k 


W_ 


= 500  J. 


Le  premier  principe  applique  au  gaz  donne  alors  : 

Qi  = AUgaz  - Wl 

_ 1 
soit  Q, 


Qi  = 


Y - 1 
1 


(PV-P0V0)-W1 
52Pn 


Y - 1 L 


2Po|V0  + — >P0Vo 


3 5_2P| 
+ 2 ' k 


et  finalement 


Qi  = 12,5  kj. 
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d.  Bilans  d'energie  et  d'entropie 


(5>  Compression  cTun  gaz  parfait 


Un  cylindre  vertical  a parois  diathermanes  est  ferine  par  un 
piston  de  masse  m et  de  surface  s (section  du  cyLindre).  II 
renferme  n moles  d'un  gaz  parfait  diatomique  dont  on 
C 

donne  le  coefficient  y = -E  (yest  une  constante). 

'-'V 

Initialement,  le  piston  est  bloque  et  le  gaz  est  en  equilibre 
dans  I'etat  (P0,  V0,  T0).  Le  systeme  est  thermostate  a T0 . 


Po 


(n  moles) 


Pour  les  applications  numeriques,  on  prendra  : n = 0,5  mol ; T0  = 290  K ; P0  = 105  Pa  ; 


y = l ; R = 8,31  • J • K_1  • moh1 2  (constante  des  gaz  parfaits) ; — = xP0  avec  x = 0,5. 

5 5 

1.  On  libere  brutalement  le  piston  qui  devient  mobile  sans  aucun  frottement,  determiner : 

a.  I'etat  final ; b.  les  echanges  energetiques ; c.  la  creation  d'entropie. 


2.  On  libere  le  piston  tout  en  assurant  une  descente  infiniment  lente. 

a.  Reprendre  les  questions  precedentes. 

b.  Quelle  relation  existe-t-il  entre  les  travaux  regus  par  le  gaz  dans  les  deux  cas  et  la 
creation  d'entropie  calculee  au  l.a.  ? 


1.  de  cju'i]  faut  sav oir 

• Premier  principe  - second  principe. 

• Reversibilite  - irreversibilite. 


1.  de  cpx'i]  faut  doinprehcfre 


1.  Cette  premiere  transformation  est  irreversible.  Le  systeme  va  tendre  vers  un  etat 
d’ equilibre  (on  peut  supposer  par  exemple  que  des  phenomenes  tels  que  la  viscosite  du 
gaz  sont  a l’origine  de  l’amortissement  necessaire  pour  atteindre  cet  equilibre).  Cet 
equilibre  thermodynamique  se  traduira  par  un  equilibre  thermique  (systeme  en  rela- 
tion avec  un  thermostat)  et  un  equilibre  mecanique. 

La  creation  d’entropie  s’obtient  a l’aide  du  second  principe  applique  au  gaz  : il  faudra 
verifier  que  la  quantite  obtenue  est  bien  positive. 

2.  Cette  fois-ci,  a chaque  instant,  la  pression  du  gaz  est  egale  a la  « pression  exterieure  » 
et  sa  temperature  reste  egale  a T0  (la  transformation  devient  reversible).  L’etat  final  est 
evidemment  le  meme  (Poperateur  n’exerce  aucune  action  dans  I’etat  final). 

De  plus,  la  transformation  etant  reversible  il  n’y  a pas  de  creation  d’entropie. 
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3>.  Solution 

1.  a.  Supposons  que  le  systeme  ait  atteint  sa  position  d’equilibre.  Dans  cet  etat,  la  tem- 
perature est  imposee  par  le  thermostat ; elle  vaut  done  T0. 

La  condition  d’equilibre  mecanique  (absence  de  frottements  solides  au  niveau  du  pis- 
ton) implique  : 

mg 


P0  + ^ soit 


PF  = P0(l  + x) 


Soit  un  volume  VF  tel  que  (loi  des  gaz  parfaits) : 


PfVf  = n RTF=t>  VF 


D’oii : 


VF  = 


»RT0 
P0(!  +x) 


"RT0 

PF 

Vn 


(Tp  = T0). 


(ou  encore  VF  = ). 

1 + x 


Application  numerique : PF  = 105(  1+0,5)  soit:  PF  = 1,5  • 105  Pa. 


Vc 


0,5x8,31x290 


soit : VF  = 8,0  dm3. 


105  x 1,5 

1.  b.  Dans  une  transformation  irreversible,  le  travail  elementaire  fourni  par  l’exterieur 
s’ exprime  sous  la  forme  : 8W  = -PextdV. 


Soit  au  total : W = -J  Pext  ■ dV 


mg 


Ici,  Pext  — x o i ^ 

Le  travail  rec;u  par  le  gaz  seul  est  tel  que  : 

W = -(p0  + ^)vF-V0)  = -P0(l  +X) 


r V, 


o 


1 +x 


-V„ 


W = +P0V0X: 


W = mRT0x 


Application  numerique  : W = 602  J. 

Le  thermostat  lui  fournit  une  energie  thermique  Q.  Le  premier  principe  applique  au 
gaz  s’ecrit : AU  = W + Q. 

Le  gaz  etant  parfait,  son  energie  interne  ne  depend  que  de  sa  temperature  ce  qui  impli- 
que ici  AU  = 0(Tf  = Tj  = T0). 


D’oii : Q = -W  et 


Q = -nRT0x 


Q = -601  J. 


1.  C.  Pour  determiner  la  creation  d’entropie,  on  est  amene  a faire  un  bilan  d’entropie. 


AS 


gaz 


S.  + c, 


avec  Se  l’entropie  echangee  avec  le  thermostat  a la  temperature  T0. 


Or 


AS 


gaz 


D’oii  AS 


gaz 


«Cvln 

nR 

Y-l 


Y5 


pfvf 


VPIVI 

ln((l  +x)1-Y)^.  AS, 


Soit  ici : ASgaz  = nCvln 


gaz 


(1  +x) 
-«Rln(  1 + x). 


1 + x. 


Y-i 
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et  Sc  = ^-  = -nRx. 

■*■0 

On  en  deduit  la  creation  d’entropie  : 

0 = -«Rln(  1 + x)  + «Rx  = 

Application  numerique  : 0 = 0,39  J • K b 

II  reste  a verifier  que  cette  quantite  A crfationS  = 0(x)  estbien- dans  touslescas- positive. 


0 = nR[x  - ln(  1 + x)] 


0(x)  = nR[x - ln(  1 + x)]. 


Or  0(0)  = 0 et  ^ = nR 
ax 


1 


1 


1 + x 


= nR- 


1 + x 


> 0 (x  > 0). 


On  a bien  0(x  > 0)  > 0. 

2.  a.  Le  piston  descendant  tres  lentement,  et  sans  frottements,  on  considerera  que  le 
gaz  subit  une  transformation  reversible  dans  laquelle  sa  pression  est  donnee,  a chaque 
instant,  par  la  relation  : 

nRTn 


V 


(T  = T0). 


r / r dv 

Le  gaz  re^oit  done  le  travail  W = -J  PdV,  soit : W = -nRT0J  — • 

Remarquons  alors  que  l’etat  final  est  identique  a celui  decrit  au  1.  (Pequilibre 
thermique  =t>  TF  = T0;  l’equilibre  mecanique  donne  PF  = P0(l+x),  d’oii  un 
meme  volume  final  VF). 

rvc 


Soit  W'  = -«RT0lnl  I =>  W'  = +nRT0ln(l  +x) 
vv0y  

Le  gaz  re<;oit  egalement  une  energie  thermique  Q'  du  thermostat  telle  que  (application  du 
ler  principe  au  gaz) : AU  = W'  + Q'  = 0 (gaz  parfait  et  TF  = T:  = T0  d’ou  AU  = 0 ) 


et 


Q'  = -«RT0ln(  1 + x) 


Application  numerique  : W'  = -Q'  = 489  J. 

-nRln(  1 + x). 


Bilan  entropique 

Nous  avons  maintenant : AS 


gaz 

Ce  resultat  est  evidemment  identique  a celui  obtenu  au  1. : memes  etats  initial  et  final 
et  est  une  fonction  d’etat. 

gdZ. 

O' 

Deplus  Se  = — - = -«Rln(l+x). 

On  a done  0 = 0 (transformation  supposee  reversible  : pas  de  creation  d’entropie). 
2.  b.  Nous  avons  obtenu  au  1.  b.  et  2.  a. : 

fW  = hRT0x  et  W'  = «RT0ln(l+x) 

0 = nR[x- ln(l  + x)] 

W-W'  = Tn0  (1) 


On  peut  done  ecrire  : 
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Vn 


Po(1+x)>rf7  T° 


On  passe  du  meme  etat  initial  (P0  ,V0  ,T0)  au  meme  etat  final 
par  deux  transformations  differentes  : 

- la  premiere  est  irreversible  et  monotherme : il  faut  fournir  un  travail  irreversible 
W = W-  ; 

- la  seconde  est  reversible  et  isotherme,  le  travail  necessaire  est  W'  = Wrev . 

La  relation  (1)  se  reecrit : 


Wlrr(I  F)  - Wrev(I  ->  F)  = T0o(I  F/irr) 


Tj  = Tf  = T0. 


Commentaires 


Pour  la  transformation  du  1.  on  a : 

AU  = 0 (transformation  monotherme  + gaz  parfait) 

d’ou  Wirr  + Qirr  = 0 avec  ASgaz  = ^-r  + o soit  Wta  = - T0ASgaz  + T0o  (2) 

i0 


Pour  la  transformation  du  2. : 

AU  = 0 et  Wrev  + Qrev  = 0 avec  AS;,  = ^-v  + 0 
d'ou  Wrev  = -T0AS'az  (3) 

Les  equations  (2)  et  (3)  donnent  alors  : Wirr-Wrev  = T0[AS'az  - ASgaz]  + T0cr. 

Dans  les  deux  cas,  les  etats  initial  et  final  sont  identiques  done  le  gaz  subit  la  meme  variation 
d’entropie  : ASgaz  = ASgaz.  Ce  qui  conduit  a la  relation  cherchee  : 


W-  -W 

1 ’ ' * r* 


Solides  en  contact  thermique 

1.  Deux  corps  et  %z,  de  temperatures  initiales  Ta  et  T2o  et  de  capacites  thermi- 
ques  constantes  Cj  et  C2,  sont  mis  en  contact. 

ILs  torment  un  systeme  isole  et  leurs  volumes  sont  invariables. 

On  note  T0  = 1 lo  2 2°  (prendre  T2  >Ta  ). 

t-i  + l2 

Determiner  la  temperature  finale  Tf  du  systeme  et  sa  variation  d'entropie  AS.  Com- 
menter  ce  dernier  resultat. 

2.  Partant  du  meme  etat  initial,  on  suppose  desormais  que  les  echanges  thermiques 
s'effectuent  par  I'intermediaire  d'un  solide  de  capacite  thermique  negligeable  et  de 
conductivite  thermique  suffisamment  faible. 

a.  Les  resuLtats  precedents  sont-ils  modifies  ? Commenter. 

Determiner  devolution  des  temperatures  Ta(t)  et  T2(t)  dans  L'hypothese  ou  La  puis- 
sance thermique  echangee  de  vers  c^>1  est  donnee  par  L'expression  : 
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Pth(2  1)  = /7(T2-T1).  On  mettra  en  evidence  une  constante  de  temps  x que  L'on 
exprimera  en  fonction  de  h,  Cj  et  C2. 

b.  Determiner,  en  fonction  de  h,  Tj,  T2  Le  taux  de  creation  d'entropie  — • Commenter. 

111.  de  cfu’il  faut  savoir 

• Premier  principe. 

• Second  principe  ; creation  d’entropie. 

• Transformation  quasi  statique  ; transformation  reversible. 

112.  de  cfu’il  faut  dotn.pYeh<iYe 

1.  L’ensemble  {^j,  ‘foj}  &ant  isole,  les  echanges  thermiques  sont  internes  a ce  sys- 
teme. Les  temperatures  vont  evoluer  jusqu’a  l’equilibre  thermique  (T1F  = T2F  = TF) 
a energie  interne  constante.  D’autre  part,  la  variation  d’entropie  est  la  somme  de  celles 
des  deux  corps  (extensivite) : elle  doit  etre  positive  (transformation  irreversible  d’un 
systeme  thermiquement  isole). 

2.  L’etat  final  ne  sera  pas  modifie  (on  a toujours  AU  = 0 ) pas  plus  que  AS  (S  fonction 
d’etat : meme  etat  initial  et  meme  etat  final).  La  transformation  « infiniment  » lente  est 
devenue  quasi  statique  tout  en  restant  irreversible. 

3.  Solution 


1.  Le  systeme  des  deux  corps  C€1  et  rL2  est  isole  thermiquement  et  n’echange  aucun  tra- 
vail avec  l’exterieur  (volumes  supposes  invariables). 

Son  energie  interne  est  done  invariable  : UF  = U: . 

Soit  encore  AU(C€1)  + AU(C€2)  = 0. 


Or  l’equilibre  thermique  final  est  assure  des  que  les  temperatures  de  c(o1  et  c€ 2 sont  ega- 
les  (Tp).  D’ou : AU(C€1)  = C^Tp-T^)  et  AU(^2)  = C2(TF-T2o) 


et  Cj(Tf  — Tj  ) + C2(Tf  — T2  ) — 0: 


tf  = 


diTio  + C2T2 
Ci  + C2 


= Tn 


La  variation  d’entropie  du  systeme  est  la  somme  des  variations  d’entropie  des  deux 
corps:  AS  = AS(C€1)  + AS(^2)  = AS!+AS2 


dTi 

or  dSj  = Cj— — 

1 1 


Ti 


dT, 


AS^Cjlnl^]  et  dS2  = C2—  =>  AS2  = C2ln(^ 


D’ou  au  total : 


AS  = In 


np  (C1  + C2) 

AF 


yC  y C2 
- t0  20  _ 


Cette  quantite  est  bien  positive  conformement  a l’expression  du  second  principe  : 


AS  = Se  + a > Se  (a  > 0). 

Le  systeme  etant  thermiquement  isole,  on  a : Se  = 0,  d’ou  AS  >0.  Cette  valeur  posi- 
tive de  AS  traduit  l’irreversibilite  des  echanges  thermiques  entre  les  deux  corps. 
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2.  a.  Les  conditions  imposees  realisent  une  transforma- 
tion quasi  statique. 

Le  systeme  des  deux  corps  - toujours  isole  de  l’exterieur 
- garde  une  energie  interne  constante  de  sorte  que  la 
temperature  finale  demeure  T0.  La  variation  d’entropie  du  systeme  est  inchangee. 

La  transformation  bien  que  quasi  statique  n’en  est  pas  pour  autant  reversible. 

L’irreversibilite  trouve  ici  sa  source  au  sein  du  materiau  oil  s’effectue  le  transport  de 
l’energie  thermique  (phenomene  de  diffusion). 

Par  ailleurs,  on  peut  remarquer  que  pour  des  temperatures  T2(f)  et  T,(f)  a l’instant  f 
(avec  T2(f)  > Tj(f)),  une  infime  diminution  de  la  temperature  du  corps  chaud  %2  ne 
modifie  en  rien  le  sens  des  echanges  thermiques,  ce  qui  traduit  bien  l’irreversibilite. 

Pour  un  processus  d’echange  suffisamment  lent,  les  temperatures  des  deux  corps  sont 
bien  definies  a chaque  instant  et  evoluent  selon  les  lois  (volumes  invariables) : 

dU,  = CjdTj  = 8Q2^!  = -h(Tl  - T2)df 
dU2  = C2dT2  = SQ,^  = h(T1  - T2)df. 

D’oii  le  systeme  differentiel : 


dTj 

ci-^=-fc(Ti-T2) 

dT, 

c2^7  = -m2-  to 


> i 


(T2-T1)  + /2(i-  + i-j(T2-T1)=0  (1) 


dT, 


dT,  u,2 

C^  + C^  = ° (2) 


(2)  redonne  bien  evidemment  CjT,  + C2T2  = constante  = (Cj  + C2)Tf. 

C,C2 

(1)  s integre  aisement  en  : T2  - T,  = (T2  -T,  )e  x oil  T = — — — ■ 

° 1 1 (Cl  + C2)h 


2.  b.  Appliquons  le  second  principe  a l’ensemble  du  systeme  : 


dS 

df 


= 0 + 


or 


s = Sj  + S2  =>  ^ = — - + 

1 2 df  df  dt 


5 0 
dt 
dSj 
df 


(So  = creation  d’entropie  pendant  df) 
dS2 


L’ evolution  thermodynamique  de  chaque  corps  est  reversible,  c’est  au  niveau  du  trans- 
fert  thermique  que  se  situe  l’irreversibilite. 


Chapitre  6 - Thermodynamique  (435 


Exercice  622 


Exercice  623 


^ ■ ■ dSj  ->  1 Pth(2->i)  , (^2 

On  a ainsi : — — = — — — = — 7- = h — 

At  Tjdt  Tj  Tj 


et 


dS2  _ 5Q2  _ Pth(2  ->  1)  _ ft(T2  Tt) 


At 


T2df 


T, 


80 


D’°u:  ^ = h(T2-  Tj) 


Ti  T2 


5a  h(T2-T1)2 


At 


t,t2 


> 0 


La  creation  totale  d’entropie  s’obtient  en  integrant  l’expression  precedente  : 

= (T2-T,)2 


0 - f 80  = hi 

Jr)  J | 


0 tj2 


-df. 


On  a plus  simplement : 

0 = AS[+AS2  = AS  = In 


rpC-!  + c2 

iF 

c,  mc, 
|_f\  ' T2 

■-  1n 


(cf  1. 


Commentaires 


Le  second  principe  applique  au  corps  et  prenant  en 
compte  ses  echanges  thermiques  avec  la  « source  » %2  & T2( f) 
s’ecrit  entre  tett+dt: 


dSj 


8Q2 ->  1 , Jc 

— — + 60  avec  dS, 

t 1 


8Q2  ->  1 

Tr 


dou:  50'  = 8Q2 


On  a bien  80'  = 80,  et  l’irreversibilite  prend  ici  naissance  dans  le  solide  qui  assure  le 
transfert  thermique.  J 


Variations  cTentropie  d'un  gaz 


1.  Un  gaz  parfait  diatomique  (y  = 1,4)  est  enferme  dans  un  cylindre  aux  parois  dia- 
thermanes.  L'etat  initial  - qui  sera  commun  a toutes  les  transformations  envisagees 
- est  le  suivant : 


(1) 


Pa  = 106  Pa 
< Va  = 1 litre 
Tj  = 300  K 


L'atmosphere  est  a La  pression  P0  = 105  Pa  et  a La  tempera- 
ture T0  = 300  K. 


a.  On  fait  subir  au  gaz  une  detente  isotherme  reversible  qui  L'amene  a L'etat  (2)  : 


105  Pa;  300  K. 
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• Quelle  est  la  variation  d'entropie  ASj  du  systeme  ? 

• Quelles  sont : 

- la  variation  d'entropie  de  I'atmosphere  ? 

- la  creation  d'entropie  ? 

b.  On  fait  subir  au  gaz  une  detente  monotherme  irreversible  a pression  exterieure 
constante,  egale  a la  pression  atmospherique  (la  pression  finale  est  P0). 

• Quelle  est  la  variation  d'entropie  AS2  du  systeme  ? 

• Quelles  sont : 

- la  variation  d'entropie  de  I'atmosphere  ? 

- la  creation  d'entropie  o2  ? 

2.  On  considere  maintenant  les  parois  du  cylindre  et  le  piston  comme  adiabatiques. 

a.  Le  gaz  subit  depuis  L'etat  (1)  une  detente  adiabatique  reversible  jusqu'a  la  pression 
P2  = P0  = 105  Pa. 

• Quelle  est  la  variation  d'entropie  AS3  du  systeme  ? 

• Quelles  sont : 

- la  variation  d'entropie  de  I'atmosphere  ? 

- la  creation  d'entropie  o3  ? 

b.  Le  gaz  subit  une  detente  adiabatique  irreversible  a pression  exterieure  constante  P0 
(P2  = P0  = 105  Pa)  jusqu'a  P2. 

• Quelle  est  la  variation  d'entropie  AS4  du  systeme  ? 

• Quelles  sont : 

- la  variation  d'entropie  de  I'atmosphere  ? 

- la  creation  d'entropie  o4  ? 

■ 1.  Ce  cfu’il  faut  savoir 

• Premier  principe. 

• Second  principe. 


2.  Solution 


1.  a. 


Point  cours 


D’apres  le  second  principe,  AS  = Se  + a,  O etant  la  creation  d’entropie  qui 
accompagne  un  processus  irreversible,  (a  > 0). 

Si  la  transformation  est  reversible,  a = 0. 

Pour  une  transformation  d’un  gaz  en  contact  avec  un  thermostat  a la  temperature 
T0,  le  thermostat  fournissant  au  gaz  la  quantite  d’energie  thermique  Q : 


S 


e 


Q. 
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Qi 

On  a done  ici  (transformation  reversible)  : AS,  = Sltichangcc  = — • 

po 

D’apres  le  ler  principe  : AUj  = Wj  + Qj 

orpuisqueTj  = T2,  on  a AUj  = 0 (gaz  parfait)  et  done  Q[  = -W1 

r2  V,  P, 

or  Wj  = - PdV  = -nRTjln-^  = PjVjln-f. 

vi  pi 


D’ou  Qj  = PjVjln— ^ et 


AS! 


PlV! 


In 


; AS! 


P ! V 1 
Tn 


-In 


106  x 10-3 

Application  numerique  : AS j = — In  10  = 7,7  J • K_1 


-Qi 

ASlatm  = = -AS! 

J-  A 


0j  = 0 


la  transformation  etant  reversible. 


On  a bien  evidemment 

1.  b. 

Point  cours 

L’entropie  est  une  fonction  d’etat : la  variation  d’entropie  entre  deux  etats  est  done 
independante  du  chemin  suivi  (e’est-a-dire  de  la  transformation). 


L’etat  final  du  1.  b.  est  identique  a l’etat  final  precedent  (P2  = P0) ; 
on  a done  AS2  = ASj 


Par  contre,  la  transformation  etant  irreversible,  la  quantite  d’energie  thermique  four- 
nie  par  le  thermostat  n’est  plus  la  meme. 

Soit  Q2  cette  quantite  de  chaleur.  TF  = T:  = 300  K d’ou  : AU2  = 0 avec  toujours 
AU2  = W2  + Q2  . 

D’ou  Q2  = — W 2 . 

La  transformation  ayant  lieu  a pression  exterieure  constante, 

W2  = -Pe(V2-Vj)  = -P0(V2-Vj). 

Q2  Po(V2-Vl) 

D’ou  Q2  = P0(V2-V!)  et  AS2  atm  = ~ = -• 

i0 

En  utilisant  la  loi  des  gaz  parfaits,  on  obtient  AS2atm  en  fonction  des  donnees 
(p2V2  = P1V1): 


AS, 


p,  V, 


1 - — 
pi 


P2  = P0- 


Application  numerique : AS 

^2  echangee  — ^^2  atm 


2 atm 


= -3  J-K"1; 
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et  AS2  ~ ^2echangee  + °2' 

D OU  G2  - AS2  S2  eehangee  = AS2  + AS2atm  : 


Application  numerique  : a2  = 10,7  J-K-1. 
On  verifie  bien  sur  que  : O2>0. 


ou  P2  = P0. 


Commentaire 


Faisons  varier  Pj  et  posons  x = — en  supposant  Pt  & P2 


Pi 


P1V1 

a 2 = -= — [x-1-lnx].  Tra^ons  les  courbes  x - 1 et  Inx 
To 


O 2 diminue lorsque  x—>l  (P!  — » P2).  On se  rapproche  alors  de  la  reversibilite. 

2.  a.  La  transformation  est  maintenant  adiabatique  reversible. 

(pas  d’entropie  d’echange  et  pas  de  creation  d’entropie) 


J 


AS3  = 0 


AS3atm  - S3(schang(se  - 0 


2.  b. 


4 


Point  cours 

Si  un  systeme  passe  de  l’etat  Ej  a l’etat  E2  par  une  transformation  adiabatique 
reversible  AS  = S(E2)  - S(Ej)  = 0. 

II  est  alors  impossible  de  faire  passer  le  systeme  de  Petat  E,  a l’etat  E2  par  une 
transformation  adiabatique  irreversible  pour  laquelle  on  aurait  AS  > 0. 


Pour  ne  pas  violer  le  second  principe,  il  faut  que  l’etat  final  obtenu  au  2.  b.  soit  different 
de  l’etat  final  obtenu  au  2.  a.  Determinons  cet  etat  final : Q4  = 0. 

La  transformation  a lieu  a pression  exterieure  constante 

W4  = -Pe(V'  -V3)  = AU  = «Cv(T2'  -Tj). 

En  utilisant  la  loi  des  gaz  parfaits  avec  Pe  = P2  = P0 
PeV'  = P2V'  - nRT'  et  P^  = nRTj 
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(1) 


d’ou  -P2(V'  -Vt)  = ^[(P2V2  -PiVj) 
et  P2V'  [y_  1 + 1]  = (y-1)P2V1  + P1V1 

fY-1  pil 


soit 


V2 


V, 


yp2J 


, T'  P2V' 

et  une  temperature  T2  telle  que  : — = -r  — 

Tj  P4  Vj 


d’ou 


T'  - T ■ 

i2  - 1 1 


i , y-ip2 

Ly  y PJ 


On  peut  alors  calculer  AS4  en  imaginant  une  transformation  reversible  passant  de 
l'etat  E4  a l'etat  E2  pourlaquelle  dS  = nCv^-  + «R^ 


V 


Ainsi  AS, 


Soit  AS. 


d’oii  AS, 


«R  , T' 


y-i 

«R 

y^T 

PiVr 


In— ^ + nRln- 


T, 


v£ 

v, 


In 


(y-  i)Ti 


P_2V[ 
Pi  Vi 

In 


+ nRln 
yin 


v£ 

Vr 

Yi 

V, 


Et  avec  (1) 


AS4 


PiVi 

(y-l)Tr 


+ yin 


~y-i 
- y 


La  transformation  etant  adiabatique,  on  a : S^ch  & = 0 etdonc  AS4  = 0 

° J atm 

soit  o4  = AS4 . On  verifie  a nouveau  que  : C4  > 0. 

Application  numerique  : 04  = AS4  = 4,2  J ■ K-1. 


Evolutions  adiabatiques  d'un  gaz  parfait 


Un  gaz  parfait  est  contenu  dans  un  recipient  cylindrique 
vertical  Limite  par  un  piston  de  masse  negLigeable.  Les 
parois  du  recipient  et  le  piston  sont  athermanes  (c'est-a- 
dire  adiabatiques). 

Dans  l'etat  d'equiLibre  initial  Ea,  on  a place  une  masse  m sur  le 
piston.  La  pression  du  milieu  exterieur  reste  constante  et  egale 
a P0.  L'etat  Ea  est  caracterise  pour  Le  gaz  par  Les  grandeurs  V0, 

T0  et  P4  = P0  + (s  : surface  du  piston). 


171 


gaz 

parfait 


9 


440)  Partie  2 - Physique  MPSI 


On  supposera  y = -E  = constante,  et  pour  Les  applications  numeriques,  on  prendra  : 

'•'V 

y = \ ; T0  = 290  K;  R = 8,31  J • K_1  • moR1  et  n (nombre  de  mole  de  gaz)  = 1. 
5 


1.  On  supprime  brusquement  la  masse  nn.  On  considerera  que  le  piston  peut  se  depla- 
cer sans  frottements,  et  que  le  nouvel  etat  d'equilibre  E2  (PF,  VF,  TF)  est  atteint  grace 
a des  phenomenes  dissipatifs  internes  au  gaz. 


a.  Determiner  les  caracteristiques  de  ce  nouvel  etat  d'equilibre  E2.  On  posera  X 


Pi 

Po‘ 


Application  numerique  : 

Vp  TF 

Calculer  les  valeurs  des  rapports  — et  — • On  a X = 1,5. 

''o  ' o 

b.  En  deduire  le  travail  requ  W1rr  ainsi  que  la  variation  d'entropie  AS1rr.  Commenter. 
Application  numerique. 


2.  On  revient  au  meme  etat  initial  et  on  diminue  la  masse  m tres  progressivement 
jusqu'a  I'annuler.  Reprendre  les  questions  1.  a.  et  1.  b. 


3.  La  masse  nn  ayant  ete  enlevee  brusquement  et  le  systeme  ayant  atteint  son  etat 
d'equilibre  E2,  on  repose  la  masse  m sur  le  piston. 

a.  Est-il  possible  que  L'etat  d'equilibre  final  E[  puisse  se  confondre  avec  I'etat  Ea  ? 

b.  Determiner  les  caracteristiques  de  cet  etat  E[ . 


Solution 


1.  a.  L’etat  d’equilibre  final  E2  doit  se  traduire  (equilibre  mecanique)  par  l’egalite  des 
pressions  du  gaz  et  du  milieu  exterieur  PF  = P0  (piston  sans  masse).  D’autre  part, 
appliquons  le  premier  principe  au  gaz  contenu  dans  le  cylindre  : 

U2-Uj  = Wext  + Q avec  E1(P1 , V0  , T0)  =>  E2(P0  , VF , TF). 


II  n’y  a pas  d’echange  d’energie  thermique  avec  l’exterieur  (parois  et  piston 
adiabatiques)  =>  Q = 0 ; et  le  travail  fourni  au  systeme  s’ exprime  simplement  a partir 
de  la  pression  exterieure  P0  et  de  la  variation  du  volume  du  gaz  : 


W„ 


-P0(VF-V0). 


On  a done  : 


U2-UF  = -P0(VF-V0)  (1) 


Avec  U2  - Uj  = «Cv(Tf  - T0),  le  gaz  etant  suppose  parfait  et  de  coefficient  y = — - 

Ov 

R V 

independant  de  la  temperature  (on  a alors  Cv  = et  Cp  = yCv  = — 


La  relation  ( 1 ) devient : 


hR 
y-  1 


(Tf-T0)  = -P0(VF-V0). 
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Exercice  624 


Soit  encore : 


nRT0fTF 


Y-HT0 


— - 1 


-P0V0l5-l 


Vn 


(2) 


La  loi  des  gaz  parfaits  s’ecrit : 


p0vf 


PiV0 


= «R  (3) 


D’ou  en  rempla^ant  - dans  (2)  - «RT0  par  P,  V0  : 

1 ? iLT 


Y-lPoVT0 


TF  P0VF  VF  i 

Enfin,  en  remarquant,  d’apres  (3),  que  — = — — = — ■ — (oil  X = 

Tq  Pi*o 


Pi 


Y - 1 vX  V0 

En  regroupant  les  termes,  il  vient  alors  : 


a) 


D’ou 

Application  numerique : 


VF  TF 

-2  = 1,36  et  — - = 0,90  (soit  TF  = 262  K). 

1.  b.  L’ expression  du  travail  recu  par  le  gaz  s’identifie  a Wext. 

rV 


Soit  W- 


W;. 

Po 


W 


ex,  - -P0(VF-V0)  = -P0V0 


-F-l 
lV0  . 


(PiV0) 


1 


r— - 1 
lV0  . 


P1  VF 

En  rempla^ant  — par  X et  — par  le  resultat  etabli  au  1.  a.,  il  vient : 

Pq  m. 


W- 


PjVo 

X 


y - 1 + X 


- 1 


W- 


-nRT 


X-  1 
YX 


(3) 


Application  numerique : 


W-. 


-1  • 8,31  • 290 


1,5-1 
gX  1,5 


suit  W-  = -574  J. 


• La  variation  d’entropie  du  gaz  est  obtenue  par  application  de  la  formule  classique 
(gaz  parfait,  y = constante)  : 


AS(  1 — > 2)  = nCvln 


P2V1 


«R 


In 


_pivU  Y_1  LpivI_ 


P2Vi 
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p, 

Soit  en  fonction  de  X = — et  de  y : 

P n 


AS(  1 —>  2)  = -^-ln 
y-  1 


1 | y- 1 +X 
X y 


(4) 


Commentaire 


Conformement  au  second  principe,  cette  expression  de  AS  doit  etre  positive  puisque  l’on  a : 

AS  = 0 + c > 0 

transformation  adiabatique  creation  d’entropie  (positive) 

ce  qui  traduit  l’irreversibilite  de  cette  transformation,  ce  que  confirme  une  etude  rapide  de 
AS(X). 

f'l  R 

Onaeneffet  AS  = - — y[— lnX  + yln[y- 1 + X]  — ylny] 


avec  AS(X  = 1)  = 0 et 
dAS  «R  [ 1 , y 


«R  r 
y-  iL 


dX  y — 1 L X + y - 1 + X. 


, dAS  «R  (y-l)(X-l)^  A v ^ , 

soit  — — = ‘ > 0 pour  X > 1 . 

dX  y - 1 X(y-  1 +X)  F 


Application  numerique : 

7 

X = 1,5  ; y = - (gaz  diatomique)  et  R = 8,31  donnent : 


AS(  1 — > 2)  = -^-ln 

l-l 


--1  + 1,5 

7 

1 

5 

1,5 

7 

5 

■ AS(  1,  2)  = 0,46  J-K-1. 


2.  La  transformation  envisagee  est  desormais  adiabatique  et  reversible,  c’est-a-dire 
isentropique.  Le  systeme  atteint  un  etat  d’equilibre  E'2  (Pp  , Vp  , Tp  ) defini  par  : 

• Pp  = P0  (equilibre  mecanique) ; 

• AS(1— >2')  = 0,  soit  encore  Pp  Vp  Y = PpVp  (loi  de  Laplace) ; 


Pf  PiV0 


T' 


T0 

V p 

D’°*  v: 


= nR  (loi  des  gaz  parfaits). 


Pf 


V'  - 

— = xy 

v„ 


(5) 


Soit 


T' 


P|V^)  = i v£ 

pjlvj  xv0 


T(  i-i 

■J-  = xy 


(6) 
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Application  numerique : 


V'  I T'  --  V'  T' 

-f  = (1,5)5  et  —7-  = (1,5)  7 =>  -rp~  - 1,34  et  —7-  = 0,89 

vo  io  vo  10 


(Tj  = 258  K). 

Le  travail  regu  s’ecrit : Wrev  = AU  = nCv(TF  -T0) 


or  Cv  = 


R 


i-y 


T' 

- et  = X y 
1 T0 


«RT0 
■ W = 

rev  y - 1 


i-y 

x y ■ 


w. 


„RT0  r Lzl 


y - 1 L 


x y - 1 


avec  PiV0  = nRT0  (7) 


, ...  1 x 8,31  x 290r/,  ^ T 

Application  numerique  : W rev  = — — — — — — [( 1,5)-2'7  - 1]  =>  Wrev  = -659  J. 

( 1,4  — Y) 

On  a,  bien  entendu,  AS(  1 — > 2')  = 0. 

3.  a.  Le  passage  Ej  — > E2  correspond  a une  transformation  adiabatique  irreversible 
s’accompagnant  d’une  variation  positive  de  l’entropie  du  gaz  AS(  1 — » 2)  > 0. 

Quand  on  repose  la  masse  m sur  le  piston,  le  systeme  tend  vers  un  nouvel  etat  d’equi- 
libre  Ej  par  une  transformation  egalement  adiabatique  et  irreversible.  On  a alors 
AS(2  — > 1')  > 0.  Ainsi,  a la  transformation  globale  E}  — > E2  — > Ej,  est  associee  une 
variation  d’entropie  strictement  positive  AS(E1  — > E(  ) = AS(  1 — > 2)  + AS(2  — > 1'). 

II  est  done  impossible  que  les  etats  K,  et  E[,  puissent  se  confondre  (dans  ce  cas,  on 
aurait  AS(Ej  — > E2  — » Ej)  = 0) . 

3.  b.  Pour  determiner  l’etat  d’equilibre  Ej,  il  suffit  de  remarquer  que  le  passage 
E2(P0,  VF,  TF)  — > (P„  Vp  , Tp  ) s’obtient  de  la  meme  fa<;on  que  celui 

EjfPj,  V0,  T0)  — > E2(P0,  VF,  TP).  Il  suffit  en  fait  de  faire  : 

P q — ^ P ^ soit  X — ^ — 

A 

(V0,  Vp)  — > (Vp,  Vp  ) et  (T0,  Tf)  — » (Tp,  T" ). 

D’ou  d’apres  les  resultats  du  1.  a.  et  1.  b. : 


Yi_ 

VF 

rp  // 

1 F 

Tf 


Y - 1 + - 
' X 


Vp"  _ (Y-  1)X+  1 


VE 


YX 


Y - 1 + — 
' X 


YX 


tf  _ (Y~  1)X+  1 


Tp 


(8) 

(9) 


Deplus  Wirr(2  — > 1')  - -PtVp(^-l) 

avec  PjVp  = ^P0VF  = X»RTF  =>  Wirr(2  ->  1')  = -XmRTf  (A-  - 1 
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Ce  qui  donne  en  utilisant  (2)  et  (8) : Wirr 

Application  numerique : 

V"  T" 

-rf-  = 0,76  ; = 1,14  (soil  T" 

V F 

et  = (2  — > 1')  = 779  J. 


-x«rto^(Y-1+x)- 


300  K) 


Evolution  irreversible  - Evolution  reversible 


Un  cylindre  ferme,  a parois  adiabatiques,  est  divise  en  deux  parties  d'egal  volume  V0  par 
un  piston  diathermane,  de  capacite  calorifique  negligeable,  initialement  bloque.  Les  deux 

CP 

compartimentscontiennentlememegazparfait(caracterisepary  = — = constante ), 

'-v 


a La  temperature  T0  et  aux  pressions  respectives  Pa  et 
P2  = 3P1.  Pour  Les  applications  numeriques,  on  prend  : 
y = 1,4;  T0  = 290  K ; P1  = 105Pa;  V0  = 25  • 10-3  m3. 
Constante  des  gaz  parfaits  : R = 8,31  J • mol^1  • K-1. 


1.  On  Libere  Le  piston,  qui  devient  parfaitement  mobile,  et  on  Laisse  L'equiLibre  se  rea- 
liser.  Determiner  L'etat  final  et  La  variation  totale  d'entropie. 

2.  On  repart  du  meme  etat  initial,  mais  Le  piston 
est  maintenu  a chaque  instant,  en  equilibre  par  la 
masse  m,  que  I'on  diminue  progressivement 
jusqu'a  m - 0. 

Determiner  l'etat  final,  ainsi  que  Le  travail  Wext  de 
depLacement  de  « la  » masse  m. 


Solution 


1.  Appliquons  le  premier  principe  au  systeme  constitue  par  l’ensemble  des  deux  mas- 
ses de  gaz  contenues  dans  le  cylindre  : 

AUsyst  - Wext  + Q 

ici,  Q = 0 (enceinte  adiabatique). 

Wext  = 0 d’°u  AUsyst  = 0. 
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Exercice  625 


Soit  Tf  la  temperature  finale  du  gaz  (c’est  evidemment  la  meme  pour  les  deux 
compartiments : piston  diathermane). 

AUsyst  = AU1+AU2  = «iCv(Tf- T0)  + «2Cv(Tf-  T0) 

R 


oil  C„ 


Y-l 


est  la  capacite  thermique  molaire  a volume  constant  du  gaz  parfait,  n1 


et  n2  les  nombres  de  moles  de  gaz  dans  chaque  compartiment. 
On  en  deduit:  (n1Cv  + «2Cv)(Tf- T0)  = 0 


Tf=T0 


soient  V[  et  V2  les  volumes  a l’equilibre,  et  Pf  la  pression.  D’apres  la  loi  des  gaz  parfaits  : 


PiV0  n pfv; 

— = n,R=  — - 


P2V0  n PfV2 

— = n2R=  — - 


1o  M 

par  addition  (et  en  tenant  compte  de  Tf  = T0) : P,  V0  + P2V0  = PfV(  + PfV2 
et,  comme  V(  + V2  = 2V0 : 


Pf ' (2V0)  - (Pi  + P2)V0  : 

on  en  deduit  les  volumes  : 

P,  Tf 
v;  =Vo--iTf 

io 


P1+P2 


P,  Tf 

V'  - V . — . — ■ 

V2  - V0  p T 
i0 


v; 

= v0 

2Pi 

P1  + P2 

v2 

= V0 

2P2 

P1  + P2 

12,5  • 

O 

1 

u> 

3 

(1) 


et  V2  = 37,5  • 10-3  m3. 


Commentaire 


On  n’a  pas  fait  intervenir  le  piston  comme  faisant  partie  du  systeme  : le  prendre  en  compte 
ne  modifie  pas  les  calculs,  puisqu’il  n’echange  pas  d’energie  avec  ce  qui  l’entoure  : 

• sa  capacite  calorifique  est  supposee  negligeable  ; 

• sa  masse  n’intervient  pas  : le  poids  ne  travaille  pas,  le  mouvement  du  piston  etant  implici- 

tement  suppose  s’effectuer  horizontalement  ( cf  les  figures . . . ) . J 

Variation  totale  d’entropie : 

L’entropie  etant  une  fonction  extensive,  on  en  deduit : AS  = ASj  + AS2. 


Or  pour  un  gaz  parfait  et  y = constante  : S(T,  V)  = S(T0,  V0)  + «Cvln 


v: \y~ 1 


D’oii  AS  = HjCvln  + «2Cvln  -f- 


Vr 


V' XT-1 


{ TVt  ~ 1 ^ 

vToVr'y 


R 


et  avec  Cv  = : AS  = n, 

v Y-l 


Rln 


Vn 


Vc 

V 2 

+ n7Rln^- 

V„ 
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Soit  encore  puisque 


n PiV0  t n P2V0 
«iR  = et  n2 R = —— : 

-L  n J-  n 


Application  numerique : 
Commentaire 


AS  = 4,51  J • K- 


Cette  variation  d’entropie  est  positive,  comme  il  se  doit,  car  il  s’agit  de  Involution  sponta- 
nee  d’un  systeme  thermiquement  isole.  On  a alors  : 


AS  = Se  + O = a > 0. 

ii 

0 ici 


J 


2.  Du  fait  du  deplacement  de  la  masse  (variable)  m,  le  systeme  des  deux  gaz  fournit  du 
travail  a l’exterieur  (quand  on  diminue  m,  la  masse  remonte).  Son  energie  interne  va 
done  diminuer  et  la  nouvelle  temperature  finale  T,'  sera  inferieure  a T0. 

AU  = n,Cv(Tf'  - T0)  + «2Cv(Tf  - T0)  < 0 =>  T'{  < T0. 

D’autre  part,  revolution  etant  tres  progressive  et  adiabatique,  on  peut  la  considerer 
comme  isentropique  ce  qui  revient  a admettre  sa  reversibilite. 

L’etat  final  est  alors  caracterise  par  : 

- une  temperature  finale  Tf'<T0; 

- une  pression  finale  P(  = V'2  = Pf  (puisque  m — 0 en  fin  d’operation) ; 

- des  volumes  finaux  V"  et  V",  avec  : 


Pf'vr 


t; 


= nx  R = 


et 


vr 


soit  en  faisant  le  rapport 
ou  encore  puisque  V"  + V" 


V2 


pfy; 

To 

= = «1 

^ 2 n2 

= v;  + v2 


Pfvr 

t; 


= n2R  = 


PfV2 

Tn 


V"  = v;  et  V"  = V' 


Exprimons  la  variation  d’entropie  (nulle)  du  gaz  contenu  dans  les  deux  compartiments  : 


AS  = «!Cvln 

v; 


Tf  Vi 


«Y-  1 A 


Lo  V 


-Y-l 


+ n2Cvln 


rTfV"y  ^ 

vTo  vr1  j 


= 0 


«,  V,  r,  l 

d’ou  puisque  - = — = — = - (cf.  (1))  : 


V 


In 


rT{V"y  1 ^ 


Tn 


V 0 V0 


-Y-l 


+ 3 In 


rTfV"y 


Tn 


V 0 v0 


Y-l 


= 0 


et 


4 In 


t; 


-(y-l) 


r,  v; 

v: 


• 3 In 


V21 


V, 


0 J 
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Application  numerique : 
V[ 

D’apres  (1),  on  a 


2Pi 


D’ou 


V0 

4lnl'S-|  = 


P1  + P2 


1 . v; 

= - et  — 

2 V„ 


-(y-  1)  ■ 


4 H 37-  = -(Y-l)ln  77  ■ 


ln|lJ  + 3lnV2 


27 


Y-l 

Finalement  Tf  = T„|  AY  ] 4 


16 


= 0,949  Tn  =>  T/  # 275  K. 


p'  p 

On  deduit  la  pression  finale  Pf  : — (T  = — =>  Pf  = 1,9  • 105  Pa. 

Tf  T0 

Le  travail  Wext  fourni,  au  systeme,  par  « la  » masse  variable  m est : 
Wext  = AU  = AU,  + AU2  = (n1  + n2) Cv(Tf'  -T0). 


Or 


PfVo 

RTn  ’ 


P2V0 


RT 


et  C„  = 


0 


R 

y-l 


, d’ou : 


= (p1  + p2)v0,t7 
ext  Y-l  It0 


Application  numerique : 


W,, 


-1,27  kj. 


Optimisation  cTun  compresseur 

On  veut  realiser  une  installation  de  production  d'air  comprime  repondant  au  « cahier 
des  charges  » suivant : 

- etat  initial  de  I'air : pression  : Pa  = 105  Pa,  temperature  Ta  = 290  K 
(Tj  : temperature  ambiante)  ; 

- etat  final  de  I'air : pression  : P2  = 5 • 105  Pa,  temperature  Ta.  L'air  sera  assimile  a 

C 

un  gaz  parfait  (R  = 8,31  J • moh1  • lO1),  de  rapport  Y = ^ = 1,40. 

Les  echanges  thermigues  eventuels  se  font  uniguement  avec  L'exterieur  a La  tempe- 
rature uniforme  Ta. 

1.  Determiner  - pour  une  mole  de  gaz  - Le  travail  minimal  Wm  necessaire  a cette 
transformation. 

A gueL  type  de  transformation  correspond  cette  vaLeur  Wm  ? Le  verifier. 

2.  La  transformation  precedente  etant  irrealisable  en  pratigue,  on  propose  les  opera- 
tions suivantes  : 

- compression  adiabatigue  reversible  de  I'etat  initial  jusqu'a  La  pression  P2  ; 
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- refroidissement  isobare  jusqu'a  I'etat  final. 

CalcuLer  Le  travail  total  Wa  necessaire  pour  une  mole  de  gaz,  et  le  comparer  a Wm. 

3.  Calculer  a nouveau  le  travail  W pour  un  compresseur  a deux  etages  : 

- compression  adiabatique  reversible  (Pa,  Ta)  -»  P ; 

- refroidissement  isobare  jusqu'au  retour  a Ta  ; 

- compression  adiabatique  reversible  (P,  Ta)  ->  P2  ; 

- refroidissement  isobare  jusqu'au  retour  a Tj. 

Comment  faut-il  choisir  la  pression  P pour  que  W soit  minimal  ? 

Calculer  la  valeur  W2  de  ce  minimum  de  W. 

Representer  ces  differents  travaux  W sur  un  diagramme  (P  en  fonction  de  V).  Com- 
ment peut-on  generaliser  le  resultat  obtenu  ici  ? 


Solution 


1.  Pour  toute  transformation  subie  par  un  gaz  parfait,  le  bilan  d’energie  - pour  une 
mole  de  gaz  - s’ecrit : 

AU  = Cv  AT  = W + Q 

ici,  les  etats  extremes  sont  a la  meme  temperature  Tj.  D’ou  : 

W+Q  = 0 (1) 

De  meme,  le  bilan  d’entropie  s’ecrit  (second  principe) : 

AS  = Se  + O (2)  (o  : creation  d’entropie) 
la  fonction  entropie  d’un  gaz  parfait  peut  s’ecrire  sous  la  forme  : 


S = Sq  + rrCp  In  ^ j — nRln^^-j,  oiiS0  = S(T0,  P0);cequidonne  ici  (pour  une  mole) : 

AS  = -Rl»(£). 

D’autre  part,  les  echanges  thermiques  n’ont  lieu  qu’avec  l’exterieur,  considere  comme 
un  thermostat  a la  temperature  Tp  ce  qui  donne  : 


d’ou,  en  reportant  dans  (2)  : 


S.  = 


Q 

Ti 


-Rln 


g + a 

Ti 


et,  en  remplagant  Q d’apres  (1)  : 

-Rln^  = -^  + a,  soit  W = RTjln^J  + T.a. 


La  creation  d’entropie  0 ne  peut  etre  que  positive  ou  nulle.  Le  cas  le  plus  avantageux 
(travail  minimal  fourni)  correspond  done  a 0 = 0 valeur  caracteristique  d’une  trans- 
formation ideale  reversible. 
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Dans  ce  cas  (o  = 0)  : 


W = Wm  = RT1ln^ 


Pour  obtenir  cette  valeur  de  W,  il  faudrait  done  une  transformation  reversible : la 
reversibilite  des  echanges  thermiques  avec  l’exterieur,  a Tj  impose  une  transformation 
isotherme  (a  la  temperature  Tj).  Verifions-le  en  calculant  le  travail  re^u  par  le  gaz  dans 
une  telle  transformation : 

W = -JPex,dV 
RTj 

avec  Pext  = P = (Pext  = P du  fait  de  la  reversibilite  mecanique. . .) 

r RP  i xV2\ 

soit  W = -J  -y- dV  =>W  - -RTjln^J 

etpuisque  P, V,  = P2V2  = RTj  alors 

W = -RTiln(jr)^W  = RT,  ln(|r] 

on  retrouve  bien  W = Wm. 


2.  On  peut  schematiser  la  suite  des  transforma- 
tions subies  par  le  gaz,  et  les  representer  en  dia- 
gramme  P(V) : 


Pi  adiabatique 

P2  isobare 

P2 

X reversible 

t2 

T, 

(a)  (b) 

Pour  la  transformation  isobare  (b),  on  a 
Q = AHb  et  pour  l’adiabatique  (a),  Q = 0, 

soit,  pour  l’ensemble  des  deux  transformations 
{a+b}  : 


AU  = Wj  + Q = Wj  + AHb 

avec  A U = CVAT  = 0 (puisque  le  gaz  revient  a la  temperature  Tj). 


D’ou:  Wj  = -AHb  = -Cp(Tj-T2)  = Cp(T2-Tj). 

Pour  calculer  T2,  utilisons  le  fait  que  la  transformation  (a)  est  isentropique  (puisque 
adiabatique  et  reversible)  ce  qui,  pour  un  gaz  parfait,  justifie  l’application  de  la  loi  de 
Laplace,  que  l’on  peut  ecrire  : 


pj  r ■ Tj  = P2 


7 • Tl  =>  T2 


et 


Wj 


= CpTj 
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Application  numerique : 

T,  = 459  K,  et  avec  Cn  = — — R, 
p y- 1 

W\  = 4,92  kj  ■ mok1 ; 

Wm  = 8,31  • 290  ■ ln(5)  =>  Wm  = 3,88  kj  • mob1. 

wi 

D ou  un  rapport  = 1,27  > 1 . 


Le  travail  a fournir  dans  le  cas  envisage  ici  correspond  done  a 27  % de  plus  que  le  mini- 
mum thermodynamiquement  possible. 

3.  Le  schema  des  transformations  subies  par  le  gaz  est  maintenant  le  suivant : 

P, 


Pi  adiabatique 

P isobare 

P adiabatique 

P2  isobare 

t reversible 
1 i 

T 

t reversible 
1 i 

r 

(a) 

(b) 

(c) 

(d) 

T, 


d’oii  la  representation  en  diagramme  P(  V) : P 

On  a toujours,  pour  l’ensemble  des  transformations  : p 
AU  = 0 = W + Q 
avec  Q = AHb  + AHd. 

D’ou  W = — Cp[(Tj— T)  + (T1-T')] 
soit  W = Cp[T  + T'  - 2TJ. 

Utilisant  a nouveau  la  loi  de  Laplace  pour  les  trans- 
formations adiabatiques  reversibles  (a)  et  (c) : 

.7-1 


T = HpJ  1 

on  obtient  l’expression  du  travail  W en  fonction  de  P : 


W = OT! 


J-l 

n— . 


Pi 


Y-l 
Y 


Pour  trouver  la  valeur  de  P qui  rend  W minimal,  on  peut  chercher  a annuler  la  derivee 
dW  y - 1 

h n nncant  — 

dP 


Enposant  - — - = a,  ilvient: 


dW 

dP 


C T — 
CPlldP 


P ^ 

P^ 


t) 


CpTja 


,a-  1 


Cette  derivee  s’  annule  pour  : Pa  :p“+1  = p“p“,  soit: 
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Cette  valeur  de  P est  bien  comprise  entre  Pj  et  P2  (moyenne  geometrique),  et  on  peut 
aisement  verifier  qu’elle  correspond  a un  minimum.  On  a en  effet : 


dW 

dP 


- C TjOt 


pCXpOC  + 


Ttp 


2a 


p“p“] 


expression  negative  pour  P = Pj  et  positive  pour  P = P2  (a  > 0). 
Pour  cette  valeur  ^PjP.,  de  P,  on  a alors  : 


soit 


W2  = 2C-T, 


r/P  \a/2 

r ' r2 ' 


Finalement 


W2 


= 2C.T, 


Application  numerique : 

W2 

W2  = 4,36  kj  • mol  b soit  — - = 1,12  > 1. 

W 

m 


Le  compresseur  a deux  etages  est  done,  en  terme  de  travail  a fournir,  plus  performant. 
■ Representation  de  ces  differents  travaux  en  diagramme  de  Clapeyron  P = P(V) : 


compresseur  a compresseur  a 

1 etage  2 etages 


isotherme  Tj ; IJ,  IK,  LM  : isentropiques  PV'1'  = cste 

W1  ^ W2 

w travail  economise 

v m 

par  rapport  a W: 


Le  travail  Wm  correspond  a la  surface  sous  la  courbe  isotherme  T = T,,  tandis  que  les 
travaux  W sont  augmentes  des  portions  de  surface  entre  la  courbe  isotherme  et  la  (ou 
les)  courbe(s)  isentropique(s),  et  le  (ou  les)  palier(s)  isobare(s). 
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Commentaires 

La  compression  en  deux  etapes  conduit  a la  valeur  optimale  P = ^/PjP2  ; remarquons  que 
cette  valeur  correspond  a : 


T = T,  ^ 2Y 


Ini 


T'. 


On  limite  l’irreversibilite  en  limitant  Fechauffement  du  gaz,  et  le  meilleur  resultat  est 
obtenu  avec  des  temperatures  maximales  egales  lors  de  chaque  compression.  J 

Si  l’on  veut  diminuer  encore  W1  et  se  rapprocher  davantage  du  cas  optimal  (W  = Wm), 
on  peut  augmenter  le  nombre  d’etapes,  c’est-a-dire  le  nombre  « d’etages  » du  dispositif 
compresseur,  chaque  « etage  » correspondant  a une  compression  isentropique,  suivie 
d’un  retour  isobare  a la  temperature  ambiante.  Graphiquement,  cela  correspond  a : 


En  augmentant  les  etapes  de  compression,  on  diminue  Fechauffement  a chaque  etape, 
done  l’ecart  de  temperature  avec  l’exterieur.  On  reduit  de  ce  fait  l’irreversibilite  des 
echanges  thermiques  avec  l’exterieur  a i’|(  ce  qui  rapproche  du  cas  reversible  (cas  opti- 
mal W = Wm). 


Commentaires 

On  pourrait  confirmer,  par  le  calcul,  la  generalisation  au  cas  d’un  compresseur  a n etages. 
Notons  maintenant  P0  et  P„  les  pressions  extremes,  T0  la  temperature  exterieure  et  (P;,  T;) 
Fetat  atteint  a la  fin  de  la  ieme  compression. 

Le  lecteur  verifiera  que  l’on  a : 


Wm  = Cp[T1  + T2+...+Ti+...+T„»«T0]  = T0Cp  ^ 


P, 


Ini 


■ Wm  est  minimale  pour  — = cste 


P \lln 


, ce  qui  correspond  a prendre  les  P;  en 


progression  geometrique  entre  les  valeurs  extremes  P0  et  P„  ; 


• alors  W_ 


”CpT0 


Ini 

” ) «y  _i 


• lim  Wm  = RT0ln(  — -1 : on  retro uve  bien,  a la  limite,  le  resultat  de  la  transformation 

tl  —>  oa  0 ' 


isotherme  reversible. 


J 
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D.  Corps  pur  diphase 


Vaporisation  dans  le  vide 

Dans  un  reservoir  initiaLement  vide,  de  voLume  invariable  V0  = 5 • 10-3 *  m3,  on 
introduit  deux  grammes  d'eau  Liquide,  pris  a la  pression  atmospherique  P0  = 105  Pa 
et  a la  temperature  T0  = 290  K. 

1.  Le  reservoir  et  son  contenu  sont  portes  a la  temperature  Tx  = 350  K (par  I'inter- 
mediaire  d'un  thermostat). 

a.  Determiner  I'etat  d'equilibre  de  I'eau  (la  pression  d'equilibre  eau  liquide-vapeur 
d'eau  a la  temperature  Tj  vaut  P^Tj)  = 0,46  ■ 105  Pa  ). 

Quelle  est  I'energie  thermique  absorbee  par  les  2 g d'eau  ? 

La  vapeur  d'eau  sera  assimilee  a un  gaz  parfait  de  masse  molaire  M = 18  g. 

On  donne  : R = 8,31  J • mol-1  ■ K-1  (constante  des  gaz  parfaits)  ; 

CL  = 4,19  kJ  • K-1  • kg-1  (capacite  calorifique  massique  de  I'eau  liquide)  ; 

^vap(Ti)  = 2 300  kJ  • kg-1  (chaleur  latente  de  vaporisation  de  I'eau  a Tj). 

b.  Faire  le  bilan  entropique. 

2.  A partir  de  I'etat  d'equilibre  precedent,  on  chauffe  le  reservoir  et  son  contenu  jusqu'a 
T2  = 373  K (Ps(T2)  = 105  Pa).  Calculer  I'energie  thermique  absorbee  par  I'eau. 

On  donne  /vap(T2)  = 2 240  kJ  • kg-1; 

capacite  calorifique  molaire  a volume  constant  de  la  vapeur  d'eau  : 

Cv  = 21  J - mol-1-  K-1. 


1.  de  cfu’il  faut  savoir 

• Premier  principe  ; second  principe. 

• Changement  d’etat : vaporisation  de  I’eau. 

• Chaleur  latente. 


2.  de  C[U ’il  faut  do&iprehdre 


1.  L’eau  introduite  subit  un  chauffage  et  une  vaporisation,  partielle  ou  totale  : il  faut 

d’abord  determiner  dans  lequel  de  ces  deux  cas  on  se  trouve. 

La  quantite  d’energie  thermique  absorbee  par  I’eau  se  deduira  de  la  variation  de  son 
energie  interne. 

On  determinera  ensuite  AU  (et  AS)  en  choisissant  une  suite  de  transformations  rever- 
sibles  menant  a I’etat  final  precedemment  determine. 
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3.  Solution 


1.  L’etat  d’equilibre  final  est  determine  par  p 
T = T,  et : 

- P < PjCTj)  si  toute  l’eau  est  vaporisee 

(point  K sur  l’isotherme  Tj).  ^s(Ti) 

- P = Ps(Tj)  s’il  reste  de  l’eau  liquide 
(equilibre  diphase)  (point  N). 


/ iiq  \ 
: + 
vap 

’n 


vL  v vg  V 
m 

Le  volume  massique  del’eau  dans  le  reservoir  est  v = — = - — = 2,5  m3  ■ kg-1 

m2-  10'3 


RT, 


or  v„ 


3,51  m3  • kg-1. 


g MPs(T1) 

11  en  resulte  (v  <vg>  que  l’on  est  en  presence  d’un  systeme  diphase  (point  N). 
On  a done  : m = mg  + mL  et  V0  = vgmg  + mLvL. 

V0  - mvL 

D’oii  m v +(m-m  )vL  = V0=>m  = — — (1) 


v — vT 

g L 


or  vL  vg  et  certainement,  etant  donnees  la  valeur  de  V0  et  celle  de  m,  V0  m vL 
Vn 


soit : ma  ~ — (2) 

8 v„ 


m = 1,42  g et  mL  = 0,58  g 


• La  transformation  subie  par  l’eau  s’est  effectuee  sans  apport  de  travail  exterieur,  soit : 
W = 0. 


L’ application  du  premier  principe  donne  alors  AU  = Q. 

Q est  l’energie  thermique  fournie  par  le  thermostat. 

Pour  calculer  AU,  on  va  imaginer  une  suite  de  transformations  reversibles  amenant 
l’eau  de  son  etat  initial  E0  a son  etat  final  EF  : 


eau  liquide 

Systeme  diphase 

To>  Po 

v F 

Tp  ^(Tp) 

m 

m T , m„/m , + m„  = m 

^ L 5 

(a)  (b) 

Eq  — > B — ¥ Ep 

(a)  : chauffage  de  l’eau  liquide  de  T0 
a Tj  pour  laquelle  on  neglige  toute 
variation  de  volume. 

(b)  : vaporisation  partielle  de  l’eau  a 
T[  et  P^Tp)  constantes. 


P 


V 


o 


V 
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• AU  = W + Q 

Sur  la  transformation  (a),  Wa  ~ 0 
et  AUa  = Qa  = mCL(T1  — T0). 

Sur  la  transformation  (b),  Wb  = -P^T^Vq  - mvL)  ~ -PS(T1)V0 
(et  V0  = wtgvg) 

et  Qb 

d’oii : 

D’ou 

Application  numerique  : Q = 3,54  kj. 


^g^vap(^l) 

AUb  = /WgZ^pfTj)  - Ps(Tj)V0. 

Q = mCL(T1-T0)  + mgIwp(T1)-Ps(T1)V0 


1.  b.  Bilan  entropique 

D’apres  le  second  principe  : AS  = Se  + 0 (0  = creation  d’entropie) 

oil  Se  = puisque  le  systeme  rcyoit  l’energie  thermique  Q du  thermostat  de  tempe- 
rature  T,. 

Calculons  AS(E0  — > Ep).  Pour  se  faire,  on  utilisera  le  meme  chemin  reversible  que 
celui  envisage  pour  determiner  la  valeur  de  AU,  d’ou  : AS(E0  -»  EF)  = ASa  + ASb. 

Avec  ASa  = j-y^dT  = J 


TimCjdT  ( T, 

T-  - 


(l’etat  du  liquide  ne  dependant  ici  que  de  la  temperature). 
D’autre  part  ( cf.  point  de  cours)  : ASb  = — — 

Tj  Tj 


<Ta  mg/vap(Tl) 


D’ou  AS(E0— > EF)  = mCLln  — + 


et 


0 — AS(E0  — > Ep)  ■ 


T, 


D’ou  0 = mCLln(y±)  + ^ 


mgZvap(Ti)  mCL(Ti  - T0)  + WgZ^pfTj)  -P^TpJVo 


T, 


0 = < mC 


InlU  T.-T. 


P,(T,)V0 


Application  numerique : 0 = 0,139  + 0,657  = 0,80  J ■ K_1. 

Si  on  compare  a la  transformation  reelle,  on  peut  remarquer  que  le  premier  terme  cor- 
respond au  chauffage  irreversible  de  l’eau  liquide,  et  le  second  a l’irreversibilite  de  la 

vaporisation: — = m„  — ne  concerne  que  la  masse  d eau  vaponsee... 
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2.  Determinons  d’abord  l’etat  d’equilibre  atteint : la  temperature  augmente  peu,  et  la 
pression  maximale  de  vapeur  est  plus  que  doublee  : la  masse  de  vapeur  d’eau  peut  aug- 
menter  tres  notablement,  et  il  est  probable  que  l’eau  va  se  vaporiser  totalement. 

Verifions-le  en  calculant  la  pression  atteinte  dans  l’hypothese  d’une  vaporisation 
totale  de  l’eau : 


p = S ' v7  = 0,69 ' 105  Pa  < Ps(T2)- 

L’eau  est  done  totalement  vaporisee  a la  pression  P2  = P. 

De  meme  que  precedemment,  le  volume  reste  invariable,  done  W = 0,  et  Q = AU. 
Calculons  AU  pour  la  suite  de  transformations  suivantes  : 

(a')  : Vaporisation  progressive  de  l’eau  liquide  restante  a T,  et  Ps(Tj)  constantes,  par 
augmentation  du  volume  : transformation  N — > B'. 

(b')  : Chauffage  de  la  vapeur  de  (Tj,  P^Tj))  a (T2,  V0) : transformation  B'  — > EF. 

Q = AU  = AUa-  + AUb' 


avec  AUa/  = A(H  - PV)  = AHa.  - P^Tj)  ■ AV 


oil  AHa,  = (m  - mg)Zvap(T1) 
(vaporisation  du  liquide  restant)  mg  masse 
de  vapeur  dans  l’etat  d’equilibre  precedent 
(mg  = 1,42  g) 

AV  = V'-V0 

et  (la  vapeur  est  un  gaz  parfait) : 

m tn„ 

PS(T1)V'  = -RT,;  PS(T1)V0  = -gRT1 

m - m„ 

soit  finalement : P„(T.)  ■ AV  = ^RT, 

s 1 M 1 

Cv 

D’autrepart  AUb<  = n;  — (Tj-Tj)  (C 


-v  rapporte  a 1 mole). 


Ce  qui donne 


Q = AU  = (m-  mg)(/vap(T1)  - + m^(T2  - Tl} 


Application  numerique  : Q = 1 233  + 53,7  <=>Q#  1,29  kj. 


Detendeur 

On  fait  subir  a du  freon  une  detente  de  Joule-Thomson  a partir  d'un  etat  correspon- 
dant  au  Liquide  de  saturation  (temperature  T2  = 303  K ) et  qui  L'amene  a un  etat  de 
temperature  T2  = 237  K. 
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1.  Determiner  cet  etat  final.  On  donne  pour  L'equilibre  liquide-vapeur  - et  pour  les 
temperatures  Tj  et  T2  - les  pressions  d'equilibre  ainsi  que  les  enthalpies  et  entropies 
massiques  h et  s. 


P(atm) 

K 

T2 

8 • 104  Pa 

387 

556 

4,061 

4,776 

Ti 

7,7  • 105  Pa 

448 

586 

4,286 

4,743 

(h  en  kJ  • kg-1  et  s en  kJ  • kg-1  • K-1 .) 

Quelle  est  la  variation  d'entropie  massique  du  fluide  lors  de  la  detente  ? 

2.  Reprendre  la  question  precedente  avec  les  donnees  suivantes  : 
•capacite  thermique  massique  du  liquide  CL  = 0,92  kJ  • kg-1; 

•chaleur  latente  massique  de  vaporisation  (vap(T2)  = 168  kJ  • kg-1. 

3.  Commenter  la  convergence  des  resultats  obtenus  aux  questions  1.  et  2. 


1.  de  cpu’il  faut  savoir 

• Detente  isenthalpique  de  Joule-Thomson. 

• Changement  d’etat  liquide  — > vapeur  : chaleur  latente. 


12.  de  cpz’il  faut  doinpreh<fre 

1.  Partant  du  liquide  de  saturation,  la  detente  va  avoir  pour  effet  de  vaporiser  en  partie 
le  fluide.  Pour  s’en  convaincre,  il  suffit  de  comparer  l’enthalphie  massique  h2  dans  l’etat 
final  (qui  est  identique  a celle  de  l’etat  initial  hl  puisque  la  detente  est  par  definition 
isenthalpique)  aux  enthalpies  massiques  du  liquide  de  saturation  (hL(T2))  et  de  la 
vapeur  saturante  ( 7iv(T2)) . 

2.  On  donne  maintenant  les  valeurs  de  la  capacite  thermique  du  liquide  de  saturation 
et  de  la  chaleur  latente  de  vaporisation  (a  la  temperature  T2).  Les  calculs  de  Ah  et  As 
s’effectueront  done  en  choisissant  un  chemin  reversible  menant  de  l’etat  initial 
(Tj,  x = 0)  a l’etat  final  (T2,  0 < x < 1). 


■ 3.  Solution 

1.  Dans  l’etat  initial,  le  fluide  se  trouve  dans  l’etat 
associe  au  point  A (liquide  de  saturation  a la  tempe- 
rature Tj  = 303  K et  a la  pression  Pj  = 7,7  ■ 105  Pa). 

Son  enthalpie  massique  est : 

^t  = 7il(ti)  = 448  kJ  • kg_1- 

• Dans  l’etat  final,  l’enthalpie  massique  du  fluide  reste 
le  meme  (la  detente  de  Joule-Thomson  est,  par  defi- 
nition, isenthalpique).  On  a done  : 1i{  - hx  - 448  kJ  ■ kg1. 
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D’autre  part,  dans  cet  etat  final,  T = T2  = 237  K;  or  hc  = hL( T2)  = 387  kj  • kg-1 
et  hD  = Zzv(T2)  = 556  kJ-kg~1,  soit : 


hr  < hf<  hT 


Le  point  figuratif  B se  situe  done  entre  C et  D sur  le  palier  de  vaporisation.  L’etat  final 
sera  celui  d’un  melange  liquide-vapeur  a la  temperature  T2  et  a la  pression 


P2  = 8 • 104  Pa.  On  a done  : 


h{  = Hvap  + Hliq 


avec  H 


vap 


mvapfev(T2) 


(m-mmp)hL(T2). 


et  Hliq 

Soit  en  introduisant  le  titre  x en  vapeur  : 

mvap  = xm  - x ■ 1 (m  = 1 kg),  d’ou  : h{  = xhv(T2)  + (1  -x)hL( T2) 


et 


hf~MT2) 

Mt2)-Mt2) 


Application  numerique : x 


448  - 387 
556-387 

i Variation  d’entropie  massique  : 


W * = 0'36' 


II  s’agit  de  calculer  As  = sf  — s;  (sf=  entropie  massique  dans  l’etat  final). 


On  a s;  = s^T^  et  sf  = xsv(T2)  + ( 1 - x)sL(T2). 

Application  numerique : 

As  = [0,36  x 4,776 + (1  -0,36)  x 4, 061] -4,286  =>  As  = 33  J • kg  1 • K-1. 

Ce  resultat  traduit  l’irreversibilite  de  la  detente  ( cf  second  principe). 

2.  La  detente  se  caracterisant  par  A h = 0 (hB  = hA),  calculonsA/jensuivantleche- 
min  reversible  A — ^ C — » B : Ah  = (hc  - hA)  + (hB-  hc). 

• Pour  le  liquide  de  saturation  (A  — > C) : 

Afz(A->C)  = Cl(T2-T1)  ou  est  la 
capacite  thermique  du  liquide  juste  saturant  que 
l’on  confondra  avec  CL  donne  dans  l’enonce. 

• La  transformation  C — > B s’effectue  sur  le 
palier  de  changement  d’etat.  Elle  correspond  a 
une  vaporisation  partielle  et  reversible  d’une 
masse  x kg  de  fluide  pour  une  masse  initiale  de 
1 kg  de  Freon  liquide,  d’ou  : 


A/i(C  — > B)  = %Zvap(T2). 
Au  total,  Ah  = 0 = CL(T2  - Tj)  + xlmp(T2) 


soit 


CL(Tt-T2) 

^vap  ( T2  ) 


. ,.  . , . 0,92  • (303  -237) 

Application  numerique  : x = 1 £=>  x = 0,36. 

168 
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■ Pour  calculer  la  variation  d’entropie  massique,  reprenons  le  chemin  reversible 

A — > C — > B ! As  = As(A  — > C)  + As(C  — > B),  avec  : 


As(A^C)  = jC^  = J. 


fT2CL  df 


= CLln 


As(B  — > C) 
D’ou 


^;vap(T2) 

T, 


(changement  d’etat  reversible). 


As  = CT  In | — j + 


<ap(T2) 

T, 


Application  numerique  : As  = 0,92  In 


237^  0,36x  168  . , , , 

+ — <=>  As  = 30  J • Kr1  • kg1. 


303 


237 


3.  On  constate  que  les  resultats  obtenus  en  1.  et  2.  concernant  le  titre  x en  vapeur  et  la 
variation  As  d’entropie  sont  tres  proches.  Ceci  n’est  guere  etonnant  puisqu’il  est  pos- 
sible d’evaluer  les  grandeurs  CL  et  Zvap(T2)  fournie  au  2.  a partir  du  tableau  de  valeurs 
thermodynamiques  propose  au  1. 

Ainsi  on  a : Zvap(T2)  = hv( T2)  - hL( T2)  = 556  - 387  =*  Zvap(T2)  = 169  KJ  • kg-i 
ou  encore  Zvap(T2)  = T2[sv(T2)  - sL(T2)]  = 237  x [4,776  - 4,  061] 

soit  /vaP(T2)  = 169,(5)  kj  • kg1. 

De  meme,  on  peut  considerer  que  l’on  a,  en  premiere  approximation,  pour  le  liquide 
de  saturation  : Zil(T2)  - /ip/T^)  # CL(T2  - T, ). 


On  a done  : CT 


foL(Ti)~MT2)  = 448-  387  . 
T,  - T,  303  -237’ 


CL~0,  92  kj  kg1. 


Ces  valeurs  sont  bien  en  accord  avec  celles  donnees  a la  question  2. 


Soulignons  enfin  que  l’on  rencontre  des  detendeurs  de  ce  type  dans  des  machines  fri- 
gorifiques. 


Evolution  isenthalpique 


Un  recipient  cylindrique  horizontal  est  ferme  par 
un  piston  pouvant  couLisser  sans  frottements.  La 
pression  exterieure  est  maintenue  constante  et 
egale  a P0  = 1 atm. 

Le  recipient  est  initialement  separe  en  deux  com-  paroi 

partiments  par  une  paroi  adiabatique  escamota- 

ble.  Le  compartiment  de  gauche  contient  de  L'eau  Liquide  saturee  (m1  = 1 


Po  - 
Po  - 


atm 

atm 


T-t  = 373  K),  celui  de  droite  est  rempli  de  vapeur  d'eau  (m2  = 2 


kg ; 
kg  ; 


T2  = 478  K).  Le  piston  et  les  parois  du  recipient  sont  adiabatiques. 
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On  supprime  La  paroi  F (sans  apport  de  travail). 

On  donne  Les  valeurs  numeriques  des  enthalpies  massiques  (h)  et  entropies  massiques  (s)  : 

(h,  = 419  kJ  • kg-1  ; s,  = 1,306  kJ  • kg-1  • K-1 

P0  = 1 atm  et  T = 373  K \ 

[hv  = 2 675  kJ  • kg-1  ; sv  = 7,354  kJ  • kg-1  ■ K-1 

P0  = 1 atm  et  T = 478  K;  hy  - 2 884  kJ  • kg-1 ; sv  = 7,847  kJ  • kg-1  • K-1. 

1.  Determiner  I'etat  d'equilibre  final  du  systeme. 

2.  CalcuLer  la  variation  d'entropie  AS. 

3.  Exprimer  egalement  cette  variation  d'entropie  AS  en  fonction  notamment  de 
/vap(Ti)  et  de  Cp,  capacite  thermique  a pression  constante  de  La  vapeur  (on  conside- 
rera  que  CP  est  constante  sur  I'intervalle  [ Ta,T2]  )• 

Evaluer  /^pCTj),  CP,  puis  AS.  ConcLure. 

1.  Ce  <^u’il  f&ut  sav oir 

• Premier  principe. 

• Changement  d’etat  liquide  — > vapeur  : fonctions  massiques  h(T,  x)  et  s(T,  x). 

■ 2.  Cf e <^u’il  faut  dolnpreh^re 

1.  Le  systeme  va  evoluer  vers  son  etat  d’equilibre  en  echangeant  uniquement  du  travail 
avec  l’exterieur  (pression  P0).  II  suffira  done  de  traduire  le  bilan  energetique  a l’aide  du 
premier  principe,  lequel  doit  se  reduire  ici  a la  conservation  de  l’enthalpie  (P0  etant 
egalement  la  pression  dans  les  deux  compartiments  avant  la  suppression  de  la  paroi). 
Pour  I’etat  final,  il  faudra  faire  une  hypothese  : on  pourra,  par  exemple,  considerer  qu’il 
correspond  a un  equilibre  liquide-vapeur  ( P0  = 1 atm  et  T = 373  K). 

2.  Les  etats  initial  et  final  etant  connus,  leurs  entropies  se  calculent  aisement  (l’entro- 
pie  est  une  grandeur  extensive).  On  doit  trouver  une  variation  AS  positive  ( cf.  second 
principe  en  l’absence  d’echanges  thermiques). 

3.  On  prendra  un  etat  de  reference  associe  au  liquide  de  saturation  (P0,Tj).  On  lui 
attribuera  une  entropie  massique  s0.  On  calculera  les  entropies  des  etats  initial  et  final 
a partir  de  cet  etat  de  reference. 

3.  Solution 

1.  Le  systeme  est  thermiquement  isole  de  l’exterieur  (parois  adiabatiques)  et  ne  reqoit 
done  aucune  energie  thermique  (Q  = 0). 

D’autre  part,  les  forces  de  pression  exterieures  (P0)  lui  fournissent  le  travail  mecani- 
que  W tel  que  : W = -P0AV  = -Po^-VO 
(Vj  volume  total  initial,  V2  volume  final). 

Le  bilan  d’energie  (premier  principe)  s’ecrit  ici : 

AU  = L^-Uj  = - P0(V2  - V,)  (Q  = 0). 
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Soit  encore:  (U2  + P0V2)  = (Uj  + P0Vj). 

Or  la  pression  d’equilibre  en  fin  de  transformation  est  necessairement  P0  (equilibre 
mecanique) ; mais  P0  est  aussi  la  pression  dans  chaque  compartiment  avant  la  suppres- 
sion de  la  paroi.  Les  quantites  (Uj  + P0Vj)  et  (U2  + P0V2)  represented  done  les 
enthalpies  dans  les  etats  initial  et  final.  La  transformation  se  caracterise  alors  par  l’inva- 
riance  de  l’enthalpie  du  systeme. 

AH  = 0 

L’enthalpie  initiale  est  donnee  par  : 

Hj  = Hj(eau  liquide  saturee)  + Hj( vapeur  d’eau) 

Soit  Hj  = m1hL(  373)  + m2hv(  478). 


L’etat  du  fluide  dans  les  deux  compartiments 
est  represente  sur  le  diagramme  (P,  V)  par  les 
points  A et  B.  Imaginons  que  l’etat  final  puisse 
etre  associe  au  point  C (titre  x en  vapeur),  ce 
qui  impose  une  temperature  T = Tt  (et 
P = P0 ).  Des  lors,  l’enthalpie  finale  corres- 
pond a celle  d’un  melange  liquide-vapeur,  de 
masse  totale  m1  + m2,  soit : 

H2  = [xhv(373)  + (1  - x)hL(373)](ml  + m2). 


La  transformation  etant  isenthalpique,  il  vient  (H:  = H2) : 

m1/jL(373)  + m2hv( 478) 


xhv(373)  + ( 1 - x)hL(373)  = 


m j + m 2 


D’oii : 


x[hv(373)-hL(373)]  = 


[m1/iL(373)  + m2hv(478)]  - [(tn1  + m2)hL( 373)] 


L„  . f m2[hv(478)-/zL(373)] 

Fmalement  x = 

(ml  + m2)[hv(373)  - hL(373)] 


(1) 


Application  numerique : 


x 


2[2  884  - 419] 

3 x [2  675 -419] 


=>  x = 0,73  (on  a bien  0 =£  x 1 ). 


L’etat  final  est  done  celui  d’un  melange  liquide-vapeur  : 

P0  = 1 atm  ; T = 373  K ; 
x = 0,73  =>  mv  = 2,19  kg;  mL  = 0,81kg. 

2.  La  variation  d’entropie  du  systeme  est  AS  = S2  - Sj  avec  : 

Sj  = Sj  (eau  liquide  saturee)  + S!  (vapeur  d’eau) 

soit  Sj  = nz1sL(373)  + m2sv(478), 

et  S2  = (nij  + m2)[xsv(373)  + (1  -x)sL(373)]. 
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D’oii 


AS  = (ml  + m2)[xsv( 373)  + ( 1 - x)sL(373)]  - mjSL(373)  - m2sv( 478) 


Application  numerique : 

En  utilisant  l’expression  (1)  definissant  la  valeur  de  x,  nous  obtenons  : 

AS  = 0,135  kj  • K1. 

La  transformation  envisagee  s’accompagne  d’un  accroissement  de  l’entropie  du  sys- 
teme  conformement  a l’expression  du  second  principe  : 

AS  = Se  + O (a  = creation  d’entropie  : a > 0 ) 
avec  ici  Se  = 0 (transformation  adiabatique). 

On  doit  bien  avoir  AS  = O > 0. 


3.  Appelons  s0  l’entropie  massique  du  liquide  p 
de  saturation  dans  l’etat  ( T , , P0) : point  A. 

Dans  l’etat  initial,  nous  avons  : 

Si  = m1s0  + m2sB 
= (sls-sv)  + (sA<-sA)  + sA 


ou 


^vap(Ti)  A ,c 

- S 4 = — 1 par  defi- 

J-  1 


nition  de  la  chaleur  latente  de  vaporisation. 

C v c , [ ^vap(Ti) 

Soit  S;  = mls0  + m2<  s0  + — ^ — + (5B-sA-) 


T, 


Or  sB  - sA- 


T, 


C A' 


V 


Cpln  — - (B  et  A'  correspondent  a la  meme  pression  P0  et  a des  tempe- 
-1-  1 


ratures  differentes  T,  et  T2 ; de  plus  on  suppose  CP  = cste). 


T~,,  , c / . ’i  [^vapC^l)  , ^ , ^2 

D ou  : S;  = (m1  + m2)s0  + mJ  — ^ + CPln  — 

• L’etat  final  est  associe  au  point  C,  et  a un  titre  x en  vapeur  et  a une  masse  totale 
m = m1  + m2: 

?vap(Tl)l 

T1  J 


Sf  = (mj  + m2)\s0  + x 


Et  AS  = Sf-  Sj  = (m j + m2)x 


Zyap  ( T 1 ) 

T, 


WTl)xr  , T2 
-v — + cPln^r 
1 1 1 1 


a) 


• Evaluons  Zvap(Tj)  et  CP  : 
on  a : 


Zva pCTf)  = = M373)-M373)=>Zvap(T1)  = 2 256  kj  • kg  i 


Chapitre  6 - Thermodynamique  (463 


Exercice  633 


Exercice  634 


on  aurait  pu  egalement  ecrire  : 

/VaP(Ti)  = T1(5v(T1)  - SpCTj))  = 373(7,354-  1,306)  = 2 256  kj  ■ kg"1 2. 

De  plus,  avec  les  hypotheses  de  l’enonce,  on  a : 

hv(478)  - hv( 373)  # CP(478  - 373)  =>  CP  = 1,99  kj  • K 1 • kg-1. 

• Ce  qui  donne  ( cf  (1)) : AS  = 0,133  kj  • kg-*. 

Cette  valeur  est  en  accord,  aux  approximations  faites,  avec  le  resultat  etabli  a la 
question  2. 


Point  triple 

Un  recipient  a parois  adiabatiques  de  volume  V0  = 1 L contient  un  melange  de  glace, 
d'eau  Liquide  et  de  vapeur  d'eau  a La  temperature  T3  et  la  pression  P3  du  point  tripLe 
(T3  = 273,16  K,  P3  « 600  Pa  ).  La  masse  initiale  d'eau  Liquide  est  m0  = 50  g.  Une 
pompe  aspire  La  vapeur  d'eau  avec  un  debit  D = 0,1  L ■ s_1,  on  suppose  L'evoLution 
quasi  statique,  et  la  vapeur  d'eau  est  assimilee  a un  gaz  parfait. 

1.  Preciser  L'evoLution  de  L'eau  contenue  dans  Le  recipient. 

2.  Au  bout  de  combien  de  temps  La  temperature  de  L'eau  commencera-t-eLLe  a varier  ? 
Quel  sera  Le  contenu  du  recipient  a ce  moment  ? 

On  donne  : chaLeur  Latente  de  fusion  de  La  glace  a La  temperature  T3 : lf  = 335  kj  • kg-1  ; 
chaLeur  Latente  de  vaporisation  de  L'eau  a T3  : (vap  = 2,54  • 103  kJ  • kg-1. 

II.  de  c[u’i]  faut  sav oir 


• Point  triple  : equilibre  vapeur-liquide-solide. 

• Chaleurs  latentes  de  vaporisation  et  de  fusion. 

12.  de  cfu’il  fa. tit  dolnpreh^re 

1.  Le  point  triple  d’un  corps  pur  correspond  a un  etat  ou  le  corps  existe  sous  trois  pha- 
ses (etats  physiques)  differentes.  La  temperature  et  la  pression  d’ equilibre  ne  peuvent 
varier  qua  condition  qu’une  des  trois  phases  disparaisse...  L’ evolution  au  debut  ne 
peut  done  etre  qu’isobare  et  isotherme  (hypothese  quasi  statique). 

2.  Pour  determiner  le  sens  de  cette  evolution,  il  faut  faire  un  bilan  d’energie  (ou 
d’enthalpie. . .)  sur  un  systeme  defini  de  fagon  precise. 
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3.  Solution 


1.  A l’equilibre  du  point  triple  de  l’eau,  les  trois 
etats  physiques  (solide,  liquide  et  gaz)  coexistent : 
d’apres  le  diagramme  d’etat  P(T),  toute  variation 
de  la  temperature  ou  de  la  pression  exige  - si 
l’equilibre  est  maintenu  - la  disparition  de  l’une 
au  moins  des  trois  phases. 

Dans  le  cas  present,  la  pompe  tend  a diminuer  la 
pression  du  gaz  : l’equilibre  ne  peut  se  maintenir 
que  par  formation  d’une  quantite  supplementaire 
de  vapeur  (a  partir  du  liquide  ou  du  solide. . .). 

L’energie  thermique  necessaire  a la  vaporisation  ne  peut  provenir  que  de  la  solidifica- 
tion simultanee  d’une  partie  de  l’eau  liquide  (recipient  adiabatique). 

Ainsi  entre  tett  + dt,  il  se  forme  une  masse  dm'  de  vapeur  et  une  masse  dm"  de  glace 
ce  qui  correspond  a la  disparition  d’une  masse  dm  de  liquide. 

Tant  qu’il  reste  du  liquide,  la  pression  se  maintient  a P3  et  la  temperature  a T3. 


2.  La  temperature  de  l’eau  commencera  a varier  a partir  d’une  date  f,  oil  toute  l’eau 
liquide  aura  disparu. 

Au-dela  de  cette  date  tv  il  ne  reste  plus  que  de  la  glace  et  de  la  vapeur  d’eau,  qui  restent 
en  equilibre ; temperature  et  pression  evoluent  alors  en  suivant  la  courbe  de 
sublimation  : l’energie  necessaire  a la  formation  de  vapeur  provenant  du  refroidisse- 
ment  de  la  glace. . . C’est  done  a la  date  tl  que  la  temperature  de  l’eau  commencera  a 
varier. 


Etudions  done  la  premiere  phase  oil  coexistent  vapeur-liquide-solide  a P3  et  T3. 


Prenons  comme  systeme  l’eau  contenue  dans  le  recipient  a la  date  t : dans  l’intervalle 
de  temps  df  qui  suit,  le  volume  occupe  par  ce  systeme  augmente  (la  pompe  qui  aspire 
la  vapeur  « fournit » un  travail  W = -P38V...),  mais  on  peut  considerer  que  la 
vapeur  aspiree  ne  reijoit  aucune  energie  thermique  ( Q = 0,  evolution  adiabatique). 


Done  (evolution  isobare)  AH  = Q et  Q = 0 => 
a enthalpie  constante. 


AH  = 0 


l’eau  du  recipient  evolue 


Faisons  un  bilan  entre  les  instants  f et  t + d t.  La  conservation  de  la  masse  impose  : 

dm  = dm'  + dm" 


et  la  variation  d’enthalpie  de  l’eau  entre  t et  t + dt  est  donnee  par  : 

8H  = dm'hv  + dm"h^-  dmhL 

oil  hv,  h&  et  hL  sont  les  enthalpies  massiques  de  la  vapeur,  de  la  glace  et  du  liquide  a 
la  temperature  du  point  triple. 

dH  = 0 implique  alors  : dm'(hv  - hL)  + dm"(hs~  hL)  = 0. 


Or,  par  definition  l. 


vap 


hv  - hL  et  l{  = hL  - hg  d’ou  : 


8m'/vap  - dm"l(  = 0 =>  dm 


" — vaP 


dm' . 
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11  reste  a calculer  la  masse  de  vapeur  formee.  Celle-ci  est  assimilee  a un  gaz  parfait, 
d’ou : 


m'  MP, 

PV  = nRT  = — RT  =>  m'  = — ^ 
M RT, 


■ V. 


La  masse  de  vapeur  8 m'  correspond  alors  a un  volume  8V  tel  que  : 8 m' 


MP, 

RT 


■8V. 


Or  la  pompe  aspire  pendant  df  un  volume  8V  = Ddf  (D  = debit  volumique)  soit 
encore  une  masse  de  vapeur  : 


8m'  = -■--■-Ddf  et  8m  = dm'  + 8m"  = 8m'fl  + -b! 
RT,  V h 


U 


MP, 


1 + -2E  ._£D-8 t 


RT, 


8m 

dt 


d’ou  la  loi  devolution  de  la  masse  m d’eau  liquide  : m = m0  - 
L’eau  liquide  aura  done  completement  disparu  au  bout  d’un  temps  : 
mn 


m = 0 =>  t1 


dm 

~di 


m0  RT3 


MP,  • D 1 + 


vap 


Application  numerique  : t1  = 


335 


50  x 8,31  x 273  

18  x 600  x 10-4  335  + 2 540 


= 3 h 24  min. 


^ Eau  liquide  en  equilibre  avec  sa  vapeur 

On  considere  de  L'eau  liquide  en  equilibre  avec  sa  vapeur  a La  temperature 
T0  = 394  K et  a La  pression  P0  = 2 atm.  La  masse  d'eau  est  m - 9 g,  et  le  volume 
total  occupe  par  l'eau  est  V0  = 4,7  L. 

1.  Determiner  Le  titre  en  vapeur  du  melange. 

2.  On  place  le  systeme  dans  un  thermostat  a la  temperature  TF  = 478  K.  Determiner 
L'energie  thermique  Q fournie  par  Le  thermostat  dans  les  deux  cas  suivants  : 

a.  si  L'on  maintient  la  pression  constante  (egale  a P0)  ; 

b.  si  le  volume  est  invariable. 

3.  Commenter  les  resultats  du  2.  a.  et  2.  b. 

On  donne,  pour  L'eau,  Les  valeurs  des  volumes  massiques  de  La  vapeur  saturante  (vv) 
et  du  Liquide  de  saturation  (vL),  ainsi  que  Les  enthalpies  massiques  correspondantes 
(/7V  ethL)  : 

fvv  = 858  dm 3 • kg  -1  ; hv  = 2 710  kJ  • kg  1 ; 

• T = 394  K 

[vL  = 1,06  dm3  • kg-1  ; hL  = 509  kJ  • kg-1 ; 
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• T = 412  K i/v  = 522  dm3  • kg-1; 

• T = 478  K et  pour  un  voLume  massique  de  522  dm3  • kg-1,  on  a : 

h = h'  = 2 870  kJ  - kg-1  et  P = P'  = 4,1  atm  ; 

• T = 478  K et  pour  une  pression  P = 2 atm,  on  a : 

h = h"  = 2 890  kJ  • kg-1. 


Solution 


1.  Par  definition,  le  titre  en  vapeur  est  donne  par  la 
relation : 


D’autre  part,  en  designant  par  mL  la  masse  d’eau  liquide, 
nous  avons : 


m = mL  + mv 
V0  = vLmL  + vymv. 

V0 

Soit  encore  : v0  = — = vL(  1 - x)  + v x 
m 

(ou  v0  represente  le  volume  massique  « global  »). 


D’oii 

Application  numerique : 


vL  = 1,06  dm3  • kg-1 ; vv  = 858  dm3 -kg-1; 


D’oii  x 


522-  1,06 
858-  1,06 


=>  x — 0,61. 


4,7 

9 • 10“3 


522  dm3  • kg-1. 


2.  a.  La  pression  est  maintenue  constante  P = P0 , 
et  la  temperature  finale  TF  = 478  K est  superieure 
a la  temperature  T0  de  l’equilibre  liquide  vapeur 
(pour  une  pression  P0).  L’etat  du  systeme  (ramene  a 
l’unite  de  masse)  passe  d’un  melange  liquide- 
vapeur  (point  A)  a celui  de  la  vapeur  (point  B). 

Appliquons  alors  le  premier  principe  au  fluide  : 

AU  = Wext  + Q. 


Le  travail  exterieur  s’exprime  simplement  par 
Wext  = -P0AV,  d’ou : 

Wext  = -P0(VF-V0). 


Soit  une  energie  thermique  Q fournie  par  le  thermostat : 

Q = UF-UI  + P0(VF-V0)  = (UF  + P„VF)- 


(Uj  + PoVo). 
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f HF  = UF  + PFVF  = UF  + P0VF 
Or  P,  = Pp  = Pn  \ 

[h,  = Up  + PpVj  = Uj  + P0Vj 

Finalement  Q = 1 1 r — H r (transformation  isobare),  ct  en  designant  par  h les  enthal- 
pies massiques : 

Q = m(h¥-h{) 

\ se  calcule  a partir  des  valeurs  hY  et  hL  des  enthalpies  massiques  de  la  vapeur  saturante 
et  du  liquide  sature,  et  du  titre  x en  vapeur  : 

/zj  = x hv  + ( 1 - x)hL  . 

Quant  a 1iv  il  s’identifie  a la  quantite  h",  d’oii : 

Q = m[h"  - x hv-  (1  - x)hL] 

Application  numerique : 

Q = 9 • 1 0 — 3 [ 2 890  - 0,61  x 2 710  - 0,39  x 5 09]  =>  Q = 9,38  kj. 


2.  b.  Cette  fois-ci,  le  volume  reste  egal  a V0  et  le  premier  principe  s’ecrit : 


AU  = Q => 


Q = m(u¥  - Uj) 


oil  mf  et  Mj  designent  les  energies  internes  massiques  dans  les  etats  final  et  initial. 


L’etat  initial  est  toujours  associe  au  point  A. 

Pour  l’etat  final,  on  a un  volume  massique  v0  et  une  temperature  TF  = 478  K superieure 
a celle  du  point  A'  ( TA-  = 412  K d’apres  les  donnees)  : cet  etat  correspond  a un  point 
tel  que  B'  pour  lequel  l’enthalpie  massique  vaut  h'  et  la  pression  P'  = 4,1  atm. 


Or  mf  = Itp-PpVp  avec  hF  = h',  PF  = P' 
et  vF  = v0,soit:  mf  = h' — P'v0  . 

De  meme  = ftj-PjVj  avec 

hi  = hvx+hL(  1 -x),  P,  = P0  et  v,  = v0. 

D’oii 

Q = m[(h'  - P'v0)  - (h  v x + h L(1  - x)  - P0v0)]. 
Application  numerique  : Q - 8,2  kj. 


3.  Les  resultats  des  questions  2.  a.  et  2.  b.  nous  montrent  que  l’energie  thermique  four- 
nie  par  le  thermostat  est  plus  grande  pour  la  transformation  a pression  constante  que 
pour  la  transformation  a volume  constant : 

- dans  le  deuxieme  cas,  l’energie  thermique  re^ue  s’identifie  a la  variation  d’energie 
interne  (volume  constant),  soit  Q2  =U'F-Uj; 

- dans  le  premier  cas  (P  = P0),  on  a : 

Qi+Wext  = Up'-Uj^Qp  = (Up  - Uj)  - Wext. 

La  difference  entre  Q,  et  Q2  provient  done  pour  l’essentiel  de  la  quantite  Wext  (en  effet, 
pour  la  vapeur  assimilable  a un  gaz  parfait,  on  aurait  UF'  = UF , puisque 
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Tp"  = Tp  = 478  K).  Or  dans  cette  derniere  transformation,  le  volume  augmente  et  Wext 
est  defini  negatif,  de  sorte  que  Qj  > Q2  , comme  il  se  doit. 

On  a Wext  = -P0[m(vF-v0)]. 

Les  tables  donnent  vF  = 1,19  m3  ■ kg-1  (pour  P = P0  = 2 atm  et  T = TF). 

D’oii  Wext  = -2  • 105  x 9 • 10-3(1,19  - 0,522)  =>Wext  = -1,20  kj. 

Or  Q!-Q2  = 9,35-8,18  = 1,17 kj. 

II  y a bien  accord  (Qi  - Q2  — Wext). 


% Detente  isentropique  de  vapeur  saturante 


1.  On  donne  pour  1'eau  les  valeurs  des  enthalpies  massiques,  associees  aux  etats  liquide 
et  vapeur,  a des  temperatures  differentes. 

Tj  = 418  K;  /7l  = 610  kJ  • kg  1 ; /7V  = 2 739  kJ  • kg  1 ; 

T2  = 373  K;  /rL  = 419  kj  • kg  1 ; hv=  2 675  kj  • kg-1. 

On  admet  que  pour  les  temperatures  considerees  (T  =£  470  K),  la  chaleur  latente  de 
vaporisation  de  L'eau  Zvap  varie  Lineairement  avec  La  temperature  T.  En  deduire  L'expres- 
sion  numerique  donnant  Zvap(T)  exprimee  en  kj  • kg-1. 

2.  On  considere  de  la  vapeur  d'eau  saturante  (temperature  T < 470  K).  On  lui  fait 
subir  une  detente  isentropique.  Montrer  que  cette  detente  s'accompagne  d'une  lique- 
faction partielle  : on  noteray  le  titre  en  Liquide  du  melange. 

Donner  La  valeur  dey  pour  des  temperatures  finale  et  initiale  egales  a T2  et  Ta. 


On  supposera  que  la  capacite  thermique  du  liquide  de  saturation  est  une  constante  C. 
Pour  Les  applications  numeriques,  on  prendra  C = 4,186  kj  • kg-1  ■ K-1. 


3.  Sur  le  diagramme  (P,  T),  L'etat  initial  est 
associe  au  point  A(Pa,  Ta).  La  pente 

de  la  courbe  d'equilibre  % est  liee  a la  chaleur 
latente  de  vaporisation  /vap  par  L'expression 
dite  formule  de  CLapeyron  : 

Zvap  = , OU  Vv  et  vL  = volumes 

massiques  de  La  vapeur  saturante  et  du  liquide 
de  saturation. 


Determiner  la  grandeur  — caracterisant  La  pente  en  A de  L'isentropique  situee 

a 1 ^vap 

dans  Le  domaine  de  la  vapeur  et  aboutissant  en  A. 

Etablir  une  condition  sur  ces  pentes  pour  que  la  detente  envisagee  s'accompagne 
effectivement  d'une  liquefaction  partielle.  Conclure. 
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Solution 


1 . A la  temperature  d’equilibre  T,  la  chaleur  latente  de  vaporisation,  rapportee  a l’unite 
de  masse,  est  donnee  par  l’expression  : 

Zvap(T)  = hv(T)-hL(  T). 

On  admet  des  variations  lineaires : Zvap  = a-(3T  (Ah  = hv-hL  doit  diminuer 
quand  la  temperature  augmente  ; Ah  tend  vers  une  valeur  nulle  pour  T — > Tc  ).  On  a 
done : 

MD-M  T)  = a-pT. 

Appliquons  cette  relation  aux  deux  temperatures  Tx  et  T2 : 

fa  - pTj  = 2 739  - 610  =>  fa-418p  = 2 129  = Zvap (Tj) 

{a  - pT2  = 2 675  -419  =>  \a-  373p  = 2 256  = Zvap(T2) 

La  resolution  de  ce  systeme  conduit  a : 

P = 2 4i8  - 373 f ^ P = 2,82kJ  ' kg  l ' K_1  et  01  = 3 309 kJ  ' kg  '- 


D’oii 


Zvap(T)#(3  309-2,82T)kJ-kg-1 


2.  La  detente  va  s’accompagner  d’une  aug- 
mentation du  volume  et  d’une  diminution  de 
la  pression  et  de  la  temperature. 

Supposons  qu’elle  s’accompagne  effectivement 
d’une  liquefaction  partielle  (A  — > B)  et  ecri- 
vons  que  l’entropie  dans  les  etats  « A » et  « B » 
est  la  meme  (temperatures  respectives  T et  T')- 


Or  la  variation  d’entropie  sur  le  chemin  A — > B associe  a la  detente  est  la  meme  que 
sur  le  chemin  A — » A'  — » B'  — » B (S  est  une  fonction  d’etat).  On  a done  : 


AS(A  ->•  B)  = AS(A  ->•  A')  + AS(A'  B')  + AS(B'  B). 
Et  d’apres  la  definition  de  la  chaleur  latente  : 
r l (T) 

AS(A'  — > A)  = 42L. — - (pour  l’unite  de  masse) 
l (T') 

AS(B'  — » B)  = A£L_J(i_7). 


D’autre  part,  l’etat  du  liquide  de  saturation  ne  depend  que  de  la  temperature  d’equili- 
bre T.  La  variation  d’entropie  sur  le  chemin  A'  — » B'  est  alors  donnee  par  (toujours 
pour  l’unite  de  masse) : 


AS(A' — » B')  = Cln^Y  j (C  considere  comme  constant). 
Soit  au  total : 

AS(A  — > B)  = + + 
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La  valeur  dey  (si  elle  existe)  est  done  definie  par  la  relation  : 


Cln 

(?) 

Zvap(T')  Zvap(T) 
T 

y 

Zvap(T') 

T' 

Supposons  alors  T'  infiniment  voisin  de  T : T'  = T - e (e>0  et  e « T ). 

La  detente,  a partir  de  l’etat  caracterise  par  T,  amorcera  une  liquefaction  partielle  pour 
7(8)  > 0,  soit  pour  : 


Cln 


1 _ > 0 

tJ  T — 8 T 


Or  In 


(1) 


?vap(T-£)  ^vap(T)  _ (_L 1^  08 

T — 8 T It  -e  T J T2  * 


La  condition  (1)  s’ecrit  alors  : — - C + — > 0 


T 


a 


T 


e’est-a-dire 


T < 


Application  numerique  : T < 


3 309 
4,186 


T < 790  K. 


L’hypothese  faite  (de  l’eau  liquide  apparait)  est  done  verifiee.  II  faut  egalement  noter 
que  la  temperature  critique  de  l’eau  est  deja  inferieure  a cette  temperature  limite 
(Tc  ~ 650  K)! 


Cependant,  l’expression  donnant  Zvap  n’est  evidemment  plus  valable  a ces  temperatu- 
res, on  aurait  en  effet : 


Zvap(650  K)  = 3 309-2,82x650  = ^OkJ-kg-1 
alors  qu’elle  devrait  etre  nulle  ! 

Faisons  maintenant  T = T,  = 418  K et  T'  = T2  = 373  K. 


y = 


4, 186  In 


2 256 
H 

373 


2 256 
373 


2 129 
418 

=>y 


7,9  ■ IQ  2. 


3.  Pour  calculer  la  pente 


de  l’isentropi- 


que  associee  au  gaz,  on  assimilera  ce  dernier  a un 
gaz  parfait  de  masse  molaire  M (il  est  alors  neces- 
saire  que  la  temperature  Tj  soit  suffisamment 
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faible  devant  la  temperature  critique  Tc).  Des  lors,  l’isentropicite  se  traduit  par  la  loi  de 
Laplace : 


P!-TTY  = cste=»(l-Y)^+y^ 


0. 


D’oii 


S„P(A) ' 


Y £1 
Y-1X,' 


Lors  de  la  detente  isentropique,  la  temperature  et  la  pression  doivent  diminuer.  Partant 
done  de  l’etat  A(Pp  Tj)  oil  le  fluide  est  sous  forme  de  vapeur  saturante,  cette  detente 
fera  passer  le  fluide  a l’etat  de  vapeur  seche  dans  le  cas  ou  : 


vap 


{cf.  graphe  ci-contre). 

La  condition  de  liquefaction  partielle  s’ecrit  done  : 


(A)  < 


vap 


dp 

dT 


(1) 


L’ evaluation  de  ) 

dT  A 


(A)  peut  se  faire  a partir  de  la  formule  de  Clapeyron  dans 


eq 


laquelle  on  fera  vv  » vL  (Tt  « faible  » devant  Tc) : 


dPi  ?vap(T) 

dlJeq  Tvv 


avec  Pvv  = 


RT 

M 


(hypothese  du  gaz  parfait) 


d’oii 


dPA 

dTj* 


eq 


l (T) 

# J^MP 
RT2 


(*)  = » 


dP 
dTA 


eq 


rt: 


La  condition  (1)  s’ecrit  alors  : 

Y pi  U(Ti)MPi 
Y-1Ti  RTj 

Soit  avec  l’approximation  supplemental  Zvap  = a-(3T 

a~|3Tl>- I,  R =*  Tl< “ 

Ti  T-1M  B | 1 R 

M Y-  1 M 

Pourl’eau,  M = 18  g,  y~1>3  l’application  numerique  donne  : 

T < 686  K. 

La  difference  des  valeurs  numeriques  (790  K et  686  K)  est  liee  a la  nature  des  approxi- 
mations faites.  Cependant,  le  resultat  reste  le  meme  puisque  ces  deux  temperatures 
limites  demeurent  superieures  a la  temperature  critique  Tc. 


^vap(Tl ) > _J_  R 
Tj  y-  1 M 
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Condensation  - Surfusion 

1.  Un  cylindre  a parois  diathermanes  contient  une  masse  m = 0,50  kg  d'eau  a l'etat 
de  vapeur  saturante  : T = J1  - 373  K et  P = P0  = 1 atm.  IL  est  ferme  par  un  pis- 
ton sans  masse  pouvant  couLisser  sans  frottements.  La  pression  exterieure  au  niveau 
du  piston  etant  maintenue  egale  a P0.  Le  systeme  est  place  dans  un  thermostat  de 
temperature  T0  = 290  K. 

a.  Preciser  Les  echanges  energetiques.  Les  calculer  avec  : 

• chaLeur  Latente  massigue  de  vaporisation  : /^(Tj)  = 2 260  kJ  • kg-1 *  ; 

• capacite  thermigue  massigue  de  L'eau  Liquide  : cL  = 4,18  J • kg-1  • K 1 ; 

• voLume  massigue  de  La  vapeur : ^(373  K,  1 atm)  = 1,670  m3  • kg-1; 

• voLume  massigue  du  Liquide  : v0(290  K,  1 atm)  = 1 • 10-3  m3  • kg-1. 

b.  Proposer  un  bilan  entropigue  et  donner  La  vaLeur  de  La  creation  d'entropie. 

2.  Le  cylindre  contient  maintenant,  dans  l'etat  initial,  une  masse  m = 0,5  kg  d'eau 
Liquide  dans  les  conditions  Tj  = 260  K et  P = P0  = 1 atm.  Ses  parois  et  Le  piston 
sont  desormais  adiabatiques  et  La  pression  exterieure  reste  maintenue  a P0  = 1 atm. 

a.  Donner  completement  l'etat  final  du  systeme. 

Faire  I'application  numerique  avec  : chaLeur  Latente  massique  de  fusion  : 
Zf(T0  = 273  K)  = 335  kJ  • kg-1. 

b.  Proposer  un  bilan  entropique  et  donner  La  vaLeur  de  La  creation  d'entropie. 
Solution 


1.  a.  L’etat  initial  de  l’eau  se  situe  sur  l’isotherme  T,  = 373  K (point  A de  la  courbe 
^j),  l’etat  final  sur  l’isotherme  T0  = 290  K (point  B de  la  courbe  : l’eau  est  done  a 

l’etat  liquide).  La  transformation  est  monobare  et  monotherme.  Le  fluide  passe  de 
l’etat  de  vapeur  saturante  a celui  de  liquide,  et  le  volume  qu’il  occupe  va  done  dimi- 
nuer.  II  regoit  une  energie  thermique  Q du  thermostat  et  un  travail  W de  l’atmosphere 

exterieure. 
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P0  AV. 


On  a (premier  principe) : 

AU  = Q + W avec  W 
Soit  AU  + P0  AV  = Q =>  A(U  + P0V)  = Q. 

Dans  l’etat  initial  et  dans  l’etat  final,  la  pression  du  fluide  est  P0,  et  la  quantite  U + P0V 
represente  l’enthalpie  H de  l’eau,  soit : 

AH  = Q. 

Pour  evaluer  AH,  considerons  la  transformation  reversible  A — > A'  — » B : 

AH  = AH(A  -+  A')  + AH(A'  -+  B). 


Or 

D’ou 


AH(A,  A')  = -m  /vap(Tj)  par  definition  de  /vap( Tj) 
AH(A'  — » B)  = mCL(T0  - Tt). 


Q = mCL  (T0  - Tj)  - 


w = -po(vo-yi)m 


en  fait  W # P0Vjm 


oil  v1  et  v0  represented  les  volumes  massiques  dans  les  etats  A [vapeur  d’eau, 
Tj  = 373  K,  P = P0  = 1 atm]  et  B [eau  liquide,  T0  = 290  K,  P = P0  = 1 atm]. 

Application  numerique : 

Q = 0,5[4, 18(290  - 373)  - 2 260]  =>  Q = -1  300kJ 
W # +0,5  x 1,67  x 1,013  • 105  =>  W = 84,6  kj. 

1.  b.  Faisons  maintenant  un  bilan  entropique  en  prenant  comme  systeme  le  fluide. 
Designons  par  S son  entropie.  Le  second  principe  s’ecrit : 

AS  = Se  + a (a  = creation  d’ entropie). 

Le  systeme  « recoit  » l’energie  thermique  Q du  thermostat  de  temperature  T0,  d’ou  : 

m[^vap(Ti)  + 0,(1,  - T0)] 

Tn 


Lo  Lo 

D’autre  part,  le  calcul  de  AS  peut  s’effectuer  en  reprenant  le  chemin  reversible 
A — > A — ^ B : AS  — AS(A  — > A ) + AS(A  — > B),  avec 
(- m lvaD(T.)) 

— t (changement  d’etat  vapeur  — > liquide 

a temperature  Tj) 


AS(A  — > A')  = 


T, 


AS(A'  — > B)  = J 


T0  mCLdT 


Ti 


D’ou  : AS  = + mCLln|  ^ 

Soit  l’equation  de  bilan  : 

-mlvap(Ti) 


(transformation  isobare  et  dH  = 8Q 
avec  dH  = mCLdT) 

Tn 


Ti 


+ mCLln(  T 


m[/vap(  T^  + C^-T,,)] 


+ o 


et : 
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Ce  qui  peut  s’ecrire  0 = + a2  avec  : 


Cl  = > 0 puisque  T0  < Tt  et  Zvap  > 0. 

Cette  creation  correspondrait  au  seul  changement  d’etat  de  l’eau. 


°2  = 


(celle-ci  est  associee  au  passage  de  l’eau 
liquide  de  la  temperature  T,  a la  tempe- 
rature T0). 

Dans  les  deux  cas,  l’energie  thermique 
est  fournie  par  le  thermostat  (T0). 

Application  numerique : 


0,5  x 2 260 


290 


=><*i 


0,867  kj  • K-1 


°2 


0,5x4,18 


=>  02 


0,072  kj  • K"1. 


Soit  au  total  0 = 0,939  kj  • K_1  =>  0 = 0,94  kj  • K 1 . 


2.  a.  La  aussi,  la  transformation  est  monobare  mais  contrairement  au  cas  precedent, 
elle  est  adiabatique  (et  irreversible).  Elle  se  caracterise  done  par  la  relation  AH  = 0. 

Imaginons  que  l’etat  final  soit  associe  a un  equilibre  liquide/solide  a la  pression  impo- 
see  d’une  atmosphere  et  a la  temperature  T0  = 273  K comprenant  une  masse  mx  de 
glace  et  une  masse  (1  -x)m  d’eau  liquide.  Pour  determiner  AH,  on  peut  prendre  le 
chemin  reversible  suivant : chauffage  du  liquide  jusqu’a  T0  puis  solidification  partielle  : 
AH  = AH(eau  liquide  : Tj  — > T0)  + AH(solidification  partielle  a T0). 

AH(liq:T1^T0)  = mCL(T0-T1). 

AH(solidification  partielle  a T0)  = mx  • (-ZF(T0)). 

Soit  au  total:  AH  = m[CL(T0  - Tj)  - x lr  (T0)]. 


Cette  equation  determine  x : 


CiXTo-T,) 

^f(T0) 


(1) 


. . , . 4,18  x (273 -260)  n . , , 

Application  numerique  : x = ; x = 0,16  et  on  est  bien  en  presence 

d’un  equilibre  eau  liquide-eau  solide. 

2.  b.  Faisons  maintenant  un  bilan  entropique,  le  systeme  considere  etant  la  masse  rn 
d’eau. 

Appliquons-lui  le  second  principe  : AS  = Se  + 0. 

Le  systeme  est  thermiquement  isole  de  telle  sorte  que  Sc  = 0. 
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Exercice  63  7 


Pour  determiner  AS,  on  peut  utiliser  le  meme  chemin  que  celui  emprunte  pour  le  cal- 
cul  de  AH  : 


AS  = AS(eau  liquide  : Tj  — > T0)  + AS  (solidification  partielle  a T0) 

(•TomCrdT 

AS(eau  liquide  : T,  -4  T0)  = — — — (dH  = 8Q  avec  dH  = mCLdT) 

Jt  1 


AS  (solidification  partielle  a T0) 
mx  lv  (T0) 


Tl  T 

mx  - HP(T0)] 


D’oii : 0 


! 


+ mCLln[  -u|. 


T, 


Soit  en  reportant  dans  cette  expression  la  valeur  de  x (relation  (1))  : 


+mC, 


In 


- 1- 


T, 


ou  encore  : 


mC, 


-In 


-"-r 


On  a done  0 > 0 comme  il  se  doit 
(creation  d’entropie). 


Application  numerique : 

0 = 2,44  J • K1. 


Commentaires 


• L’etat  initial  envisage  a la  deuxieme  question  correspond  a un  etat  metastable,  l’etat  stable 
dans  les  conditions  T = 260  K et  P = 1 atm  etant  l’etat  solide. 

On  parle  de  phenomene  de  retard  aux  transitions  de  phase.  II  s’agit  ici  d’un  retard  a la  soli- 
dification encore  appele  phenomene  de  surfusion  (on  l’observe  egalement  pour  le  phos- 
phore  qui  peut  rester  liquide  a des  temperatures  inferieures  a la  temperature  de  fusion, 
fF  = 44°C).  II  suffit  d’une  faible  perturbation  (vibration,  germe  cristallin...)  pour  que  la 
transition  s’effectue  spontanement.  Dans  ce  cas,  et  pour  un  systeme  thermiquement  isole, 
l’energie  thermique  liberee  par  la  solidification  conduit  a une  elevation  de  temperature  qui 
permet  d’atteindre  (pour  une  temperature  initiale  pas  trop  basse)  un  etat  d’equilibre 
liquide-solide  a la  temperature  de  fusion. 

• On  peut  egalement  observer  un  fluide  a l’etat  de  vapeur  a la  temperature  T sous  une  pres- 
sion  superieure  a la  pression  d’equilibre  a cette  meme  temperature  (PS(T) ) : il  s’agit  de 
vapeur  sursaturante. 

• Citons  egalement  des  retards  a la  vaporisation  d’un  liquide  (liquide  surchauffe). 

Ces  phenomenes  physiques  ont  trouve  une  application  dans  certains  detecteurs  de  particu- 
les  chargees  : 

- chambre  de  Wilson  (air  sature  en  vapeur  d’eau  et  detendu  brusquement  de  fa9on 
adiabatique  -4  vapeur  d’eau  sursaturante)  ; 

- chambre  a bulles  (hydrogene  liquide  brusquement  detendu  reste  a l’etat  liquide 
—>  liquide  surchauffe). 
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Dans  les  deux  cas,  une  particule  chargee  arrivant  dans  la  chambre  permet  de  faire  cesser 
localement  le  retard  au  changement  de  phase  : formation  de  gouttelettes  (dans  le  cas  de  la 
chambre  Wilson  encore  appelee  chambre  a brouillard),  formation  de  bulles  (pour  la  cham- 
bre a bulles)  — ¥ materialisation  des  trajectoires  de  ces  particules  chargees... 


^ Vaporisation  a T et  P variables 


Un  cyLindre  (hauteur  h = 0,5  m,  section  s = 0,02  m2)  est  separe  en  deux  parties 
par  un  piston  de  masse  negLigeabLe,  mobile  sans  frottement.  Le  compartiment  supe- 
rieur  contient  n = 0,3  moLe  d'air,  et  Le  compartiment  inferieur  une  moLe  d'eau. 

L'air  et  La  vapeur  d'eau  seront  considers  comme  des  gaz  parfaits.  La  pression  d'eguilibre 

fl  - 273  V 

eau  Liquide-vapeur  d'eau  est  donnee  approximativement  par  P-q(T)  = P0.l  j, 

avec  P0  = 105  Pa.  Le  cyLindre  et  son  contenu  sont  initiaLement  a La  temperature 
Tj  = 300  K,  et  on  chauffe  L'ensembLe  de  maniere  progressive  (quasi  statique). 

1.  Decrire  quaLitativement  L'evoLution  du  systeme. 

2.  Tracer  La  courbe  d'evoLution  de  La  pression  de  L'air  dans  Le  cyLindre  pour  T variant 
de  300  K a 450  K. 

On  donnera  Les  vaLeurs  numeriques  des  temperatures  particuLieres  permettant  de 
decrire  cette  courbe. 

Commenter. 


Solution 


1.  Tant  que  l’eau  demeure  liquide,  le  piston  mobile  reste  dans  le  « bas  » du  cylindre 
(volume  de  l’eau  liquide  negligeable  devant  le  volume  V = sh  du  cylindre). 

Ceci  suppose  que  la  pression  de  Fair  est  superieure  a la  pression  d’equilibre  eau 
liquide-eau  vapeur  pour  la  temperature  T.  Montrons  que  c’est  bien  le  cas  pour  T = 

(Palr(T,)  > Peq(T,)) : 

• 1 mole  d’eau  liquide  occupe  un  volume  d’environ  18  cm3. 

Or  V = hs  = 0,5x0,02  = 10~2  m3  = 10  L.  On  a bien  V » Veau  liq , d’oii : 


nRT, 

• P ■ (T, ) = (V-  = V — V = V). 

airV  Al/  y Vvair  eauliq  /* 

c ..  D ,T,  0,3-8,31-300  -7,1  o i d mcD 

S01t  P-(T3)=  0,5-0,02  = 74,8  kPa  ~ 0,75  P, 


or  P^Tj) 


7300 -273V 

l 100  J 


0,005  P0. 


On  a bien  Pair(T1)  » Piq(Tj) , et  done  l’eau  est  a l’etat  liquide  a cette  temperature. 
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Le  chauffage  de  l’ensemble  va  avoir  pour  effet  d’aug- 
menter  les  pressions  Pair  et  P^(T)  qui  sont  des  fonc- 
tions  croissantes.  Mais  P^  (T)  croit  plus  vite  que  Pair 
( cf.  figure),  et  les  deux  pressions  deviendront  egales 
a une  certaine  temperature  T2,  telle  que  : 


Peq(T2) 


«RT2 

hs 


A partir  de  ce  moment,  le  piston  pourra  se  soulever 
et  l’eau  commencera  a se  vaporiser. 

II  y aura  alors  constamment  equilibre  des  pressions  de  Fair  et  de  la  vapeur  d’eau  de  cha 
que  cote  du  piston  (de  masse  negligeable. . La  pression  de  Fair  vaudra  alors  Piq(T). 

Cette  situation  durera  jusqu’a  la  disparition  totale  de  l’eau  liquide. 

Apres  cette  disparition,  on  aura  0,3  mole  d’air  dans  la 
partie  superieure,  et  1 mole  de  vapeur  d’eau  dans  la  par- 
tie  inferieure  : le  piston  ne  bougera  plus,  la  pression  des 
gaz  consideres  comme  gaz  parfaits  evoluant  de  la  meme 
fa^on  de  chaque  cote  : 

nRT 

1 • RT,  soit  avec  Peau  = Pair  = P,  et  V1  + V2  = V 
P(V ! + V2)  = PV  = (n  + 1)RT 


PaIrV! 

PeauV2 


0,3  mole  air 
V! 


1 mole 
vapeur  d’eau 
V, 


t v2 

et  V 


1 


n + 1 


soit 


h 


n + 1 


# 0,38  m. 


2.  Tant  que  le  piston  reste  immobile  au  bas  du  cylindre,  la  pression  de  Fair  a (approxi- 

. . «RT 

mativement)  pour  expression  : Pair  = — — • 

Cette  expression  reste  valable  tant  que  T < T2,  T2  etant  definie  par  : 

AT, -273V  nRT, 


Peq(T2)  - P0 


100 


hs 


(1) 


d’ou 


Pair(T) 


nRT 

hs 


pour  T < T2 


(2) 


Au-dela  de  T2,  et  tant  que  l’eau  n’est  pas  completement  vaporisee,  on  a 
Pair(T)  = Pd  (T).  Cela  suppose  que  la  temperature  T est  inferieure  a une  valeur  limite 
T3  definie  selon : 

Pair( T3)  = Peau(T3)  aveC 


nRT, 


r(T3)Va 

Peau(P3)^eau  = 1 ' RP3  (toute  l’eau  est  a l’etat  de  vapeur). 
D’ou  Pair(T3)(Vair  + Veau)  = (n  + 1)RT3  = Pair(T3)V 

( n + 1)RT3 


soit  Pair(T3)  = Peau(T3) 


hs 


(3) 


or  a la  limite  P„ 


a(T3)  = Peq(T3)  = P0  ' 


T, 


100 


273\4 
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La  temperature  T3  est  alors  fixee  par  la  relation  : 

fT3-273\4  (h+1)RT3 


Po- 


V 100 


hs 


(4) 


d’ou 


Pair(T)  = Peq(T) 


T - 273  V 

100  J 


pour  T2  T =S  T3 


(5) 


Pour  T > T3,  toute  l’eau  est  a l’etat  vapeur  et  Ton  a ( cf  (3)) : 

(6) 


Pa.r(T)  = (w+/)RT  T > T, 


hs 


D’ou  la  courbe  T — > Pair(T)  associee  aux  equations  (2),  (5)  et  (6)  : 


T 


Les  valeurs  des  temperatures  caracteristiques  T2  et  T3  se  deduisent  de  l’equation  : 

nR 

K 

T - T0\4 


V 100 


= kT  oil  < 


p 0hs 


pour  T2 


, (n  + 1)R  T 

k’^kT  pourT> 


ou  encore  T = T0  + a • T1/4  avec  a = 100fc1/4 
( «R  Y/4 

soit  a(T2)  = 100(p-^j  # 22,345 

a(T3)  = 100(^^)1M  # 32,239. 

Le  calcul  donne  alors  : T2  # 371  K et  T3  # 419  K. 
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£.  Machines  thermiques 


Machines  dithermes  : les  trois  cas  interessants 

1.  Peut-on  realiser  un  moteur  thermique,  une  machine  frigorifique,  ou  une  pompe 
thermique  a partir  d'un  fluide  decrivant  des  cycles  en  echangeant  de  I'energie  ther- 
mique avec  une  seuLe  source  thermique  de  temperature  Ts  ? 

2.  On  dispose  desormais  de  deux  reservoirs  d'energie  thermique  (thermostats  de  tem- 
perature TF  et  Tc  avec  Tc  > TF ).  Reprendre  la  question  precedente  et  definir  dans  cha- 
que  cas  le  rendement  (ou  L'efficacite)  de  la  machine  en  fonction  notamment  de  Tc,  TF 
et  de  la  creation  d'entropie  pour  un  cycle  0.  Commenter. 

Application  numerique  : pompe  thermique  reversible  pour  laquelle  TF  = 273  K et 
Tc  = 292  K.  Donner  la  valeur  du  coefficient  d'efficacite. 

II.  de  c[u’i]  f&ut  s&voir 


• Premier  principe  - second  principe. 

• Definition  d’un  rendement  ou  d’une  efficacite. 

12.  de  cfu’il  faut  dotopreh^re 

1.  Le  fluide  decrivant  un  cycle,  ses  fonctions  d’etat  sont  invariantes  apres  chaque  cycle. 
On  a en  particulier  AUflllide(cycle)  = 0 et  ASfluide( cycle)  = 0.  D’autre  part,  la 
machine  echange  un  travail  W avec  l’exterieur  et  une  energie  thermique  Q avec  la  seule 
source  (de  temperature  Ts).  II  suffit  alors  d’appliquer  les  deux  principes  de  la  thermo- 
dynamique,  puis  de  prendre  en  compte  les  caracteristiques  de  chaque  machine 
(W  < 0 pour  un  moteur  thermique,  W > 0 dans  les  autres  cas...). 

2.  Le  principe  d’etude  est  le  meme  que  celui  decrit  dans  le  cas  precedent  (mais  il  faut 
tenir  compte  des  deux  sources  thermiques).  Le  rendement  (ou  l’efficacite)  sera  defini  par 
le  rapport  de  la  grandeur  energetique  utile  - celle  que  l’on  cherche  a obtenir  (en  valeur 
absolue)  - sur  l’energie  prelevee  (source  non  « gratuite  » : energie  couteuse  a fournir). 

13.  Solution 


1.  Prenons  comme  systeme  le  fluide  decrivant  un  cycle.  II  est  caracterise  par  : 
AUfiuide(cycle)  = 0 et  ASfluide(cycle)  = 0. 

Le  fluide  reqoit  un  travail  W et  une  energie  thermique  Q (de  la  source  a la  temperature 
Ts),  ce  qui  implique  : AUfluide(cycle)  = W + Q (ler  principe) 

A ^ fluide  ( cycle ) = ^ + 0 (2e  principe) 


D’ou  les  equations 


W + Q = 0 et  Q = -Ts0 


D’autre  part,  la  creation  d’entropie  0 est  evidemment  positive  : 0 > 0. 

La  transformation  cyclique  du  fluide  conduit  alors  a:Q<0  et  W>0. 
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Ainsi,  un  moteur  thermique  fonctionnant  sur  ce  type  est  impossible  (on  doit  avoir 
W < 0 pour  que  du  travail  soit  fourni  a l’exterieur).  II  en  est  de  meme  d’une  machine 
frigorifique,  l’energie  thermique  Q devant  etre  prise  a l’espace  que  l’on  veut  maintenir 
a basse  temperature  (ce  qui  imposerait  Q > 0 ). 


Par  contre,  une  pompe  thermique  est  envisageable  ( W > 0 et  Q < 0 : de  l’energie  ther- 
mique est  fournie  a l’espace  a « rechauffer  »).  Cependant,  une  telle  machine  aurait  une 

efficacite  egale  a l’unite  e = — = +1  et  ne  presenterait  guere  d’interet  du  point  de  vue 
de  notre  etude  : c’est  en  fait  le  cas  du  radiateur  electrique. 


2.  Considerons  maintenant  une  machine  echangeant  du 
travail  W avec  l’exterieur  et  de  l’energie  thermique  avec 
deux  sources  (source  froide  SF  et  source  chaude  Sc). 


Point  methode 

Les  transferts  energetiques  W,  Qc,  QF  sont  des  grandeurs  algebriques  « revues  » par 
le  systeme  fluide.  Si  elles  sont  positives,  c’est  qu’elles  sont  effectivement  revues  par  le 
systeme  ; lorsqu’ elles  sont  negatives,  c’est  que  le  transfert  correspondant  s’effectue 
dans  le  sens  systeme  fluide  — > exterieur.  Ainsi,  W > 0 implique  que  l’on  doit  fournir 
de  l’energie  mecanique  a la  machine  (c’est  le  cas  d’une  machine  frigorifique),  et 
W < 0 permet  de  concevoir  des  machines  fournissant  du  travail  a l’exterieur. 


Le  fluide  decrivant  toujours  des  cycles,  il  vient  ici  (pour  un  cycle) : 
|AUfluide(cycle)  = o = w + qc  + qf 

A ^ fluide  (cycle)  — 0 — Se  + 0 — Se(source  froide)  ^efsource  chaude)  ^ 

Oo  Oc 

avec  a > 0. 


^ + 5-F  + a 

T r Tr 


LC  AF 

• Moteur  thermique  : dans  ce  cas,  il  faut  que  W < 0 ce 

Qc  Qf 

qui  impose  Qc  + QF  > 0 avec  — + — = -C<0 

Tf 

le  domaine  de  points  figuratifs  dans  l’espace  (QP,  Qc) 
correspond  a la  zone  hachuree  ( cf.  figure  ci-contre). 


Une  telle  machine  fonctionnera  done  avec 


Qc 

A' 

\ A 

Qc  >0  et  QF  < 0,  e’est-a-dire  en  prele-  A = droite  d’equation  : Qc  + — QF 


vant  de  l’energie  thermique  a la  source  ^ rojtc  q’^qiidtion  ■ Q 


chaude  et  en  la  restituant  a la  source  froide. 


+ QF  = 0 
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Exercice  64i 


Le  rendement  du  moteur  est  defini  par  : 

grandeur  energetique  utile 


n = 


grandeur  energetique  non  « gratuite  ; 


Le  rendement  de  ce  moteur  est  done  fourni  par  : q 


(-W)  _ Qc  + Qf 


avec 


D’oii 


Of 

Qc 


TF  oTP 
T~c“  Qc 


1 + Qc 


■n  = i 


T, 

Tr 


Qc 


aTF 

La  qualite  — — est  definie  positive  (TF  > 0,  c > 0 et  Qc  > 0 ) ce  qui  montre  bien 

Qc 

que  le  rendement  du  moteur  est  maximal  dans  le  cas  de  la  reversibilite  : 


T1  = 1 


Tf 

Tr 


• Envisageons  maintenant  les  machines  pour  lesquelles 
W>  0: 

Qf  Qc 

On  a done  dans  ce  cas  : QF  + Qc  < 0 et  — + — < 0. 

tf  tc 

- ler  cas  Qc  <0  et  QF  > 0 (zone  ©)  : la  machine 
donne  de  l’energie  thermique  a la  source  chaude  et  en 
preleve  a la  source  froide  ; e’est  le  cas  des  machines  fri- 
gorifiques  et  des  pompes  thermiques. 


© 


Qc 


\A 
A 


/ Qf 


© 


■ 2e  cas  Qc  < 0 et  QF  < 0 (zone  @)  : la  machine  fournit  alors  de  l’energie  thermique 


aux  deux  sources  (pas  d’interet ; par  ailleurs  e 


|Qc|  + |Qf| 


w 


i). 


- 3e  cas  Qc  > 0 et  done  QF  < 0 (zone  (3)) : une  telle  machine  est  ininteressante.  De 
plus,  la  transformation  reversible  est  impossible  dans  ce  cas  puisque  l’on  doit  avoir 


Qf  — — rp  Qc  avec  Qf  < — Q(-.  [ T < 1 ]■ 


Defmissons  pour  finir  les  efficacites  d’une  machine  frigorifique  (MF)  et  d’une  pompe 
thermique  (PT) : 

Qf  Qf  1 


W -Qp-Qc  (-Qc) 


Or 

Finalement 


Tc^^a 

Qf 
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l’efficacite  est  maximale  lorsque  le  cycle  est  decrit  de  fai;on  reversible  (0  = 0). 


lavaleurde  (eMF)rfv  est  d’autant  plus  grande  que  TF  est  voisine  de  Tc  (avec  TF  < Tc). 
Pour  la  pompe  thermique,  ce  qui  nous  interesse  c’est  l’energie  thermique  fournie  a la 
source  chaude,  d’ou : 

- Qc  Qc 


or 


ePT  _ 


w 


Qc  + Qf 


Qc 


Qf  Qc 
Tf  tc 


-0 


Qf 

Qc 


Tf  Tf0 


Qc 


Finalement 


ePT  _ 


T, 

T, 


(-Qc) 


la  grandeur 


Tf0 


(-Qc) 

reversibilite  (0  = 0). 


est  positive,  et  l’efficacite  est  encore  maximale  dans  le  cadre  de  la 


De  meme,  (ePT)riv  est  d’autant  plus  grand  que  TF  est  proche  de  Tc. 


Application  numerique : (Cpx)riv 


- — j soit(ePT)  , = 15,4.  Pour  un  meme  tra- 
973  v ri/rev 

292 


vail  utilise,  l’energie  thermique  est  a peu  pres  quinze  fois  plus  importante  que  celle 
obtenue  par  conversion  directe  de  travail  en  energie  thermique  (radiateur  electrique). 
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Cycle  reversible  - Cycle  irreversible 

Un  gramme  d'air,  considere  comme  un  gaz  parfait  de  P 
masse  moLaire  M = 29  g,  decrit  le  cycle  constitue  de 
L'adiabatigue  CA,  de  I'isotherme  AB  et  de  L'isochore  BC. 

On  prendra  : y = 1,4;  TA  = TB  = Tj  = 300  K; 

Tc  = T0  = 155  K ; R = 8,31  J • K-1  • mol-1. 

1.  Le  cycLe  est  decrit  dans  le  sens  moteur  et  de  fagon 
reversible.  Determiner  les  echanges  energetigues  avec 
L'exterieur  pour  chacune  des  transformations,  ainsi  gue 
le  travail  WT  et  I'energie  thermigue  QT  regus  au  cours  d'un  cycle. 

Application  numerique  : donner  la  valeur  de  WT. 

2.  Le  cycle  est  maintenant  decrit  en  sens  inverse,  les  transformations  BA  et  AC 
demeurant  reversibles.  Pendant  l'isochore  CB,  I'air  est  en  contact  permanent  avec  la 
source  a la  temperature  Tj. 

a.  Quelles  sont  les  nouveaux  echanges  d'energie  ? Application  numerique. 

b.  Determiner  la  creation  d'entropie  a lorsgue  le  fluide  decrit  un  cycle  de  transforma- 
tions. Application  numerigue. 

1.  de  cfu’il  faut  s&voir 

• Cycle  moteur  - cycle  resistant. 

• Loi  de  Laplace  des  gaz  parfaits. 

• Premier  et  second  principes. 

■ 2.  de  cju’i]  faut  dotopreh^re 

1.  Un  cycle  moteur  sera  decrit  dans  le  sens  des  aiguilles  d’une  montre  (WT  < 0).  Les 
echanges  energetique  se  calculeront  en  prenant  en  compte  les  caracteristiques  de  chacune 
des  transformations  (adiabatique  — > Q = 0 ; isochore  — > W = 0 ; isotherme  — » AU  = 0) 
et  en  utilisant  le  premier  principe,  la  variation  d’energie  interne  s’exprimant  simplement 
en  fonction  de  la  variation  de  temperature  (pour  un  gaz  parfait,  AU  = nCvAT  ).  Pour 
I’isotherme,  la  determination  de  W s’effectuera  par  un  calcul  direct. 

2.  Le  cycle  est  maintenant  decrit  en  sens  inverse,  ce  qui  implique  W'r  = -WT  et 
Qt  = -Qt.  Les  echanges  energetiques  pour  les  trois  transformations  sont  simple- 
ment changes  de  signe  (AB  et  AC  transformations  reversibles  decrites  en  sens  oppose). 
La  creation  d’entropie  (irreversibilite)  est  en  fait  associee  a la  transformation  CB. 

n>  Solution 

1.  Le  cycle  propose  devant  etre  moteur,  il  est  decrit  dans  le  sens  retrograde  : 

A — ^ B — > C — ^ A. 
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Echanges  energetiques  associes  a chaque  transformation 

a)  Isotherme  A — > B : 

On  a AU  = 0 (gaz  parfait),  et  AU  = Qab  + WAB  (premier  principe). 

„ nRT,  dv 

Or  8W ^ = -PdV  avec  P = — ^ =>  = -nRTj  y- 

d’ou : WAB  = -bRTjJ^  = -nRT^n^j  (VB  = V2  et  VA  = VJ. 

Exprimons  les  volumes  V1  et  V2  en  fonction  des  temperatures  T0  et  T\  des  points  C et  A. 
A cet  effet,  il  suffit  de  traduire  que  la  transformation  CA  est  isentropique,  soit : 


PVT'  = constante 
PV 


. yy- 


T 


= constante 


T = constante. 


D’ou  Tovr1  = T^-1  et  ^ = 
L’ expression  du  travail  WAB  devient : 


T \— 
M 1y-1 

Tn 


WAB  = -nRTjln 


D’ou : Qa 


nR 


nR 


' W A B = ... 

AB  y _ i 1 


T,  Inf  — i | < 0. 


-T,ln 

1 1 
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(3)  Isochore  B — > C : 

Le  volume  est  invariable,  et  aucun  travail  n’est  echange  : WBC  = 0. 
D’oii,  d’apres  le  premier  principe  : AU  = nCv(T0-Tj)  = QBC  + 0 ; 


S°it:  Qbc  = ^(To-Ti)  (avec  Cv  = ^ ). 
y)  Isentropique  C — » A : 

II  n’y  a pas  d’echange  thermique  ce  qui  implique  QCA  = 0,  le  systeme  re^oit  alors  le 
travail  W defini  par  (premier  principe) : 

wca  = AU  = nCv(T,  - T0)  puisque  Tc  = T0  et  TA  = Tj. 


Finalement  QCA  = 0 et  Wc 


«R 


(T1-T0)>0. 


CA  y _ 1 ' 

Au  total,  l’energie  thermique  QT  et  le  travail  WT  « re^us  » s’expriment  par  : 


Qt 


Qab  + Qbc  + Qca  - 


Qt  = ^■[(To-Ti)  + Tiln(^)" 


WT  - WAB  + WBC  + WCA: 


WT  = 


nR 


Y-  1 


(Tj-T^-Tjln^ 


On  a bien  WT  + QT  = 0 (puisque  sur  un  cycle, 
AU  = 0 = WT  + Qt  ). 

D’autre  part,  le  cycle  est  effectivement  moteur, 
WT  est  negatif : 


WT  = 


nRTj 


Y-l 

Application  numerique : 

_ _j_  _ J_. 

" ~ M " 29’ 

8,31 


.U.nlT-; 


< 0. 


WT  = 

T 29  x 0,4 


(300-  155) -300 In 


300 Y 
155  J 


: WT  = -38  J. 


Commentaires 

| L’ etude  precedente  doit  etre  en  accord  avec  le  second  principe.  Le  cycle  etant  decrit  de  fa9on 
reversible,  nous  avons  : AScyclc(fluide)  = 0 = Se  + 0 (o  = 0:  reversibilite). 

Les  echanges  thermiques  ont  lieu  lors  des  transformations  AB  et  BC. 

La  transformation  AB  etant  isotherme  : 

(^echange)AB  — 

La  transformation  BC  est  isochore  reversible,  la  temperature  de  Fair  evoluant  continument 
des  valeurs  a T0.  II  suffit  alors  d’imaginer  que  cette  evolution  s’effectue  en  mettant  le  sys- 
teme en  contact  avec  un  nombre  infini  de  sources  dont  les  temperatures  s’echelonnent  entre 
Tj  et  T0.  Ainsi : 


Qa 


»R 

Y-  U 


In 
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(SSechange)  = avec  8Q  = dU  = «CydT  (8W  = 0). 

TV  , ,Sc  \ r dT  t rc  \ "R  rT°  dT  «R  . fT(A 

Dou:  (§S&llange)  = nC^  et  (Sicllange)BC  = — y = ^T[ln(j^} 
Onabien:  (S4change)AB  + (S&hange)BC  = 0. 


2.  a.  Les  echanges  energetiques  s’effectuent  main- 
tenant  en  sens  inverse.  Les  transformations  AC  et 
BA  etant  reversibles  il  vient : 

Qac  = _Qca  = et  WAC  = -WCA 

QbA  = _QaB  et  ^BA  = _^AB 

Pour  la  transformation  isochore  CB  le  travail  reste 
nul  puisque  le  volume  est  invariable,  et  les  etats  C 
et  B demeurant  les  memes  nous  avons  : 

Wcb  - 0 et  Q^b  = AU'  = wCXTt-To)  = -QBC. 

Pour  le  travail  total  et  l’energie  thermique  totale  : 

= WAC  + WBA  + W(-B  = -WT  (meme  cycle  decrit  en  sens  inverse). 

Qt  = Qac  +Qba  +Qcb  = -Qt  (pour  un  cycle  W(.  + Q(.  =0). 

Application  numerique : W^.  = 38  J et  = -38  J. 

2.  b.  Considerons  un  cycle.  La  variation  d’entropie  de  Pair  correspondant  a un  cycle 
est  nulle  (meme  etat  initial  et  meme  etat  final) : 

AS  = 0. 


A 


Or  d’apres  le  second  principe  : 

AS  = Sfchange  + 0 (o:  creation  d’entropie). 

Les  echanges  thermiques  se  font  avec  la  source  thermique  a la  temperature  Tj  (trans- 
formations CB  et  BA).  D’ou  : 


(AS), 


ichange 


Q( 

T, 


Qcb  + Qb 


BA 


Ti 


Qx  _ - W( 

T7  = 


Des  lors  : 0 
Finalement 


WT 

T7 


( Cette  quantite  est  bien  positive  conformement  a l’etude  faite  pour  WT  a la  question  1 . ) ■ 


Application  numerique : o 


(-WT) 

T, 


38_ 

300 


0 = 0,13  J K 


L’irreversibilite  se  situe  dans  la  transformation  CB  pour  laquelle  il  y a un  transfert  ther- 
mique entre  le  systeme  fluide  dont  la  temperature  n’est  pas  constamment  egale  a celle 
de  la  source  thermique  avec  laquelle  elle  est  en  relation. 
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Or  pour  cette  transformation,  le  second  principe  s’ecrit : 

AScb  = (S&jlange)cB  + °CB 

Qcb 


avec 


T, 


(l’echange  thermique  se  produit  avec  la  source  de  tempera- 


ture Tj).  D’autre  part  d’apres  la  formule  donnant  AS  pour  un  gaz  parfait : 


AScb  = nCvln 


'PbVP 

vPcV^ 


= nCvln(  ^ ; (VB  = Vc) 


P b Tb 

et  — = — = — (gaz  parfait  avec  VB 

r r 1 r A n 


vr 


c xc 

D’ou : AScb 


Lo 

nR 

Y-l' 


In 


T, 


Soit  une  creation  d’entropie  : 

_ Qcb 
Tn 


'cb 


nR 
Y-  1* 


In 


T, 


avec  Q(': 


CB 


nR 

y-l 


(Ti-T,,). 


Nous  obtenons  done  comme  il  se  doit : 0 


:ycle 


nR  rfT0 

y-l  LvT  ! 


— P - 1 + lm 


TiVl 

T 


Cycle  de  Joule 

Un  kilogramme  d'air  decrit  Le  cycle  thermodynamique  suivant : 
etat  A : T0  = 300  K,  P0  = 105  Pa ; etat  B : Ta,  Pa  = kP0 
etat  C : T2  = 1 000  K,  Pa ; etat  D : T3,  P0 

transformations  AB  et  CD  : adiabatiques  reversibles  ; 
transformations  BC  et  DA  : isobares. 

L'air  est  assimiLe  a un  gaz  parfait,  de  capacite  calorifique  massique  a pression  cons- 

tante  Cp  et  de  rapport  y = 1,40. 

1.  CalcuLer  Les  vaLeurs  des  temperatures  Tj  et  T3  pour  k = 10. 

Donner  failure  du  cycle  en  diagramme  de  Clapeyron  (P  en  fonction  de  V). 

2.  Faire  le  bilan  energetique  du  cycle  : 

- quantites  d'energie  thermique  echangees  ; 

- travail  total : est-il  regu  ou  fourni  ? 

De  quel  type  de  machine  s'agit-il  ? Definir  et  calculer  son  rendement  (ou  efficacite). 

3.  Les  echanges  thermiques  du  fluide  ont  Lieu  uniquement  avec  deux  sources  : 

- une  source  chaude  a T2  ; 

- une  source  froide  a T0. 
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Le  cycLe  etudie  est-il  reversible  ? Expliquer  pourquoi  il  L'est  ou  ne  L'est  pas. 

Que  peut-on  calculer  pour  Le  verifier  numeriquement  ? 

4.  CalcuLer  les  variations  d'entropie  de  L'air  et  des  sources  pour  Les  differentes  trans- 
formations. 

Quelles  relations  doivent  verifier  ces  differentes  quantites  ? 

Donner  L'allure  du  diagramme  entropique  du  cycle. 

5.  Le  cycle  etant  decrit  dans  Le  sens  correspondent  a un  moteur,  et  Les  temperatures 
des  sources  restant  inchangees, 

- exprimer  le  travail  total  recupere  en  fonction  des  constantes  du  gaz  et  des  tempe- 
ratures dans  les  differents  etats  A,  B,  C et  D ; 

- puis  exprimer  ce  meme  travail  en  fonction  de  Cp,  T0,  T2,  k et  y : 

- quelle  vaLeur  devrait-on  donner  a k pour  obtenir  Le  travaiL  maximal  ? 

Cette  valeur  de  k correspond-elle  a un  maximum  du  rendement  de  ce  moteur  ? Com- 
menter. 

1.  Ce  cfu’il  f&ut  sav oir 

• Loi  de  Laplace 

• Diagramme  de  Clapeyron. 

• Premier  et  second  principes. 

■ 2.  de  cpvi’il  faut  doinpr ehdTe 

1.  Les  transformations  AB  et  CD  sont  adiabatiques  reversibles. . . 

2.  Utiliser  le  diagramme  de  Clapeyron  pour  determiner  le  type  de  fonctionnement  de 
la  machine. 

3.  Utiliser  le  second  principe. 

4.  Le  diagramme  entropique  represente  T(S). 

3.  Solution 

1.  Pour  une  transformation  adiabatique  reversible  d’un  gaz  parfait,  on  verifie  la  loi  de 
Laplace : 

p1  yTy  = constante. 

La  transformation  AB  etant  adiabatique  reversible,  P0  Tg  = Pj  Tj 
Pj  tu 

d’ou  en  introduisant  k = — : Tj  = T0fc  t 

^0  

Application  numerique  : Tt  = 579  K. 

De  meme  pour  la  transformation  CD  : p[  YT2  = Pj  ,Ty 
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d’ou 


i-y 

T3  = T 2k  y 


Application  numerique:  T3  = 518  K. 


P 

P 


P 


Diagramme  de  Clapeyron  P =/(V) 


V 


2.  Pour  les  transformations  adiabatiques,  QA  B = QC^D  = 0. 
Pour  les  transformations  isobares  Q = AH 


Qb  -> c _ wCp(T2  Tj)  et  Qd->a  - nCp(T0  T3) 

m Ry 

avec  n = — et  Cn  = — —■ 

M p y- 1 

Determinons  le  travail  total ; le  gaz  decrit  un  cycle  : 

AU  = 0. 

D’apres  le  premier  principe,  AU  = W + Q. 

On  a done:  W = -Q  = — QB  _>  c - QD  _>  A = nCp(T1  + T3  - T2  - T0). 


4 


Point  cours 

Le  cycle  est  decrit  dans  le  sens  retrograde  dans  le  diagramme  de  Clapeyron.  Le  travail 
total  est  done  fourni  a l’exterieur  ( W < 0) . D’autre  part,  l’aire  du  cycle  correspond  a 
|W|. 


II  s’agit  done  d’un  moteur  dont  le  rendement  p est  defini  par  : 

_ quantite  utile  obtenue 
^ quantite  « onereuse  » fournie 


P 


Wtotal 
Qb  ->  c 


D’ou 


Application  numerique : p = p0  = 0,48. 


3.  Le  cycle  etudie  n’est  pas  reversible,  les  echanges  d’energie  thermique  avec  les  sources 
ne  1 etant  pas  (Tsyst  * Tsources). 
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Commentaire 


Seules  des  transformations  isothermes  permettraient  d’avoir  des  echanges  d’energie  ther- 
mique  reversibles  avec  les  sources  (cas  du  cycle  de  Carnot).  J 

II  y a done  creation  d’entropie  0. 

D’apres  le  second  principe  AS  = S^chang&  + 0. 

Pour  un  cycle,  AS  = 0.  On  a done  0 = -Stehang(5e  = ASsources 


soit 


0 = - 


4BC 


4 DA 


0 = «Cn 

rTi  T3 

m Ry 

rTi  T3  1 

— + — -2 

p 

Lt2  t0 

My- 

1 

Lt2  t0  J 

On  doit  verifier  que  0 

est  positif. 

Application  numerique 

: 0 = 307  J 

■ K-1. 

4.  Sur  les  adiabatiques  reversibles 

AS  = 0 

Sur  les  transformations,  isobares,  on  peut  imaginer  des  transformations  reversibles 

dT 

allant  de  l’etat  initial  a l’etat  final  et  pour  lesquelles  dS  = «Cp— ■ 


On  a done 


ASb  c = n Cpln^ 


et 


Pour  les  sources,  on  a deja  vu  au  3. : 


Puisqu’on  a un  cycle  pour  Pair,  on  doit  verifier  que  EAS  = 0. 

0 


T,  T 

Soit  «Cpln  — + nCpln  — 


ou  encore 


T2Tq 

t,t3 


= 1 


ce  qui  est  bien  verifie. 


Diagramme  entropique  (T,  S) 

dT 


Pour  une  isobare,  dS  = nC 


p 7 


T 


Soit  S-S0  = nC  In  — (avec  C = cste ) ou  encore  T = T0e 
^0 


s-s0 

nC. 


d’ou  failure  des  isobares  dans  le  diagramme  (T,  S). 

Pour  une  adiabatique  reversible,  S = cste. 

L’adiabatique  est  done  un  segment  vertical  dans  le  diagramme  (T,  S). 
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5.  D’apres  le  2. : 

W = «Cp(T1  + T3-T2-T0) 

Y-l 


m 

W = MCp 


T0  k y - 1 + t2|  k y - 1 


1-7 


dW 


Onveut  |W|  maximal.  Ce  maximum  sera  obtenu  pour  = 0. 

d k 


i i mC  r 

|W|  = -W  - E 


M 


y-l 


1 - Y-. 


cste  - T0fc  7 - T2k  7 


et 


d|W|  _ m Cpy  - 1 
dfc  M y 

_ ™c_pI-2  , J- 

" M y 


-t 0k  y + T 2ky 


- -2' 


SOlt 


d|W|  d|W| 

(et  on  a bien  ^ > 0 pour  k<km  et  ^ < 0 pour  k>  kn 

Application  numerique  : km  ~ 8,2. 

Commentaire 


Alors  T;  = T(  = 547  K. 

WJ  est  peu  augmente  mais  la  pression  P(  est  plus  faible. 


Reprenons  l’expression  de  p : 


P = 1 


t3-t0 

T2-Tj 


or  T2T0  = TjT3  d’oii  p = 1 


T, 


pour  k = km  TJ  = 547  K et  p'  = 0,45  < p0. 
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Commentaire 


Cette  valeur  ne  correspond  pas  a un  maximum  de  rendement  du  moteur  qui  serait  obtenu 
pour  la  valeur  maximale  de  T[  soit  T2,  temperature  de  la  source  chaude. 


On  aurait  alors  p = 0,7  mais  Wt  = 0 ! 


(^)  Climatiseur 

Un  cLimatiseur  est  une  machine  thermique  ditherme.  ELLe  decrit  des  cycles  a partir  de 
deux  « sources  » thermiques  constitutes  d'une  part  par  I'air  exterieur  de  temperature 
invariable  Tex  = 298  K et  d'autre  part  par  une  piece  de  temperature  initiate  Tj 
(T;  = Tex)  que  L'on  desire  porter  a La  temperatureTf  = 293  K. 

1.  Determiner  Le  travail  electrique  Wr  necessaire  a La  machine  dans  Le  cas  ou  son  fonc- 
tionnement  est  reversible.  On  supposera  que  La  piece,  dont  on  evalue  la  capacite  ther- 
mique a C = 5 • 101 * 3  kJ  • K_1,  n'echange  de  I'energie  thermique  qu'avec  La  machine. 

Quel  est  Le  temps  necessaire  a la  mise  en  temperature  de  cette  piece  pour  une  puis- 
sance electrique  de  250  W ? 

2.  Dans  Le  cas  ou  La  machine  est  irreversible,  eta b Li r une  relation  entre  la  creation 
d'entropie  a et  la  difference  W,-rr  - Wr  ou  Wirr  est  la  nouvelle  valeur  du  travaiL  fourni 
a La  machine. 

3.  La  machine  fonctionne  a nouveau  de  fagon  reversible.  II  existe  maintenant  un  flux 
thermique  entre  La  piece  et  I'air  exterieur  caracterise  par  une  puissance  thermique  : 

SQi 

SPth  = /7(Tex  — T)  = — (air  exterieur  ->  piece). 

Comment  evoLue  la  temperature  de  la  piece  a puissance  electrique  d'aLimentation 
constante  ? 

1.  de  cju’il  f&ut  sav oir 


• Premier,  second  principes. 

• Machines  thermiques. 


112.  de  cjti’i]  faut  doinpr ehdYe 

1.  La  machine  thermique  va  echanger  de  I’energie  thermique  avec  la  piece  (pour  la 

refroidir)  et  avec  I’air  exterieur  (machine  ditherme).  Son  fonctionnement  necessite 
egalement  qu’elle  absorbe  du  travail  electrique.  On  ecrira  alors  que  les  variations 
d’energie  interne  et  d’entropie  du  fluide  decrivant  chaque  cycle  sont  nulles  ( 8U  = 0 
et  8S  = 0 ).  II  restera  a faire  un  bilan  d’energie  applique  au  systeme  « piece  ». 
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2.  Le  fonctionnement  irreversible  de  la  machine  doit  necessiter  un  apport  de  travail  elec- 
trique  plus  important  pour  faire  passer  la  temperature  de  la  piece  de  T;  = Tex  a Tp 
(Wirr>Wr). 

3.  II  faut,  par  rapport  au  1.,  modifier  le  bilan  d’energie  relatif  a la  piece  et  tenir  compte 
des  echanges  thermiques  directs  entre  Fair  exterieur  et  la  piece. 

•3.  Solution 


1 . La  temperature  de  la  piece  va  evoluer  de  la  temperature 
initiale  Tex  a la  temperature  finale  TF.  Au  cours  d’un  cycle 
donne,  la  machine  recoit  le  travail  8W,  l’energie  thermique 
8Q  de  la  source  chaude  (air  exterieur)  et  l’energie  thermi- 
que 8Q'  de  la  source  « froide  » (la  piece  a refroidir).  Son 
fonctionnement  est  du  type  « machine  frigorifique  » de 
telle  sorte  que  : 8W  > 0 8Q'  >0  et  8Q  < 0. 

Sur  un  cycle,  le  premier  principe  s’ecrit  (AU  = 0) 

8W  + 8Q  + 8Q'  = 0 (1) 


En  supposant  de  plus  que  la  variation  de  temperature  (sur  un  cycle)  est  suffisamment 
faible,  le  deuxieme  principe  prend  la  forme  (cas  de  la  reversibilite)  : 


SSf, 


5Q  sen 

T„  T J 


c o 

^^echange 


+ 0 (2) 

\ 

8o  = 0 


II  reste  a traduire  que  la  piece  se  refroidit  sous  l’effet  du  prelevement  d’energie  thermi- 
que 8Q'.  Appliquons-lui  le  premier  principe. 

dU(  piece)  = CdT  = -8Q'  (3) 

Integrons  ces  equations  de  l’etat  initial  (T  = Tex)  a l’etat  final  T = TF. 

(1)  donne  : W + Q + Q'  = 0 
(3)  devient : Q'  = -C(TF-Tex) 

(2)  se  transforme  en  : 8Q  = -^rCdT  =>  Q = CT  f 

1 J TeI  T 

d’ou:  Q = -CTexln^Y^. 

Le  travail  electrique  total  a fournir  a la  machine  a pour  valeur  : 

Wr  = C(TF-Tex)  + CTexLn^. 


Soit  encore 


Wr  = CT„ 


Application  numerique : 


W = 5 • 103  x 298 


In 


298 

293 


293V 

298 


W = 212  kj. 
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Le  temps  x necessaire  pour  faire  passer  la  piece  de  la  temperature  Tex  a la  temperature 

W„ 


Tp  est  alors : 


x = 


■ X = 848  s = 14  min. 


2.  La  machine  fonctionne  maintenant  de  fa<;on  irreversible.  Reprenons  le  second  prin- 
cipe  applique  au  fluide  decrivant  un  cycle  : 

SS(fluide)  = 0 = 8Se  + So 

A Sr1 

CyCje  I — >.  creation  d’entropie  positive 


n SQ  5Qex  SQ'  - . 

Or  8Se  = -^  + — ■ Soit 


o = 8Q»+8q:+so. 

T T 


Or  8Q'  = -CdT  (cf.  (3))  =>  Q'  = -[  * CdT  = C(Tex-TF) 


et  8Qex  = TexC^-Tex8o. 


D’oii  Qex  = CTexln  — - oTex. 

V 1 ex/ 

O est  la  creation  d’entropie  totale  traduisant  l’irreversibilite  de  la  machine.  II  en  resulte 
un  travail  electrique  Wirr  tel  que  : 

Wirr  = - Q-Q'  = -C(Tex-TF)  + CTexLnf ] + aTo 


Finalement 


W-  - W 

irr  r 


T„,.c 


Le  travail  a fournir  est  bien  minimal  ( Wr  > 0,  Wirr  >0  et  o > 0 ) dans  le  cas  d’une 
machine  reversible  : Wirr  > Wr.  Et  pour  une  puissance  d’alimentation  constante 
( P = constante  ),  il  faudra  plus  de  temps  pour  amener  la  piece  a temperature. . . 

3.  Le  premier  principe  applique  a la  piece  s’ecrit : 
dU  = CdT  = -SQ'  + SQj. 

Ainsi,  la  nouvelle  expression  de  8Q'  est : 

8Q'  = - CdT  + h(Tex- T)df.  Tf 


piece 


6Q' 

© 


M 


Soit,  dans  le  cas  d’un  fonctionnement  reversible  de  8Q t 
la  machine  : 

n ^Qex  8Q  n . c-p.  ^ex£rv 
0 = ^— + ^-  + 0 soit  8Qex  = -— 8Q  . 

1 ex  1 1 

De  plus  (premier  principe) : 8W  + 8Qex  + 8Q'  = 0 pour  un  cycle. 


§Qe 


M = machine 


D’oii  9P 


8W  = SQex  SQ;  = SQ; 


d t 


d t 


d t 


d t 


T 


et 


= 1 1 


T 


C^-h(Tex-T)\. 
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Ainsi,  a puissance  d’alimentation  constante,  la  temperature  va  diminuer  jusqu’a  une 


valeur  theorique  Tmin  telle  que 


2?  = 


h(T  - T • )2 

v ex  min/ 

T-” 


Cette  valeur  de  Tmin  est  d’autant  plus  faible  que  2P 
est  grande  et  h petite  comme  il  se  doit. 


Commentaire 


En  regime  permanent,  Fenergie  thermique  liee  aux  apports  exterieurs  doit  s’identifier  a 
Fenergie  thermique  enlevee  a la  piece  par  le  climatiseur,  soit : 


n)dt 


§Q' 

d t 


d t 


= q ou  T|  doit  representer  Fefficacite  d’une  machine  frigorifique  fonc- 

5W 


5W  5W 
tionnant  entre  les  sources  Tmin  et  Tex,  d’ou  : 


T • 

min 

T -T 


'MTex-Tmm) 


IF 


6f 


r|9\ 


Finalement 


h( T -T  • )2 

Op  _ V ex  min/ 
^min 


Pompe  a chaleur 

Pour  chauffer  une  maison,  on  utilise  une  pompe  a 
chaleur  preLevant  de  I'energie  thermique  a L'atmos- 
phere  exterieure  dont  La  temperature  est  T = 283  K. 

La  machine  est  constitute  d'un  detenteur  (D),  d'un 
evaporateur  (E),  d'un  compresseur  (T)  et  d'un  conden- 
seur  (C).  Le  fluide  caloporteur  est  du  freon. 

1.  Le  fonctionnement  de  La  machine  correspond  au 
cycle  suivant : 

• compression  adiabatique  reversibLe  1 — > 2,  Le  fluide  passant  de  L'etat  de  vapeur 
saturante  (f  = fa  = 5 °C;  P = Pj  = 3,6  bars)  a celui  de  vapeur  seche  sous  la 
pression  P2  = 15,2  bars  ; 

• transformation  isobare  2 ->  3,  Le  fluide  sortant  du  condenseur  sous  forme  de  Liquide 
de  saturation  (t  = 60  °C,  P = 15,2  bars ) ; 

• detente  isenthalpique  3 ->  4 dans  le  detendeur,  amenant  Le  fluide  dans  Les  condi- 
tions (t1  = 5 °C,  Pa  = 3,6  bars)  ; 

• transformation  isobare  4 1,  Le  fluide  sortant  de  L'evaporateur  sous  forme  de 

vapeur  saturante  (tt  = 5 °C,  Pa  = 3,6  bars). 
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a.  Determiner  l'efficacite  r)  de  La  pompe  a chaLeur : on  utilisera  Les  vaLeurs  numeri- 
ques  fournies  dans  Le  tableau  de  donnees  presente  ci-apres. 

b.  Faire  un  bilan  d'energie. 

2.  Afin  d'ameLiorer  l'efficacite  de  La  machine,  on  modifie  L'etat  final  de  La  transforma- 
tion 2 — > 3.  En  3,  Le  fluide  est  desormais  dans  L'etat  Liquide  a La  temperature 
t'  = 40  °C  et  sous  La  pression  P = 15,2  bars. 

Donner  la  nouveLle  valeur  du  coefficient  r|. 

Tableau  de  vaLeurs  : 


t(°  C) 

P(bars) 

hL 

hv 

Sv 

5 °C 

3,6 

4,7 

157 

0,565 

dJ 

o 

O 

kO 

15,2 

61 

178 

0,552 

LJ 

O 

o 

XT 

15,2 

39 

- 

- 

hL  et  hv  (enthalpies  massiques  du  Liquide  de  saturation  et  de  La  vapeur  saturante)  en 
kJ  • kg-1  ; 

sv  (entropie  massique  de  La  vapeur  saturante)  en  kJ  • kg-1  • K_1  ; 

capacite  thermique  a pression  constante  du  gaz  freon  (au  voisinage  de  t = 60  °C) 

Cp  = 0,879  kJ  • kg-1  • K-1 * ; 1 bar  = 105  Pa. 

1.  de  cfu’il  faut  sav oir 

• Machines  thermiques. 

• Detente  isenthalpique. 

• Transformation  isobare. 

• Premier  principe  et  ecoulements. 


12.  C!e  cfu’il  faut  doinpr ehdYe 

1.  La  pompe  a chaleur  preleve  une  energie  thermique  Q a la  source  froide  (ici  l’air  exte- 
rieur),  fournit  1’ energie  thermique  Q'  a la  source  chaude  (la  maison)  et  absorbe  un  tra- 

IQ'I 

vail  Wau  niveau  du  compresseur.  L’efficacite  de  la  machine  est  definie  par  T)  = La 

determination  des  grandeurs  energetiques  Q'  et  W peut  s’effectuer  par  la  connaissance 
des  enthalpies  massiques  hv  h2  et  h3.  Les  valeurs  de  1il  et  h3  se  lisent  directement  sur  le 
tableau,  il  reste  done  a calculer  h2  et  par  la-meme  la  temperature  t2  du  fluide  dans  cet 
etat.  Devaluation  de  t2  se  fera  en  determinant  la  variation  d’entropie  entre  les  etats 
( t2  , P2)  et  ( t2 , P2)  et  en  se  rappelant  que  la  compression  est  isentropique. 

2.  Dans  la  deuxieme  question,  le  passage  dans  le  condenseur  s’effectue  avec  un  refroi- 

dissement  supplementaire  ( t,  = 60  °C  — > t'  = 40  °C  ) ce  qui  augmente  la  valeur  de 
l’energie  thermique  transferee  a la  maison.  Le  travail  necessaire  restant  inchange  (les 

etats  1 et  2 sont  les  memes),  Tefficacite  de  la  machine  s’en  trouvera  amelioree. 
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3.  Solution 


1.  a.  Nous  avons  represente  ci-contre  sur  un  dia- 
gramme  (P,  V)  le  cycle  decrit  par  le  fluide  (cycle 
rapporte  par  exemple  a 1’ unite  de  masse  de  freon). 

• 1 — > 2 correspond  a la  compression  adiabatique 
reversible,  le  compresseur  recevant  un  travail 
exterieur  W (par  kg  de  freon). 

• 2 — » 3 est  une  transformation  isobare  s’effectuant 
dans  le  condenseur  qui  absorbe  l’energie  thermique  Q'  prise  au  fluide  (par  kg  de  freon). 

• 3 —>  4 est  une  detente  isenthalpique  ou  le  freon  se  vaporise  en  partie  ; le  titre  en  masse 
de  freon  liquide  passe  de  la  valeur  x = 1 a une  valeur  0 < x < 1 . Cette  transforma- 
tion s’effectue  sans  echanges  d’energie  thermique  et  de  travail  avec  l’exterieur. 

• 4 — > 1 est  une  transformation  isobare  s’effectuant  dans  l’evaporateur.  Un  kg  de  freon 
preleve  une  energie  thermique  Q > 0 a Pair  exterieur  (source  froide). 


Fig.  1 v 


L’efficacite  est  definie  par  : 


energie  utile  fournie 
energie  depensee 


c v Q'  Q'(2  — > 3) 

Soit  encore  ri  = — = 

1 W W(l->2) 


(1) 


■ Travail  W fourni  a la  machine  (pour  1 kg  de  freon)  : 


Le  premier  principe  applique  au  compresseur  et  dans  le  cadre  des  ecoulements  s’ecrit : 

AH  = W. 

D’ou  W = h2-h1  = hv(t'2,F2)-hv(t1,Pl)  (2) 

ou  hv(t,  P)  represente  l’enthalpie  massique  de  la  vapeur  dans  l’etat  t (temperature  en 
degre  Celsius)  et  P (pression  en  bar). 

On  a hv( 5;  3,6)  = 157  kj  • kg-1  ( cf.  tableau).  La  determination  de  hv  = (t'2,  15,2) 
passe  par  celle  de  t'2  ; a cet  effet,  il  faut  traduire  que  la  compression  est  adiabatique  et 
reversible,  et  done  isentropique  : 

s(f2>P2)  = s(^Pi)  O) 


les  donnees  nous  permettent  de  connaitre  s(fp  P , ) = 0,565  kj  • kg  1 • K 1 


et  s(t2,  P2)  = 0,552  kj  • kg-1  ■ K_1  avec  t2  = 60  °C. 

Faisons  alors  l’hypothese  que  t2  est  suffisamment  proche  de  t2  pour  que  l’on  puisse 
considerer  que  la  capacite  thermique  Cp  du  gaz  est  constante  (et  egale  a 
Cp  = 0,879  kj  • kg-1  • K_1 ) sur  l’intervalle  de  temperatures  [t2,  t2  ].  Des  lors,  en  assi- 
milant  la  vapeur  a un  gaz  parfait : 


D’ou  d’apres  (3) 
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Nous  pouvons  maintenant  evaluer  l’enthalpie  massique  hy(  t2 , P2)  a partir  de 
hv(t2 , P2).  Avec  le  meme  type  d’approximations,  nous  avons  : 

hv(f2,P2)-hv(f2,  P2)  = Cp(f2  —t2). 

Le  travail  fourni  au  compresseur  est  alors  defini  par  les  relations  : 

W = {hv(t2,  P2)  + Cp(f2  -t2)}-hv(t i,Pi) 

T2  = T2exp[(s( fl5  P:) -s(t2,  P2))/Cp] ; T = t + 273,15. 

Application  numerique : 

T2  = 273,15  + 60  = 333,(15)  =>  T2  = 388,(11)  ^ t2  = 65  °C. 

W = ( 178  + 0,879  x 5)-  157  =>  W = 25,4  kj  kg1. 

■ Energie  thermique  fournie  a la  maison  (pour  1 kg  de  freon) : 

La  transformation  etant  isobare,  AH  = -Q',  Q'  etant  l’energie  absorbee  par  le 
condenseur 


Soit 


Q'  = -Oh 


h2)  = KO'i 


2 > P2)  ^l(*2>  ^2) 


Les  grandeurs  h2{t2,  P2)  et  hv(t2  , P2)  sont  connues  : 

fcv(*2.P2)  = K(t2,  P2)  + Cp(T'  -T2)  = 178  + 0,879  x 5 = 182,(4)  kj  • kg-1 

hL(t2,  P2)  = eikj  kg1;  d’ou  : Q'  = 182-61  =»  Q'  = 121  kj  ■ kg-1. 


■ Efficacite  de  la  machine  : 


Q'  . 121 


1.  b.  II  reste  a determiner  l’energie  thermique  Q absorbee  par  le  fluide  pour  assurer  la 
vaporisation  4 — » 1 . Si  x designe  le  titre  en  masse  du  liquide  dans  l’etat  4,  l’application 
du  premier  principe  donne  : 

AH(4  — > 1)  = Q avec  AH(4,  1)  = xL(Tj) 
ou  L(Tj)  est  la  chaleur  latente  massique  de  vaporisation  a la  temperature  T,,  c’est-a- 
dire  L(T1)  = On  a done  : 


Q = x[hv(t1,Fl)-hL(tvPl)]. 

Pour  definir  le  titre  x,  il  suffit  de  traduire  le  caractere  isenthalpique  de  la  detente  3 — > 4 : 
AH(3  4)  = 0. 

Or  AH(3-+4)  = h4-h3  ou  h3  = hL(t2,  P2). 

De  plus  :hi  = xhh{tv  P^  + (1  -x)\{tv  P^. 

Soit : x[hL(h,  Pi)  — *v(t1;  Pjfl  + Mtp  Pj)  = /iL(t2,  P2). 


KOv  Pi)  ^l(*2’  ^2) 

KOi,  Pi) ~ KOi,  Pi) 


D’ou : 


Q — KOv  Pi)  ^l(^2>  P2) 
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Ce  qui  etait  evident  puisque  AH(3  — > 4 — > 1)  = AH(3  — > 4)  + AH(4  ; 1). 

0 

Application  numerique : 

Q = 157-61  = gekjkg-1  x = 0,63. 

On  a W + Q + (-Q')  = 0 ce  qui  est  bien  entendu  conforme  a AH( cycle)  = 0. 


2,  Pour  ce  nouveau  cycle,  seuls  les  etats  3 et  4 
sont  modifies.  II  en  resulte  que  W garde  la  meme 
valeur. 

Quant  a Q',  il  vaut  desormais  : 

Q'  = -(h'3  -h2)  = hY(t'2,V2)-hL(t',P2). 

D’ou  : W = 25,4  kj  - kg-1 

Q'  = 182  - 39  =>  Q'  = 143  kj  • kg1. 

_ . , Q'  143 

Soit  une  efncacite  ri  = — = =>  ri  = 5,6. 

W 25,4  1 


p. 

3 

\ 2 

— "*A. 

p2 

---n 

X 

A 

p, 

rl 

/ 

/ 

/ 

/ 

V 


Moteur  Diesel 

Un  moteur  a combustion  interne  du  type  Diesel  fonctionne  selon  le  principe  idealise 
suivant : 

- ler  temps  : soupape  d'admission  ouverte,  soupape  d'echappement  fermee,  de  I'air 
est  admis  dans  Le  cylindre  dans  les  conditions  de  temperature  et  de  pression  et  Pa. 
Le  volume  maximal  du  cylindre  est  Va. 

- 2e  temps  : soupapes  fermees,  I'air  est  comprime  isentropiquement  de  L'etat 
(Tv  Pa,  VQ  a L'etat  (T2,  P2,  V2). 

- 3e  temps  : soupapes  fermees,  le  combustible  est  introduit,  ce  qui  produit  une  com- 
bustion isobare  jusqu'a  un  volume  V2  (etat  T2  , V2 , P2)  suivie  d'une  detente  isen- 
tropique  jusqu'a  L'etat  (T3,  \l1,  P3). 

- 4e  temps : soupape  d'admission  fermee,  La  soupape  d'echappement  s'ouvre,  ce  qui  pro- 
voque  une  brusque  chute  de  pression  (T3,  P3)  -»  (Tj,  Pa),  Le  piston  restant  immobile. 

Puis  les  gaz  sont  evacues. 

Pour  pLus  de  simplicite,  on  considerera  un  seul  cylindre  dont  Le  volume  offert  varie 
entre  les  vaLeurs  Va  et  V2.  On  donne  : 

• la  cylindree  : Va-V2  = 1 769  cm3; 

V, 

• Le  rapport  volumetrique  : a = — = 23  ; 

V2 

• La  consommation  c = 5,2  litres  aux  100  km  a vitesse  stabilisee  Vst  = 120  km  • h-1 
(correspondant  a 4 600  tours  par  minute)  ; 
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• le  carburant  est  du  gazole  de  masse  volumique  p = 800  kg  • rrr3  et  de  pouvoir 
thermique  K = 45  kJ  • g-1 ; 

• on  prendra  Pa  = 105  Pa,  et  on  negligera  Les  variations  de  composition  chimique 
du  fLuide  que  L'on  assimiLe  a un  gaz  parfait  avec  y = 1,4. 


V . 

1.  On  note  p = — le  rapport  de  detente.  Exprimer  Le  rendement  theorique  r)  du 

*2 

moteur  DieseL  en  fonction  des  temperatures  Ta,  T2,  T'2  et  T3,  puis  en  fonction  des 
coefficients  a,  (3  et  y. 

2.  Donner  I'expression  definissant  Le  rapport  de  detente  (3  en  fonction  du  rapport 

voLumetrique  a,  du  coefficient  y et  de  La  quantite  Q representant  L'energie 

°i* *i 

thermique  degagee  par  La  combustion  pour  un  cycLe.  En  deduire  Les  vaLeurs  numeri- 
ques  de  Q,  (3  et  q. 

Determiner  La  puissance  du  moteur  dans  Les  conditions  precisees  par  cette  etude. 


1.  Ce  cpu’il  faut  savoir 

• Premier  principe. 

• Machines  thermiques. 

• Loi  de  Laplace. 

■ 2.  Cf e cju’il  f&ut  doinprehdre 

Le  rendement  T|  du  moteur  est  defini  par  le  rapport  du  travail  W produit  a l’energie 
thermique  Q resultant  de  la  combustion  (W  et  Q sont  calcules  pour  un  cycle). 

Q est  associe  a une  transformation  isobare  et  s’identifie  done  a AH. 

Pour  determiner  (3,  il  faut  connaitre  V'2 . 

3.  Solution 


1.  Considerons  le  systeme  forme  par  la  masse  de 
fluide  decrivant  le  cycle  ABCD  : 

• compression  isentropique  AB  ; 

• combustion  isobare  BC  qui  fournit  l’energie 
thermique  Q (cette  phase  constitue  l’equivalent 
de  la  source  chaude) ; 

• detente  isentropique  CD  ; 

• transformation  isochore  DA,  le  fluide  liberant 
l’energie  thermique  Q'  (pendant  cette  phase,  le 
piston  reste  immobile  et  ne  developpe  done 
aucun  travail). 
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Le  cycle  est  decrit  dans  le  sens  retrograde  (cycle  moteur) 

Soit  W le  travail  produit  lors  d’un  cycle.  Le  rendement  du  moteur  est  defini  par  le  rap- 
port du  travail  W a l’energie  thermique  Q degagee  par  la  combustion 

W 


B = 


Q 


Les  grandeurs  W,  Q et  Q'  sont  liees  par  le  premier  principe  : 

Q + (-W)  + (-Q')  = 0,  soit  W = Q-Q', 


et 


Q-Q'  , Q' 

q = — — — = 1 - — • 

1 Q Q 


La  transformation  BC  est  isobare. 

AH  = Q = nCp(Tc-TB)  = «Cp(T'  -T2). 
La  transformation  DA  est  isochore,  d’ou  : 

AU  = -Q'  = nCv(TA-TD)  = nC^-TQ. 

Soit : 


T)  = 1 + 


Cv(T1-T3) 
Cp(T'  -T2) 


q = 1 + 


1(Tj-T3) 

y(t2  -t2)‘ 


Vj 

Exprimons  les  temperatures  en  fonction  du  rapport  volumetrique  a = — et  du  coef- 

V2 

V. 

ficient  (3  = — : 

*2 


• A — » B isentropique  : TVY - 1 = constante  =>  T.,V2  1 = TjV[  \ (Loi  de  Laplace) 

T2  /V,\y-i 

s°it  - = [v)  = 


A-i 


t;  fv.xr-i 

De  meme  pour  C — » D : — = err  = Py_1. 


• Isobare  B — > C : 


V 


P2V2  P2v;  T' 


D’ou 


et 


T' 

12 


To 


XL 

V2 


XX  Xi 

Vi  >2 


t; 


a 

P' 


t3yt2 


Ti  T3  _ \T2y  vT2  AT2y  _ a1  Y — P1  Yq  • p 1 


T2  -t2 


I)-1  p 


2-i 


Tt-T3  = q-T-p-Y 

T2  -T2  P 1 - a-1 


q = 1 


a-Y  - p-Y 

ytq^-p-1) 


Commentaire 


On  peut  egalement  exprimer  ce  rendement  en  fonction  des  coefficients  q,  y et  du  rapport 


de  combustion  (variable)  r = 


Xl 

v. 
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Nous  avons  r 


v;  v'  Vj  a , 
v7  = ~ = ~ s°it : 


V,  v2 


T|  = 1 


a-Y(  1 - ft) 

ya_1(l  - r ) 


W-l) 

yaY-i(r_  1) 


J 


2.  Q = nC  (T'2  -T2)  avec 


p2v; 

T2 


P,V,  , (T'2 

soit  V,  = V,  • I 


D’autre  part,  le  nombre  de  moles  de  fluide  (essentiellement  de  Fair...)  est  donne  par 


la  relation  des  gaz  parfaits  : 


p2v2 


PiV> 


RT 


2 RT: 


D’ou 

Or 

Soit 


v; 


V, 


V!  V, 


nCpTj  = n 

P - 


yR 

7-1 


T,  = 


V, 

v/ 

- _L 


l + ■ 


Q 


MCpT  2 


7-1 


mRTj  = 


- 1 


7-1 


PiVf 


a 


’-lTi  Q 

y t^Vj 


1 + 


Calculons  alors  l’energie  thermique  produite  par  la  combustion.  Une  consommation 
de  c litres  d’essence  pour  100  km  associee  a une  vitesse  stabilisee  de  Vst  km  par  heure 
correspond  a l’utilisation  d’une  masse  m d’essence  par  seconde  definie  par  : 


m = (J.  X 

t 

masse  volumique 


V, 


cx 


X 


10- 


100)  3 600 


( IQ-3  car  1 L = 10~3  m3). 


volume  d’essence  par  seconde 


Le  moteur  effectuant  N'  tours  par  seconde  (soit  N = 60N'  tours  par  minute),  la 

2 

duree  d’un  cycle  est  de  Af  = ~ (2  tours  par  cycle). 

Soit  une  masse  mc  d’essence  pour  un  cycle  telle  que  : 

V,. 


. 2 vst  io- 

mc  = m-At  = \l- -,c  — 


N'  100  3 600 

L’energie  thermique  degagee  par  la  combustion  devient  (K  representant  le  pouvoir 
thermique  du  carburant) : Q = Kmc  =>  Q 
Application  numerique  : K = 45  ■ 103  kj  • kg-1. 


2 x 60  „ 10-5 

K — RcVs. 


N 


3 600 


QkJ  = 45  ■ 103  x ^7T  x 800  x 5,2  x ^ x =>  Q = 1,63  kj. 


4 600 

• PjVj  = 105V1  avec 
d’ou 


v,-v2 


100  3 600 

1 769  cm3 


Vi 

V, 


= 23 


P,V, 


Vj  = 1 849  cm3 


185  J. 
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(3  = 23  1 + 23“0,4  x 


0,4  x 1 630' 


1,4  x 185 

Rendement  theorique  : T|  = 1 - 


=>  p = 13,4. 

(23)-1-4  - (13,4)-1A 

1,4((23)-1-(13,4)-1) 


q = 0,68. 


La  puissance  theorique  est  reliee  a la  consommation  thermique  par  seconde  ( ^ ' 


par  la  relation  9P  = q 


Or 


5Q 

8f 


-3 


5Q  _ v _V„t  10 

8f  m 100  3 600 


Soit  2P  = qKm 


2?(kW)  = 0,68  x 45  ■ 103  x 800  x 5,2  x 1,2  x 


Commentaires 


lO^3 

3 600 


9P  = 42  kW. 


• Comme  le  moteur  a explosion  du  type  « Beau  de  Rochas  »,  le  moteur  Diesel  est  un  moteur 
a combustion  interne.  Mais  l’allumage  est  realise  par  une  compression  elevee  de  Fair  seul. 
L’injection  du  carburant  dans  le  cylindre  debute  done  a la  fin  de  cette  phase  de  compression 
et  assure  une  combustion  (temperature  elevee  de  Fair)  qui  s’effectue  a peu  pres  a pression 
constante.  II  permet  Futilisation  de  sous  produits  du  raffinage  du  petrole  et  le  taux  de  com- 

Vt 

pression  a = — peut  etre  plus  eleve  que  dans  un  moteur  a explosion  (il  n’y  a pas  de  risque 
*2 

de  pre-allumage...). 

• Le  rendement  theorique  associe  au  cycle  diesel  peut  encore  s’ecrire  : 

1 (r't-V 


q = 1 


V2 

ou  r=->l. 


ya t-1  V r-  1 . 

Le  rendement  -ay  donne  et  rapport  volumetrique  OC  fixe  - augmente  lorsque  r diminue. 

De  plus,  pour  comparer  ce  rendement  a celui  q ' = 1 j d’un  moteur  a explosion,  on 

1 ft  - 1 

pourrait  remarquer  que  q = 1 — F(r,y),  ou  F(r,  y)  = — — > 1.  Ceci  laisserait 

a penser  que  q < q' ; cependant  il  faut  noter  que  le  rapport  volumetrique  pour  un  moteur 
Diesel  est  superieur  a celui  du  moteur  a explosion  (typiquement  de  l’ordre  de  22  au  lieu  de 
9),  ce  qui  implique  un  rendement  en  general  superieur  a celui  du  moteur  a allumage 

commande.  J 


© Moteur  avec  sources  a temperatures  variables 

Un  moteur  thermique  fonctionne  a partir  de  deux  « sources  » d'energie  thermique,  de 
meme  capacite  thermique  C et  dont  les  temperatures  initiates  sont  T10  et  T20  (avec 
T20  > T10).  On  notera  Wf  le  travail  fourni  a 1'exterieur. 

1.  Determiner  les  valeurs  minimaLe  et  maximale  de  Wf. 
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2.  Donner  (/expression  reliant  le  travail  fourni  a la  creation  totale  d'entropie  £.  Quelle 
est  la  valeur  maximale  de  I ? 

3.  a.  Definir  le  rendement  r|  d'un  tel  moteur.  Montrer  que  I'on  a rqmin  =s  q =£  qmax, 
et  preciser  les  valeurs  extremales  de  q en  fonction  de  T10  et  T20. 

Calculer  ses  valeurs  pour  T10  = 300  K et  T20  = 400  K. 

b.  On  suppose  que  sur  un  cycle  elementaire,  les  variations  des  temperatures  Ta  et  T2 
des  deux  « sources  » restent  tres  faibles.  On  note  r|c(T1,  T2)  le  rendement  d'un  cycle 
de  Carnot  moteur  travaillant  sur  des  sources  thermiques  de  temperatures  constantes 
egales  a Tj  et  T2.  Quel  lien  peut-on  faire  entre  qmax  et  qc(T2)  ? 

Solution 


1.  La  machine  doit  fournir  du  travail  a l’exterieur.  On  a done  Wf  3* *  0,  et  la  valeur  la 
plus  petite  de  Wf  est  evidemment  zero. 

• La  valeur  maximale  doit  correspondre  au  cas  de  la  reversibilite  (pas  de  creation 
d’entropie).  Dans  ces  conditions,  le  premier  et  le  second  principe  donnent  (pour  un 
cycle  elementaire)  : 

(-8Wf)  + 8Q2  + 8Q1  = 8U  = 0 (1) 


8S  = 0 = 


^ + !2i  + 0 


(2) 


l2  *1  f 

Sa  = 0 

8U  = 0 et  8S  = 0 car  le  fluide  decrit  un  cycle  au  sein 
de  la  machine ; d’autre  part,  la  reversibilite  implique 
8o  = 0. 

Appliquons  le  premier  principe  aux  deux  corps  dont 
l’etat  ne  depend  que  de  la  temperature  : 

dU,  = -8Q!  = CdTj  et  dU2  = CdT2  = -8Q2. 

La  machine  fonctionnant  en  moteur  thermique,  on  doit 
avoir  8Q2  > 0 (de  l’energie  thermique  est  prelevee  a la 
« source  » chaude)  et  SQj  < 0 (de  l’energie  thermique 
est  restituee  a la  « source » froide).  ^ 2 voit  done  sa  temperature  diminuer 
(8Q2  > 0 =>  dT2  < 0)  et  augmenter  (8Q[  < 0 =>  dTt  > 0).  Les  processus 
d’echange  energetique  cesseront  des  que  les  temperatures  de  C€1  et  seront  egales 
(soit  cette  temperature).  Des  lors  : 

Qi  = — C(Tf—  T10)  et  Q2  = — C(Tf— T20). 

Soit  en  integrant  la  relation  (1) : 


Wf 


Qi  + Q2 


• wf 


C(T10  + T20)  - 2CTf  (3) 


II  reste  a determiner  Tf  ce  qui  peut  se  faire  a l’aide  de  (2)  qui  s’ecrit : 


dT,  dT, 
_ r - _ r i 

t2  c t2 


dT,  dT, 

0 =>  — i i = 0 (4) 

i2  1 1 
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,Tf  dT,  rTf  dT, 

Soit  encore  — — + — — = 0. 

Jt,„  T,  Jt,„ 


20  1 2 


Don  lnf^  + Inf^  = 0 =>  Tf  = 7T,0T20. 


20 


Reportant  cette  expression  de  la  temperature  finale  dans  l’expression  (3)  du  travail, 
nous  obtenons : 


(Wf)  = 2C 

' i7  max 


D’ou  : 


(Wf)  = C 

v t ' max 


TiO  + T2o  ) yT  T 
V 1 10  1 


20 


(J^o)2  + (J^o)2-2f^of^ol=>(wf)max  = c(fr;0-fr;0)2. 


L’intervalle  des  valeurs  possibles  du  travail  fourni  est  alors  : 


0 =S  Wf  s=  C 


J^20  _ 7T10 


2.  On  se  place  maintenant  dans  un  cas  ou  la  machine  ne  fonctionne  pas  de  fa^on  rever- 
sible. L’expression  du  second  principe  prend  alors  la  forme  : 

8Q2  8Qj  „ 

0 = — — + — — + 8 a (oa  > 0:  creation  d’entropie  pour  un  cycle). 

^2  Tj 

Soit,  avec  8Qj  = -CdTj  et  8Q2  = -CdT2  : 

dT,  dT2  o 
C— + C—  = 80. 

1 1 1 2 

Integrons  cette  equation  entre  l’etat  initial  (T10,  T20)  et  l’etat  final  (Tf,  Tf' ) : 
rTf'  dTj  „fr/  dT, 


C [ f — i + C [ f — 2 = f 80  = X (par  definition). 

•'Tjq  *T on  i 0 * 


i20  ± 2 


In 

fill 

+ In 

(111 

X 

= — => 

t; 

lT»J 

l^oj 

C 

(E 


Le  travail  fourni  par  le  moteur  thermique  devient : 

Wf  = C[(T10  + T20)  - 2 Tf  ] (expression  equivalente  a (3)). 


Soit 


r / V \-i 

Wf  = c 

(Tio  + T20)  - 2^/T10T20exp^  — j 

La  valeur  maximale  de  la  creation  d’entropie  X doit  correspondre  au  cas  limite  ou 
aucun  travail  n’est  fourni  a l’exterieur  (Wf  = 0). 


Soit 


Smax  = 2Cln 


Tio  + T20 


_2jT^f 


20. 


on  retrouve  bien  que  Wf  est  maximal  pour  X = 0 (puisque  X S3  0 ) ce  qui  correspond 
au  cas  de  la  reversibilite. 
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Commentaires 


La  temperature  finale  des  deux  sources  thermiques  a une  valeur  comprise  dans  l’intervalle 


- pour  Tf'  = VT10T20,  on  obtient  un  travail  fourni  maximal,  et  T/  prend  la  valeur  la  plus 
faible  possible  ; 


f Tio  + T?o  / 

-pourTf  = — — , la  machine  ne  fournit  plus  de  travail,  et  la  temperature  Tf  atteintsa 

valeur  maximale  : cette  valeur  est  celle  que  l’on  obtiendrait  en  mettant  directement  en  contact 
les  deux  sources.  En  effet,  dans  ce  cas,  on  aurait  (premier  principe)  AU  = AUf  + AU-,  = 0, 


d’ou  Tf - 


+ C 


T/- 


= 0 . 


3.  a.  On  definira  le  rendement  q du  moteur  comme  le  rapport  du  travail  fourni  Wf  sur 
l’energie  thermique  Q2  prelevee  a la  « source  » chaude.  Soit : 

11  = ^ or  Wf  = C[T10  + T20  - 2 Tf  ] et  Q2  = C(T20-Tf'),  doit: 


Q2 


aveC  7T10T20  ^ Tf  = 
On  a done  : 


11  = 


Tio  + T20 


Tio  + T20  2Tf 


t20-t; 


ii(^f^-0)  ^ ii « ti(t;  = Jv;0). 


Pour  Tf'  = 


T,n+  To 


, aucun  travail 


n’est  fourni  et  q = T|min  = 0. 

Pour  t;  = Vt10t20  , la  machine  fonc- 
tionne  de  faqon  reversible  (X  = 0), 
d’ou : 


q = q 


Tio  + T20  2^/T10T2 


et 


T2o  a/T10T20 

_ : , T10-yT^T70  _ i , /Tf,,  {jTg-jTn) 
max  T,n  - .FfZjfZ,  \ t2o 


t; 


D’ou  finalement 


Chapitre  6 - Thermodynamique  (507 


Exercice  647 


Exercice  648 


Application  numerique : 


Tin 


= 1 


0 «=  ri  ^ 0,13. 


3.  b.  Revenons  au  cas  d’une  evolution  reversible  ( 13  = T|max).  Les  temperatures  des 
deux  « sources  » evoluent  selon  : 

TiT2  = T10T20  ( cf.  equation  (4).  integree  entre  les  etats  [T10,  T20]  et  [Tf,  T2] ). 

On  suppose  que  sur  un  cycle  elementaire,  les  variations  des  temperatures  Tj  et  T2  sont 
suffisamment  faibles  pour  que  Ton  puisse  assimiler  le  rendement  du  moteur  thermi- 
que  a celui  d’une  machine  de  Carnot.  On  a done  : 


SWf 

so;  = ^(T2) 


1 - 


TiqT2o 


Pour  definir  le  rendement  global,  nous  ecrivons  : 


W, 


= J 5Wf  = J ric(T2)8Q2,  avec  5Q2  = -CdT2. 

D’ou  Wf  = -Cf  ' ric(T2)dT2  et  Q2  = -Cf  ' dT2  ou  Tf  = 7TioT2o- 

J T20  J T20 

JTf  nc(T2)dT2 


Finalement 


Wf 

'1  max  — q 


fTf 

L dT2 


Le  rendement  global  s’identifie  a la  valeur  moyenne  du  rendement  de  Carnot  r|c(T2) 
sur  Pintervalle  [T20,  Tf  = jTl0T20]  : 


b = <rlc(T2)> 


II  est  done  « bien  » inferieur  a nc(T20)  = 1 


Ti 

Ta 


= 0,25. 


(^)  Refrigerateur  et  pompe  a chaleur  imparfaits 


kJ, 


(source 


1.  L'efficacite  e d'un  refrigerateur  non  parfait  prend  La  forme  e = 
chaude  T2,  source  froide  Tf). 

• Donner,  a 1'aide  d'arguments  simples,  Le  domaine  des  valeurs  possibles  du  coeffi- 
cient k.  On  pourra  comparer  cette  efficacite  a l'efficacite  theorique  d'un  refrigerateur 
parfait  fonctionnant  entre  ces  memes  temperatures. 


• Calculer  en  fonction  de  k,  Tj  et  T2  la  vaLeur  de  La  creation  d'entropie  pour  une  unite 
de  travail  electrique  fourni. 
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• Redonner  une  signification  physique  simpLe  au  coefficient  k en  etudiant  Les  quan- 
tity d'entropie  echangees  avec  Les  deux  sources.  Commenter. 

2.  a.  Reprendre  I'etude  precedente  pour  une  pompe  a chaLeur.  On  cherchera  Les 
vaLeurs  Limites  de  L'efficacite  e,  et  on  proposera  une  definition  d'un  coefficient  k', 
anaLogue  au  coefficient  du  1.  : donner  L'expression  de  e en  fonction  de  Ta,  T2  et  k'. 

Commenter. 

b.  Application  numerique  : on  veut  maintenir  une  temperature  de  292  K dans  une  mai- 
son  aLors  que  La  temperature  exterieure  est  de  275  K.  Les  pertes  de  chaLeur  a travers 
Les  murs  correspondent  a une  puissance  thermique  de  10  kW.  QueLLes  devraient  etre  : 

• La  puissance  totaLe  d'un  systeme  de  chauffage  par  radiateurs  eLectriques  ? 

• La  puissance  eLectrique  d'une  pompe  a chaLeur  non  parfaite  teLLe  que  k'  = 0,8  ? 


Solution 


1.  Le  refrigerateur  preleve  l’energie  thermique  Q a la  source  froide  et  fournit  l’energie 
thermique  Q'  a la  source  chaude  pour  une  energie  electrique  d’alimentation  W. 

• L’efficacite  sera  la  meilleure  (e  ayant  la  valeur  la 
plus  elevee)  pour  un  fonctionnement  reversible  de 
la  machine  frigorifique.  Dans  ce  cas,  nous  avons 
d’apres  les  premier  et  second  principes  : 

W + Q-Q'  = 0 

Q Q'  l „ _ Q _ Q 
0 = ^-^-  + 0 


IK  T1  T2 

'AS  , • = 0 

machine 

Soit  e 


W 


1 


L-i 


l.-T, 


1 

Q'-Q  “ Q'_1' 
Q 

et  k = 1. 


W 


T, 


• La  machine  est  totalement  inefficace  lorsqu’aucune  energie  thermique  n’est  prelevee 
a la  source  froide  ( Q = 0 et  donee  = 0 ).  Le  fonctionnement  est  alors  irreversible  : 


0 implique  k infini.  On  a ainsi 


1 =S  it  < +<= 


Relions  maintenant  le  coefficient  A:  a la  creation  d’entropie  a (pour  une  energie  elec- 

W + Q-Q'  = 0 

Q Q' 


trique  W fixee).  Nous  avons  : 


0 = 


+ O,  avec  bien  evidemment  a > 0. 


Eliminons  Q et  Q'  sachant  de  plus  que  e = — 


T, 


W kT2  - Tj 


D’oii  Q'  = W + Q = W + 

Q'  Q . 


T, 


-w  = 


AT, 


et  0 = 


^T2  - Tj  kT.-T, 
k 1 


W 


W- 


T2  Tt  kT2  - Tj  ^T2  - Tj 


W ce  qui donne 


a 

k-  1 

W 

*T  2-Tj 
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Remarquons  que  W,  Q ct  e sont  definis  positifs 
de  telle  sorte  que  kT2  > 1', . Ceci  implique  par 
ailleurs  k 3=  1 , la  creation  d’entropie  0 etant 
elle-meme  positive. 

La  creation  d’entropie  varie  done  entre  la  valeur 
minimale  0min  = 0 (cas  de  la  reversibilite)  et 

W 

la  valeur  maximale  0max  = — (Q  = 0). 


Comparons  enfin  les  variations  d’entropie  des  sources  : 

- l’entropie  « enlevee  » a la  source  froide  est  AS,  = — (AS1>0); 

M 

O' 

- l’entropie  « restituee  » a la  source  chaude  est  A S2  = — (AS2  > 0). 

^2 


Or  e = 


Q 

W 


1 


1 


On  a done  : yy 


Q'~Q  ^-1  £-1 
Q T, 

T2  Q'  Q 

= k—,  soit  encore  — = k— 

1 1 o J-  1 


- 1 l2  x 1 
le  coefficient  k represente  le  rapport  entre  l’entropie  fournie  a la  source  chaude  et 
l’entropie  prelevee  a la  source  froide 


k = 


AS2 

AS^ 


Dans  le  cas  de  la  reversibilite,  ilvient  AS,  = AS,  , „ 

1 2 VT,  T 


Q Q' 


= 0 et  k - 1 . Pour  une 

1 ± 2 ' 

transformation  irreversible,  nous  aurions  : AS,  - AS2  + 0 = 0. 

Soit  AS2  > AS,  (0  > 0),  et  fe  > 1 . 

Dans  la  configuration  lirnite  oil  AS, 0,  fc  — > +°°  et  0 — + AS2  avec  AS2  = = ^ 

(puisque  Q = 0etW  + Q-Q'  = 0).  2 2 

Commentaires 


• Pour  le  refrigerateur  non  parfait,  l’expression  e 


Ti 


fcT2  - T, 


peut  s interpreter  comme 


fefficacite  d’une  machine  frigorifique  parfaite  qui  fonctionnerait  avec  la  meme  source 
froide  (T, ) et  une  source  chaude  de  temperature  T2  = k^^  plus  elevee  ( k > 1),  ce  qui 
implique  automatiquement  une  moins  bonne  efficacite. 

• D’une  autre  maniere,  on  peut  s’interesser,  dans  le  cas  de  la  machine  frigorifique,  aux  ener- 
gies thermiques  prises  a la  source  froide  - pour  un  travail  electrique  donne  W - dans  le  cas 
de  la  reversibilite  et  de  Firreversibilite  : 


Qrev 


Tj 


t2-t, 


W et  Qir 


Tj 


kT2  - T, 


W. 


Soit 


Qin 

Qrev  kT2  - T, 


T2-T,  = l_{k-i)  t2 


fcT2  - T, 


0T2 

"W 
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f 0T2\ 

D’ou 

Qirr  = Qrev^* 1  J 

(L’efficacite  minimale  est  bien  associee  a Qirr  = 0 soit  a o = 0max 


— (a  W fixe).) 
i2 


2.  La  pompe  a chaleur  fonctionne  sur  le  meme  principe  que  la  machine  frigorifique, 
la  grandeur  interessante  etant  maintenant  l’energie  thermique  Q'  fournie  a la  source 

Q' 

chaude.  L’efficacite  sera  definie  par  e = — 

W 

Elle  sera  maximale  pour  un  fonctionnement  reversible.  Quant  a la  valeur  minimale  de 
e,  elle  doit  correspondre  a une  conversion  directe  de  l’energie  electrique  W en  energie 
thermique  Q'  ( Q = 0 ; la  pompe  a chaleur  devient  un  simple  radiateur  electrique  !). 
Nous  aurons  done : 


• emin  =1  (W  = Q'  et  Q = 0). 

• emax  pour  W + Q-Q'  = 0 (ler principe) 

Q Q' 

0 = — — — — I-  0 (2e  principe  et  reversibilite  o = 0 ). 

m T2 


Soit  e„ 


91  = Q' 

W Q'-Q 


1-S 


T, 


max  nr  nr 
12  ~ 1 1 


ce  qui  donne 


1 ' 


D’une  maniere  analogue  a ce  qui  a ete  fait  pour  la  machine  frigorifique,  on  definira  un 
coefficient  k'  tel  que  : 

, entropie  prelevee  a la  source  froide  ASj 
entropie  fournie  a la  source  chaude  AS2 


fQV 

(II ) 

QT2  ( 

It  J 

vQ'J 

Q'Tj  l 

Q 


D’oii  l’expression  de  l’efficacite 


f 


puisque  e = 


1 


A 


i_Q 

Q' 


\ 


T, 

1 -fc'— i 

To 


T 2-k'T, 


Dans  le  cas  de  la  reversibilite,  AS  j = AS2  et 

Et  pour  une  transformation  irreversible  : 

ASj  - AS2  + 0 = 0 soit 


AS2  > ASj  et  k'  < 1 . 


Q' 

t2 
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A la  limite  oil  ASj  — > 0 (W  = Q'),  k'  — > 0 et  0 — > — ce  qui  donne  id  : 

0 k’  1 

• Le  lien  entre  la  creation  d’entropie  0 (pour  une  energie  electrique  donnee  W)  k', 
et  T,  s’obtient  de  la  meme  fa^on  que  pour  la  machine  frigorifique. 


0 = AS2-ASj  = AS2(  1 - k')  = 2.(1  -k'). 

^ 2 

Or  e = d’oii : 0 = (l-k')e^- 
W t2 

Soit  en  remplaqant  e par  sa  valeur  : 


0 1 - k' 

W ~ 


Commentaire 


On  peut  egalement  noter  e 


T2-Tj 


7 avec  T(  = k' Tp  ce  qui  correspondrait  a l’efficacite 


d’une  pompe  a chaleur  parfaite  fonctionnant  avec  une  source  froide  de  temperature 


T(  < Tj  occasionnant  une  efficacite  plus  faible 


Tt 


< ■ 


T2  — T(  T2  - 


J 


2.  b.  • Pour  un  chauffage  a l’aide  des  radiateurs  electriques,  la  puissance  electrique  est 
convertie  directement  en  puissance  thermique  laquelle  doit  compenser  exactement  les 
pertes.  On  a done  : 


op  =10  kW 

u radiateurs  electriques  w v v * 


Pour  la  pompe  a chaleur  : 


= o;  = % 

L w sp 


th 


ou  S?  designe  la  puissance  electrique  de  la  pompe  et  S^th  = 10  kW 
meme  raison  que  ci-dessus).  D’ou  : 


2P  = 


= n- 


Tj-fc'Tj 


Nous  avons  T2  = 292  K (la  maison  est  la  source  chaude)  et  = 275  K (Pair  exte- 
rieur  constitue  la  source  froide).  De  plus,  l’imperfection  de  la  pompe  (irreversibilite 
partielle)  impose  k'  = 0,8  ( k ' different  de  1),  d’oii : 


3> 


kW 


= 10 


292  - 0,8  x 275 
292 


■<3> 


Pompe 


= 2,5  kW 


(ce  qui  correspond  a une  efficacite  de  4,1  - l’efficacite  maximale  pour  les  memes  tem- 
peratures Tj  et  Tt  etant  egale  a 17,2...). 
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(JJ)  Moteur  a explosion 

Un  moteur  a explosion  fonctionne  selon  le  « cycLe  de  Beau  de  Rochas  »,  cycLe  idealise 
defini  de  la  fagon  suivante  : 

- ler  temps  : soupape  d'admission  ouverte,  soupape  d'echappement  fermee,  le 
melange  (air  + essence)  est  admis  dans  le  cylindre  de  volume  maximal  Va  (conditions 
Ti  et  pi)  ; 

- 2e  temps  : soupapes  fermees,  le  melange  est  comprime  isentropiguement  jusgu'a 
I'etat  (P2,  V2,  T2)  pour  leguel  se  produit  L'explosion  (augmentation  brusgue  de  la 
pression  jusgu'a  P2  a volume  constant,  le  fluide  passant  dans  I'etat  (P2,  V2,  T2)  ; 

- 3e  temps  : soupapes  fermees,  les  produits  de  combustion  se  detendent  de  fagon 
isentropigue,  le  volume  du  cylindre  redevenant  V3  (etat  P3,  \lv  T3)  ; 

- 4e  temps  : ouverture  de  la  soupape  d'echappement  ce  qui  conduit  a une  variation 
brusgue  de  la  pression  sans  deplacement  de  piston  (P3,  T3  ?v  Tj)  suivie  de  L'eva- 
cuation  des  gaz  brules. 

Pour  simplifier,  on  prendra  un  seul  cylindre  dont  le  volume  offert  varie  entre  les  valeurs 
extremales  V3  et  V2.  Le  melange  sera  considere  de  composition  « invariable  » avec  des 
capacites  thermigues  molaires  Cp  et  Cv  constantes  (independantes  de  T et  P).  On  donne  : 

• la  cylindree  : Vj-V2  = 1 124  cm3; 

V, 

• le  rapport  volumetrigue  : a = — = 9,4  ; 

V2 

• le  carburant  a une  masse  volumigue  p = 720  kg  • m~3  et  son  pouvoir  thermigue 
est  K = 48  kJ  • g-1  ; 

• consommation  c = 5,9  litres  aux  100  km  a vitesse  stabilisee  Vst  = 120  km  • tr1 
(correspondant  a N = 5 600  tours  par  minute). 

On  prendra  P3  = 105  Pa  et  y = 1,35.  Les  gaz  seront  consideres  comme  parfaits. 

1.  a.  Exprimer  le  rendement  theorigue  r)  du  moteur  a explosion  en  fonction  notam- 
ment  des  temperatures  Tlf  T2,  T2  et  T3,  puis  en  fonction  des  coefficients  a et  y.  Don- 
ner  la  valeur  numerigue  de  ig. 

b.  Commenter  L'expression  de  r|  en  fonction  des  valeurs  de  y et  du  rapport  volumetrigue  a. 
Que  pensez-vous  de  la  modelisation  adoptee  pour  le  cycle  ? 

2.  Determiner  la  puissance  theorigue  9s  delivree  par  le  moteur.  On  exprimera  cette 
puissance  en  fonction  de  c,  Vst,  K,  p.  et  ig. 

Application  numerigue. 

3.  Definir  completement  I'etat  du  fluide  en  chague  point  caracteristigue  du  cycle  en 
precisant  les  valeurs  des  temperatures  T2,  T2  et  T3  et  des  pressions  P2,  P2  et  P3 
sachant  gue  Ta  = 350  K. 
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Solution 


1.  a.  Une  masse  de  fluide  determinee  (melange 
vapeur  d’essence  + air)  decrit  le  cycle  ABCD. 

• AB  : compression  adiabatique. 

• BC : explosion  instantanee  a volume  constant 
(l’explosion  est  commandee  par  l’etincelle  pro- 
duite  par  une  bougie)  qui  correspond  a l’absorp- 
tion  d’une  energie  thermique  Q (liberation  de 
l’energie  chimique  de  reaction  de  combustion). 

• CD  : detente  des  gaz  brules  qui  repoussent  le  piston. 

• DA  : transformation  isochore  associee  a la  liberation  d’une  energie  thermique  Q'  (on 
ne  change  rien  a remplacer  la  detente  brutale  (piston  immobile,  pas  de  travail  recu- 
pere)  par  une  isochore...). 

On  a d’apres  le  premier  principe  et  en  notant  W le  travail  produit  lorsque  le  melange 
decrit  un  cycle  : 

Q + (-W)  + (-Q')  = 0 (les  grandeurs  Q,  W et  Q'  sont  ici  definies  positives). 

Le  rendement  T|  du  moteur  est  le  rapport  du  travail  W produit  a l’energie  thermique 
Q depensee  (combustion). 

W = Q-Q/  Q' 

1 Q Q Q 

L’energie  thermique  Q correspond  a une  transformation  isochore,  d’oii : 


Q = mCv(T2  - It,),  n Cv  representant  la  capacite  thermique  a volume  constant  du 
melange.  De  meme  (-Q')  = nCv(T1-T3). 

(Nous  avons  neglige  dans  ces  expressions  la  variation  de  composition  chimique  des  gaz.) 


Soit 


p = 1 + 


«cv(T1-T3) 


p = 1 + 


Tt-T3 

T2-T2 


«Cv(T'-T2) 

Determinons  maintenant  les  relations  liant  les  temperatures  T,,  T2,  T(  et  T3 : 
• A — > B isentropique  d’un  gaz  parfait  (loi  de  Laplace)  : 


TYT- 


= constante : 


•t^-1  = x.vr1 


T 2 

= aY-1. 
Tr 


De  meme,  pour  C — > D : T3V|  1 = T2V2  1 


T' 

l2 


= oC- 


Ti  Ts 
On  a done  — = — ; 

T2  T' 


■ T' 
i2 


0C~(Y-1). 


Soit  finalement 
Application  numerique : 


T)  = 1 


a^-1 


T)  = 1 


(9,4) 


0,35 


■r\  = 0,54. 
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l.b. 

Commentaire 


Le  moteur  a explosion  est  un  moteur  a combustion  interne  (comme  le  moteur  Diesel)  pour 
lequel  l’allumage  (provoque  par  une  etincelle  : bougie  electrique)  engendre  un  fort  accrois- 
sement  de  pression  : dans  le  cycle  theorique,  la  combustion  est  consideree  comme  instanta- 
nee  s’effectuant  a volume  fixe  (dans  le  moteur  Diesel,  le  combustible  s’enflamme  a pression 
constante,  la  reaction  etant  provoquee  par  l’echauffement  de  Fair  accompagnant  une  forte 
compression). 


• Le  rendement  theorique  du  cycle  associe  ne  depend  que  de  y et  du  rapport  volume- 

V, 

trique  a = — • 


On  peut  considerer  que  pour  le  melange,  y est  compris  entre  les  valeurs  1,3  et  1,4  (la 
valeur  y = 1,40  n’est  valable  que  pour  les  gaz  parfaits  diatomiques).  Donnons  quel- 
ques  valeurs  de  ce  rendement  (thermique)  theorique  pour  differentes  valeurs  de  a : 


8 

9 

10 

1,3 

0,46 

0,48 

0,50 

1,4 

0,56 

0,58 

0,60 

T|  = 1 - 


1 

a?-1 


On  constate  qu’une  valeur  plus  faible  de  y abaisse  celle  du  rendement  thermique. 
D’autre  part,  ce  rendement  est  une  fonction  croissante  du  rapport  volumetrique  a (a 
y fixe).  Cependant,  un  taux  de  compression  trop  eleve  du  melange  pourrait  provoquer 
une  detonation  (phenomene  de  cliquetis  associe  a la  disintegration  de  certains  hydro- 
carbures),  voire  un  allumage  premature.  On  mesure  la  resistance  a la  detonation  d’un 
carburant  par  son  indice  d’octane...  On  atteint  les  valeurs  de  a de  l’ordre  de  9 a 10 
dans  les  moteurs  actuels  d’automobile  avec  un  carburant  d’indice  d’octane  98. 

• Soulignons  que  le  diagramme  propose  ne  represente  qu’une  idealisation  du  cycle  du 
moteur  a quatre  temps. 
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- Les  compression  et  detente  ne  sont  pas  isentropiques  (les  parois  du  cylindre  cedent 
de  l’energie  thermique  au  melange  pendant  la  phase  de  compression  et  en  recoivent  de 
la  part  des  gaz  de  combustion  pendant  la  phase  de  detente  : ceci  a pour  effet  de  dimi- 
nuer  les  performances  du  moteur). 

- La  combustion  n’est  pas  instantanee  et  ne  se  fait  pas  exactement  a volume  constant 
(on  realise  une  avance  a l’allumage,  c’est-a-dire  que  l’etincelle  est  produite  avant  que 
le  piston  n’atteigne  son  point  haut,  afin  d’obtenir  une  combustion  complete  et  une  ele- 
vation de  pression  aussi  elevee  que  possible). 

- Le  fonctionnement  theorique  des  soupapes  impliquerait  un  travail  recupere  pendant 
la  phase  d’admission  compensant  exactement  celui  utilise  pour  evacuer  les  gaz  brules 
(trajets  I — > A et  A — » I ).  En  realite,  l’ouverture  et  la  fermeture  des  soupapes  n’ont 
pas  lieu  exactement  lorsque  le  piston  atteint  ses  niveaux  haut  et  bas.  De  plus,  il  s’etablit 
une  depression  pendant  l’admission  et  une  suppression  pendant  l’echappement,  la 
boucle  correspondante  [INALI]  representant  alors  une  perte  de  travail  utile. 

2.  La  puissance  theorique  developpee  par  le  moteur,  dans  les  conditions  de  l’enonce, 
peut  etre  calculee  a partir  du  travail  AW  pendant  une  duree  At.  II  lui  correspond  une 
energie  thermique  AQ  produite  par  la  combustion. 


Nous  avons  : 2P  = 


AW 

At 


avec  r) 


\\\ 

AQ' 


Soit 


2P  = r|^2- 

At 


Or,  pendant  At,  le  moteur  absorbe  une  masse  Am  de  carburant  telle  que  : 
Av , 


Am 


|l— At  (|i  : masse  volumique  ; Av  : volume). 


Le  moteur  consomme  c • 1CH  m3  tous  les  100  km  a vitesse  stabilisee  Vst  (km  • hr1). 
Pendant  le  temps  At  (en  heures),  le  vehicule  parcourt  la  distance  d = Vst  ■ At  ( d en 
km)  et  consomme  done  un  volume  Av  (en  m3)  de  carburant  tel  que  : 

Vt  • At 

Av(m3)  = c-  10~3x — - 


Soit  encore 


Av  cVst10  5 


At 


3 600 


100 


Av  , ,V,f  (km  • Ir1) 

D’ou  — (m3-h_1)  = c(L)  • 10-3 

Atv  ) \ ) 100 


10~5 

et  Am  = — — c ■ V.f  ■ Lt  ■ At. 

3 600  st  ^ 

K designant  le  pouvoir  thermique  du  carburant,  il  vient : AQ  = KA m. 


D’ou 


2?  = tiK — 
At 


= 


10- 
3 600 


c ■ yst  ■ it  • k • n 


Dans  cette  relation,  c est  en  litres/100  km,  Vst  en  km  • h \ |i  en  kg  • m 3 et  K en  k)  • kg  1 : 
2?  s’ exprime  alors  en  kW. 


Application  numerique : 

SP  = x 5,9  x l,2f  1 ]——\  x 48  x 720  x 103 

3 600  V (9,4)°>3V 

ou  K|4  = 48  x 720  x 103  kj  =>  2?  = 37  kW. 

3.  • Pour  l’isentropique  A -4  B,  nous  avions  T7  = 1' , c/7'  1 . 

D’oii  T2  = 350  x (9,4)+0>35  =>  T2  = 767  K. 

D’autre  part,  P2V2  = PjVj  et  P2  = P^?  =>  P2  = 20,6  105  Pa. 

• Pour  l’isochore  B — > C : 

® (SO 

Q = nCv(T2  - T2)  avec  Q = ^(Af)cycle  ou  (At)cycle  = 2 ■ ^ 

Un  cycle  correspond  en  effet  a deux  tours  de  l’arbre  du  moteur  qui  effectue  N tours  par 
minute. 


Commentaire 


Chaque  tour  du  vileb requin  est  associe  a deux  courses  du  piston  (une  dans  chaque  sens). 
Ainsi,  pour  un  moteur  a quatre  temps,  le  cycle  thermodynamique  est  decrit  pendant  deux 
tours  du  vilebrequin  (et  done  de  l’arbre  du  moteur),  ce  qui  correspond  a quatre  courses  du 
piston  ( cf.  figure  ci-dessous) : 


■7T> 


SA 


b#: 

fin  d’ aspiration 


SE 


fin  de  compression 


fin  de  detente 


fin  d’echappement 


B : bielle  ; V : vilebrequin  ; 

SA  : soupape  d’admission  ; SE  : soupape  d’echappement ; 

P : piston ; 

B/ : bougie. 

Le  travail  n’est  produit  que  pendant  un  quart  de  cycle,  il  est  done  necessaire  d’assurer  un 
mouvement  regulier  du  piston  ce  qui  est  realise  plus  facilement  en  associant  plusieurs  cylin- 
dres  (4,6,8...)  sur  un  meme  vilebrequin  de  forme  appropriee . . . 


D’ou  T2 


T!+5: = Tj+j5(1'-1)  avec  c 

T'  = T2 + (7-1)1! 


pivi 

D autre  part  n = — — soit : 
RT; 


R 

Y-l 

<3>  ■ 60  ■ 2 
q • NP^!  ' 


T2  = 2 185  K. 


Vj  se  determine  a l’aide  du  rapport  volumetrique  a et  de  la  cylindree  : 
V, 

Vj-V,  = 1124  cm3  et  — = 9,4  V1  = 1 258  cm3. 
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/ r 2 r 2 / 

II  lui  correspond  une  pression  P2  telle  que  = — =>  P2  = 58,7  • 101 * * * 5  Pa. 

T2  t2 

• Pour  l’isentropique  C — » D,  il  vient  (cf  A — » B ) : 

T'  = T3aY~ !,  soil  T3  = T'a1-7  et  T3  = 997  K. 

P3Vi  = P2V2,  soit  P3  = P'a-Y  et  P3  = 2,85  105  Pa. 


@ Refrigerateur  a absorption 

On  sait  realiser  des  refrigerateurs  - dits  « a absorption  » - qui  ne  necessitent  pas  de 
moteur  (comme  source  de  travail  mecanique...).  I Is  extraient  une  energie  thermique 
Qj  de  la  source  froide  a la  temperature  Ta  (effet  frigorifique)  et  regoivent  une  energie 
thermique  Q3  d'une  source  auxiliaire  a T3.  I Is  echangent  egalement  de  I'energie  ther- 
mique avec  I'air  ambiant  a T2  (T3  > T2  > Tj). 

1.  Montrer  qu'un  tel  appareil  est  thermodynamiquement  possible  si  une  condition  sur 
Qj,  Q3  et  les  temperatures  est  realisee. 

2.  Definir  I'efficacite  de  ce  type  de  refrigerateur,  et  montrer  que  celle-ci  reste  infe- 
rieure  a une  valeur  que  I'on  exprimera  en  fonction  des  seules  temperatures. 

Application  numerique  : J1  = 265  K;  T2  = 300  K;  T3  = 400  K. 

3.  Comparer  avec  I'efficacite  d'un  refrigerateur  classique  fonctionnant  avec  deux 
sources  thermiques  (Tj  et  T2). 

tl  Solution 

1.  Notons  - pour  un  temps  de  fonctionnement  donne  : 

Q3  la  quantite  d’energie  thermique  recue  de  la  source  auxiliaire  a la  temperature  T3  (Q3 
est  une  quantite  positive) ; 

Q,  la  quantite  d’energie  thermique  regue  de  la  source  froide  a la  temperature  Tj  (Qj 
quantite  positive) ; 

Q2  la  quantite  d’energie  thermique  « prelevee  » a Fair  ambiant  a T2  (Q2  de  signe 
inconnu  au  depart. . . ). 

La  machine  ayant  par  hypothese  un  fonctionnement  cyclique,  le  premier  principe 
impose  : 

Aucyde  = 0 =>  Qi  + Q2  + Q3  = 0 car  W = 0. 
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Q[  et  Q3  etant  positives,  il  vient : 


Q2  = -Q1-Q3  < °- 

D’oii  le  schema  ci-contre  des  echanges 
d’energie  du  fluide  evoluant  dans  la 
machine. 

D’apres  le  second  principe  applique  au 
systeme  { machine  + sources  } : 

^ machine  + ^ASsources  ^ 0. 


L’egalite  correspond  au  cas  des  evolutions  reversibles. 

(— Q, ) (-Q,)  |Q,| 

IC1  ASmachine  = 0 (cyde)  et  done  — — + — — + ^ 5?  0 

1 1 ^ 3 l2 

soit,  en  eliminant  |Q2|  = -Q2  : 

H3i)  (^^3)  Qi_^_Q3  > 0 
Ti  T3  T2 


0 


le  second  terme  de  cette  somme  est  positif  ^ T3  > T2  entraine  — < J > mais  le  pre- 

mier terme  est  negatif  ( T , < T2...) : pour  que  le  resultat  soit  effectivement  positif,  il 

suffit  que  la  quantite  d’energie  thermique  apportee  au  fluide  depuis  la  source  auxiliaire 
soit  suffisamment  grande. 

Exprime  autrement,  il  faut,  pour  enlever  une  quantite  d’energie  thermique  Q,  a la 
source  ffoide,  fournir  depuis  la  source  auxiliaire  une  energie  thermique  superieure  a 
une  valeur  minimale : 


T,  T, 


(1) 


T2  T3 


2.  A partir  de  ce  qui  precede,  l’efficacite  de  ce  type  d’appareil  se  definit  de  fa^on  natu- 
relle  par : 


h = 


Qi 


ce  qui  correspond  bien  a la  notion  generale  d’efficacite 

quantite  utile  obtenue 


quantite  « onereuse  » fournie 
les  echanges  avec  l’air  ambiant  etant  consideres  comme  totalement  gratuits. . . 
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En  utilisant  la  condition  (1),  on  obtient  pour  T)  : 

1 


_ Qi 

11  Q3 


T, 


T, 


soit 


T!(T3-T2) 

T3(T2-T1) 


On  verifie  naturellement  que  l’efficacite  maximale  correspond  au  fonctionnement 
reversible. 

Application  numerique : 

Avec  les  valeurs  donnees,  q =£  1,9 


3.  Comparons  cette  efficacite  a celle  d’un  refrigerateur  classique  fonctionnant  entre 
une  source  froide  a la  temperature  'I  , et  une  source  chaude  a la  temperature  T2 
, T, 

n 


T2-Tj 


SOlt  1C1 


q'  =S  7,57 


Dans  le  cas  de  transformations  reversibles,  q = 


T, 


t2-ta  T 


T- 


= 11'-  1 


Done  a Tj  et  T2  fixes, 
plus  elevee  possible). 

Commentaire 


q <q' 


pour  toute  valeur  de  T3  (que  l’on  a interet  a prendre  la 


L’emploi  d’un  tel  refrigerateur  se  justifie  quand  on  ne  dispose  pas  de  source  de  travail  W 
(pas  d’ alimentation  electrique)  ou  lorsqu’on  recherche  un  fonctionnement  parfaitement 
silencieux  (pas  besoin  de  moteur).  J 


Centrale  electrique  nucleaire 

Une  centrale  nucleaire  produit  de  L'electricite  par  I'intermediaire  d'un  alternateur  cou- 
ple aux  turbines  a vapeur  Tj  et  T2.  Le  fluide  caloporteur  est  de  L'eau.  A la  sortie  des 
turbines,  L'eau  se  refroidit  dans  le  condenseur  (L'echange  d'energie  thermique  peut  se 
faire  avec  L'eau  pompee  dans  une  riviere). 
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Dans  L'evaporateur  E',  Les  echanges  thermiques  peuvent  s'effectuer  avec  un  circuit 
primaire  d'eau  qui  recupere  l'energie  thermique  Liberee  au  coeur  du  reacteur  par  La  fis- 
sion de  ['uranium  enrichi. 

L'eau  du  circuit  secondaire  decrit  Le  cycle  represente  sur  la  figure  2. 


• Les  transformations  A -»  B et  C D sont  supposees  adiabatiques  reversibLes  et  cor- 
respondent au  passage  dans  les  turbines  haute  pression  (Ta)  et  basse  pression  (Tz). 

• Entre  Les  deux  turbines,  L'eau  subit  une  surchauffe  B-rC  en  repassant  dans 
L'echangeur  E'. 


On  note  T,  P,  x,  temperature,  pression  et  titre  en  vapeur  (soit  x = - 
gne  de  plus  par  h et  s les  enthalpie  et  entropie  massiques  du  fluide. 


).  On  desi- 


On  prendra  h - 0 et  s = 0 pour  Le  Liquide  dans  L'etat  P0  = 1 atm  et  T0  = 273  K 
(0  degre  Celsius).  On  negligera  Les  variations  de  voLume  de  L'eau  Liquide  avec  La  tem- 
perature et  La  pression.  On  donne  : 


0A  = 287  °C  et  PA  = 70  atm  (0  : temperature  Celsius)  ; 

PB  = 10  atm ; 0C  = 270  °C ; PD  = 0,05  atm  ; 

C(  = 4,18  kJ  • K-1  • kg-1  (capacite  thermique  de  L'eau  Liquide,  supposee  constante). 


1.  Determiner  les  expressions  de  hE,  hf,  sE  et  sF  en  fonction  de  C(,  TE,  TF  et  T0.  Donner 
Les  vaLeurs  numeriques  de  hf  et  sF. 


2.  Dresser  un  tableau  ou  figurent  Les  vaLeurs  de  h,  s,  0,  P (atm)  etx  pour  les  differents 
points  A,  B,  C,  D,  E,  F.  A cet  effet  on  s'aidera  du  diagramme  de  MolLier  presente  en 
fin  d'enonce  ( h est  exprime  en  kJ  • kg'1  et  s en  kJ  • kg-1  • K_1). 


3.  Comment  Lire,  sur  Le  diagramme  de  MolLier,  Les  energies  thermiques  QFA,  QBC  et  QDE 
« regues  » par  Le  fluide  ? 

Donner  Les  vaLeurs  numeriques  de  QFA,  QBC,  QDE  ainsi  que  ceLLe  de  QEF. 

En  deduire  : 

• le  travail  Wa  par  unite  de  masse  fourni  par  la  centrale  au  cours  d'un  cycle  ; 

• l'energie  thermique  Q:  fournie  par  la  source  chaude  pour  1 kg  de  fluide. 


CalcuLer  Le  rendement  thermique  r) 


Wa 

oT 


4.  Exprimer  Le  travaiL  utile  Wu  produit  par  Les  turbines  lorsqu'eLLes  sont  traversees  par 
1 kg  de  fluide.  Comparer  Wu  et  Wa. 


5.  La  puissance  eLectrique  de  La  centrale  est  = 1 300  MW.  Quel  doit  etre  La  vaLeur 
du  debit  massique  de  fluide  dans  Le  circuit  secondaire  ? 
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700 
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600 
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500 


Solution 


1.  La  capacite  thermique  etant  prise  constante,  on  aura  : 

hE  — 0 = C](TE  — T0) ; — 0 = Cl(Tf  — T0) 


Soit  h¥  = 1 200  kj  • kg  1 ; sF  = 3,0  kj  • kg  1 • K_1. 
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2. 

Point  methode 

Avant  de  repondre  aux  questions,  etudier  en  detail  le  diagramme  de  Mollier. 

II  fait  apparaitre  la  courbe  de  saturation  (x  = 1),  des  courbes  isotitres  (x  fixe),  des 
courbes  isobares  (P  fixee),  des  courbes  isothermes  (0  fixee). 


h 


Partons  du  point  A pour  lequel  0A  = 287  °C, 

PA  = 70  atm  et  x = 1 (vapeur  saturante). 
La  lecture  du  diagramme  de  Mollier  donne  : 
hA  = 2 766  kj  • kg-1 ; 
sA  = 5,81  kj  - K-1  - kg-1. 

• La  transformation  A — » B est  supposee  isen- 
tropique  ce  qui  implique  immediatement  que 
SB  = SA. 

D’autre  part,  PB  = 10  atm.  Le  point  B s’ obtient 
sur  le  diagramme  de  Mollier  en  prenant  l’inter- 
section  de  l’isobare  P = 10  atm  avec  la  droite 
s = sA.  La  temperature  correspondante  est  celle 
de  la  vapeur  saturante  (x  = 1)  a la  meme  pres- 
sion  (P  = 10  atm)  : propriete  de  l’equilibre 
liquide-vapeur.  Ce  qui  determine  le  point  B'  et 
l’isotherme  0 = 180  °C  aboutissant  en  ce  point. 
On  a done : 


PB  = 10  atm  ; 


0B  = 180  °C  ; xB  = 0,83,  et  par  lecture  directe  : 


2 430  kj  • kg 


-l . 


5,81  kj  • K_1  • kg-1. 


• La  transformation  B -4  C est  isobare,  et  en 
C,  le  fluide  est  a l’etat  de  vapeur  seche.  On  a : 
Pc  = PB  = 10  atm;  0C  = 270  °C  ; 
hc  = 2 980  kj  • kg-1  ; 


= 6,99  kj  • K- 
= 7,0  kj  ■ K-1 


• kg-1  ; 
kg-1. 


Chapitre  6 - Thermodynamique  (523 


Exercice  65i 


Exercice  65i 


• La  transformation  C — > D est  isentropique  (sD  = sc)  avec  PD  = 0,05  atm.  La  tem- 
perature correspondante  est  celle  du  melange  liquide-vapeur  a la  meme  pression.  Elle 
est  done  fournie  par  l’isotherme  0 = 35  °C  qui  arrive  au  point  D'  intersection  de 
l’isobare  P = 0,05  atm  et  de  I’isotitre  x = 1 (imprecision  sur  0D).  D’ou  : 

PD  = 0,05  atm ; 0D  = 35  °C ; xD  = 0,825. 

hD  = 2 137  kj  • kg-1 ; et  sD  = 6,99  kj  ■ Kr1  ■ kg-1. 


• L’etat  E est  caracterise  par  (transformation  D — » E isobare  et  isotherme) : 


PE  = PD  = 0,05  atm;  0E  = 0D  = 35  °C;  xE  = 0,  et : 
hE  = 9,18 -(35-0)  =>hE  = 146kJ-kg-!. 


C 


• Le  cycle  reboucle  sur  l’etat  F caracterise  par  : 

PF  = PA  = 70  atm ; 9F  = 0A  = 287  °C ; xE  = 0 et 
hE  = 4,18  • (287  - 0)  (4  1.)  =>  hE  = 1 200  kj  ■ kg-1 


Representons  ce  cycle  dans  le  diagramme  de  Mollier  : 


h 

3 000 


A : 


2 000 


3 


5,8  7 


5 
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• Tableau  des  valeurs  P,  T,  x,hets  (arrondies) : 


P (atm) 

0(°C) 

X 

h (kj  ■ kg-1) 

s (kj  ■ K-1  • kg-1) 

A 

70 

287 

1 

2 770 

5,8 

B 

10 

180 

0,83 

2 430 

5,8 

C 

10 

270 

1 

2 980 

7,0 

D 

0,05 

35 

0,825 

2 140 

7,0 

E 

0,05 

35 

0 

146 

0,5 

F 

70 

287 

0 

1 200 

3,0 

3.  La  transformation  F — > A est  associee  a 
une  vaporisation  totale  du  liquide  a P et  T 
constantes,  d’oii : QFA  = hA  - hv  (segment 
AF'  du  diagramme  de  Mollier). 

De meme  QDE  = hE-hD  et  QBC  = hc-hB. 

L’ application  numerique  donne  : 

Qfa  = (2  766  - 1 200)  =>  Qfa  # 1 570  kj  • kg-1 
Qbc  = (2  980  - 2 430)  =>  QBC  # 550  kj  • kg-1 
Qde  = ( 146  - 2 137)  =>  Qde  # -1  990  kj  ■ kg-1. 

De  plus,  Qef  = CL(0F-0E)  = 4,18(287  - 35)  =>  QEE  = lOSSkJ-kg-1. 

• Le  travail  WF  fourni  par  la  centrale,  et  rapporte  a l’unite  de  masse  du  fluide,  s’obtient 
par  application  du  premier  principe.  Soit  pour  un  cycle  : 

(-Wj)  + Qab  + Qbc  + Qcd  + Qde  + Qef  + Qfa  = 0 
et  avec  QAB  = QCD  = 0 (transformations  adiabatiques) : 

= Qbc  + Qde  + Qef  + Qfa- 

Application  numerique : 

Wj  = 1 178  =>  Wj  = 1 180  kj  • kg1. 

• L’energie  thermique  Qj  fournie  par  la  source  chaude  (circuit  d’eau  primaire  passant 
dans  le  coeur  du  reacteur  de  la  centrale)  permet  de  realiser  la  transformation 
E — > F — » A et  assure  la  surchauffe  de  la  vapeur  entre  les  turbines  haute  et  basse  pres- 
sion. 

Qi  = Qef  + Qfa  + Qbc  ^ Qi  = 3 170  kj  • kg  1 
(somme  de  toutes  les  energies  thermiques  effectivement  revues  de  la  source  chaude). 

• Le  rendement  thermique  de  la  centrale  est  egal  au  rapport  de  l’energie  utile  produite 
(soit  Wj)  sur  l’energie  « non  gratuite  » (id  Qi).  Soit : 


W, 

T)  = — 1 =>  p = 37  %. 
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4.  Considerons  une  turbine  et  la  masse  8 m la  « traversant  » 
entre  les  instants  f et  t+dt  (le  regime  etant  stationnaire,  la 
meme  masse  8 m entre  et  sort  entre  ces  deux  instants). 

Considerons  alors  le  systeme  ferme  constitue,  a f,  par  le  fluide 
contenu  dans  la  turbine  (energie  interne  UT)  et  la  masse  8 m 
qui  va  y penetrer  entre  t et  t+dt  (conditions  ht,  ue,  se. . .). 

A t + dt,  ce  systeme  correspond  au  fluide  contenu  dans  la 
turbine  (energie  interne  UT : regime  stationnaire)  et  a la 
masse  8 m sortant  de  la  machine  (conditions  hs,  us  et  ss. . .). 

Designons  par  8Wamont  le  travail  fourni  par  le  reste  du  fluide  en  amont  et  8Waval  le 
travail  correspondant  en  aval. 

Le  premier  principe  applique  au  systeme  considere  (et  en  negligeant  les  energies  cine- 
tiques  ou  leurs  variations)  donne  : 

dU  = (UT  + «sSm)  - (UT  + weSm)  = (-8WJ  + 8Wamont  + 8Waval  + 8Q. 

La  turbine  est  adiabatique  et  done  8 Q = 0,  d’oii : 

8m(us-«e)  = (-8WU)  + 8Wamont  + 8Waval. 

Or  5Wamont  = Pe5Ve  8Ve  = (Vm)e8  m (vm  = volume  massique  ). 

De  meme  §Waval  = -PsSVs  avec  8VS  = (vm)s8m. 

Soit  en  regroupant  les  termes  : 

8m[(ws  + Ps(vm)s)  - (uc  + Pe(vm)e)]  = (-8WU) 


5WU 


et 


K-K 


-r^ 

V om 


Pour  un  intervalle  de  temps  dt,  nous  aurons  : 


8 m 
dt 


(K~K) 


5W„ 

dt 


-P„. 


— = Dm  est  le  debit  massique  de  fluide  et  Pu  represente  la  puissance  utile  effective- 
ment  transmise  a l’alternateur. 

Au  total,  on  aura  id  (turbines  haute  et  basse  pression)  : 


(Pu),otale  = (-Dm)[(?JB  ~ Ha)  + K ~ hc\ 

Application  numerique : 


D 


m 


-1 300 x 106 

[(2  430  - 2 766)  + (2  137  - 2 980)]  ■ 103 


D„ 


1 100  kg-  s_1. 


Commentaire 


Cette  demonstration,  inspiree  de  la  demonstration  de  la  detente  de  Joule-Kelvin,  doit  etre 
parfaitement  assimilee  car  elle  apparalt  chaque  fois  que  Lon  etudie  un  ecoulement. 
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Electromagnetisme 

A . Electrostatique 
B • Magnetostatique 


A.  Electrostatique 

© Deux  lames  de  charges  opposees 

La  distribution  de  charges  representee  ci-contre 
comprend  deux  Lames  infinies  dans  les  direc- 
tions y et  z,  de  Largeur  e,  centrees  en  A et  A' 

d'abscisses  +o  et  -a  ^ a > |j,  et  de  charges 

voLumiques  uniformes  p et  -p. 

Determiner  Le  champ  electrostatique  E(M)  et  Le 
potentieL  V(M)  en  tout  point  de  L'espace.  En 
donner  Les  representations  graphiques. 

II.  de  faut  savoir 

• Theoreme  de  superposition. 

• Lois  de  symetrie  concernant  les  champs  electrostatiques. 

• Theoreme  de  Gauss. 


e e 


12.  C!e  <ju’il  faut  dolnprehdre 

Le  theoreme  de  superposition  permet  de  n’etudier  que  le  champ  cree  par  une  seule 
lame  chargee. 

La  symetrie  de  la  distribution  de  charges  - pour  ce  probleme  simplifie  - permet  de 
determiner  la  direction  du  champ  en  tout  point. 

11  est  alors  facile  de  trouver  une  surface  fermee  simple  a laquelle  on  appliquera  le  theo- 
reme de  Gauss. 


3.  Solution 


Le  champ  total  d’une  distribution  de  charges  est  la  somme  vectorielle  des  champs  ele- 
mentaires  crees  par  chacune  des  charges  de  la  distribution  (« theoreme  de 
superposition  »). 


• Designons  par  I (resp.  par  II)  la  distribution  de 
charges  associee  a la  densite  p (respect,  - p). 

-P 

P 

D’apres  le  theoreme  de  superposition  : 

E(M)  = Ej(M)  + E^(M). 

A' 

0 

A 

X 
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De  plus,  la  distribution  I etant  centree  en  x = a et  la  distribution  II  en  x = -a,  les 
— ^ > 

deux  champs  Ej  et  En  se  deduisent  l’un  de  l’autre  par  un  changement  de  signe 
(p  — > - p)  et  une  translation  de  -2a  selon  ux  : 


Eu(x,y,z)  = -E,(x  + 2a,y,  z). 

Remarquons  egalement  que  tout  plan  passant  par  le  point  M(x,  y,  z)  et  contenant  la 

— j > > 

direction  ux  est  un  plan  de  symetrie,  ce  qui  implique  que  E est  porte  par  ux : 


E = E ■ ux  (symetrie  de  revolution  autour  del’axe  [M,  ux]). 


L’invariance  de  la  distribution  de  charges  dans  toute  translation  selon  uy  ou  uz 

^ — > 

implique  la  meme  invariance  pour  le  champ  E : E (x,  y,  z)  = E(x)  ■ ux  . 

Enfin,  le  plan  x = 0 est  un  plan  d’antisymetrie  pour  la  distribution  de  charges  (distribu- 
tion inchangee  si  l’on  effectue  cette  symetrie  et  le  changement  de  signe  p — > - p ). 

Si  on  prend  deux  points  M (x,y,z) 

* * E(M') 

sym(E(M)) 


M' 


O 


et  M'(-x,  y,  z),  le  champ  E(M')  est 
l’oppose  du  symetrique  du  champ 

E(M),  soit  ici  E(M')  = E(M)  et  la 
fonction  E(x)  est  une  fonction 
paire. 

• Determinons  maintenant  le  champ  Ej  = Ej(x)ux  . 

Prenons  une  nouvelle  origine  (des  abscisses  X)  en  A,  soit : 

E:  = Ej(X)tq. . 

Le  plan  yhz  est  plan  de  symetrie  par  la  distribution  I de  telle  sorte  que  : 

Ej(-X)  - -E:(X). 

II  reste  a appliquer  le  theoreme  de  Gauss  a 
un  cylindre  de  generatrices  paralleles  a AX 
et  dont  les  faces  d’aire  Z0  se  trouvent  dans 

les  plans  X (X  > 0)  et  -X : 

Qint 


M 


E(M) 


Or 


_ ■> 
Ej'  81 


Ej-si  = E(X)E0-E(-X)I0 
= 2E(X)Z0,  d’ou : 

Qim 


*Y 

; A 

X 

i Y 

: A 

n 

; A 

! ux 

4* 

E,(X) 


2e0X0 
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Point  methode 

Pour  utiliser  le  theoreme  de  Gauss  dans  le  calcul  d’un  champ,  il  faut  d’abord  choisir 
une  surface  pour  laquelle  on  est  capable  de  calculer  le  flux  qui  la  traverse  en  fonc- 
tion  de  la  valeur  du  champ  en  un  point  donne. 


Deux  cas  sont  alors  possibles  : 


-ler cas:  X> 


- 2e  cas  : 0 < X < 


Qint  = p V et  Ei(x  > °)  = Bf ; 

Z80 

^ =>  Qint  = pE02X  et  E,(X  > 0)  = 


pX 


-0 


On  remarque  que  le  champ  est  uniforme  d’une  part  pour  X > - et  d’autre  part  pour 

e 2 

X < — — et  qu’il  y a bien  entendu  continuite  de  Ej  (charge  volumique  de  valeur  bornee). 

• Revenons  alors  a la  distribution  proposee  dans  l’enonce  et  interessons-nous  tout 
d’abord  aux  domaines  exterieurs  aux  distributions  de  charges  : 


a.  X : 


u + — : Et 
2 1 


pe  pe 

r—  ur  et  Eit  = — ~ — u : 

2e0  x 11  280  * 


E = 0. 


b.  x - 


■a  — : la  conclusion  est  la  meme  et  E = 0 . 
2 


e e 

C.  - a + -^x^u  — : E, 


pe 

-t—  ur  et  Eti 
2en  * 11 


pe 

T—Ur 

280 


d’ou 


c Pe 

E = ~—ur. 


Placons-nous  maintenant  a l’interieur  des  distributions  : 


A.a- 


a + - : Et 
2 1 


e0 


E - -^-u 
bn  “ 280“x' 


On  a bien  E x = a + 


e.  - a - ■ 


= 0 et  El  x = a 


pe 


P,  N 

f-(x-a)ux 

=>  E = — • | x - a 
£0 

e 
2 


pe-> 

= 8 U* 
fc0 


i - a + - : Er  = m et  E 
2 1 2en 


pX'^ 
-- — ux 
£0 


avec  ici  X'  = x + a,  soit  En  = -I  — ■ (x  + a)itx 


d’ou  E = - — | x + a + 


La  aussi  les  relations  de  passage  sont  bien  verifiees  puisque  l’on  a : 


E ( x = - a- 


= 0 etE  x = -«  + 


pe  -» 

= 
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• La  fonction  potentiel  s’en  deduit  aisement  a partir  de  la  relation  — = -E(x). 

> -■>  _>  dx 

(E  = -gradV,  avec  E = E(x)  • ux  impliqueque  V = V(x)  est  fonction  de  la  seule 

variable  x.) 

Commentaires 


Notons  qu’il  ne  faut  pas  esperer  determiner  une  fonction  V(x)  telle  que  V — > 0 quand 
x — > ±°=  : ici  la  distribution  de  charges  s’etend  jusqu’a  l’infini  (avec  une  densite  ±p  qui  ne 
tend  pas  vers  zero). 

Par  contre,  la  fonction  E(x)  etant  paire,  la  fonction  V(x)  sera  impaire,  si  on  fait  le  choix  de 
V(0)  = 0... 


II  vient  alors : 

e _ 

-C!  + -^X^fl- 
2 


J 


-o 

a--^x^fl  + -:  V(x)  = — — . 
2 2 K 2e0 

par  la  continuite  du  potentiel  en  x = 


V(x)  = Pfx  (choix de  V(0)  = 0); 

2 £n 


x - a - - | + fc  : la  constante  k sera  determinee 


a - - ; soit : 


P -efa- 

e<A 


= k - -r~e2  =>  k = 


pea 


28, 


d’oii 


y(x)  = -JL.[x-a- 


a + - : E(x)  = 0 et  V(x) 

-Pf. 


constante 


e 

Vl  a 


pea 


soit  par  continuite  : 


V(x)  = + — a et  le  potentiel  reste  borne  a l’infini. 
eo 

D’ou  le  graphe : 


pe 


- P£, 


a - - 
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0 Couronne  plane  chargee 

Sur  le  plan  0 xy,  on  considere  une  distribution  de 
charges  de  surface,  a repartition  uniforme  (densite 
0),  comprise  entre  Les  cercles  de  centre  0 et  de  rayons 
0 et  b (b  > a). 

Soit  M un  point  de  L'axe  0 z perpendiculaire  au  plan  de 
charges. 

1.  a.  On  designe  par  V(z)  La  fonction  potentieL  don- 
nant  Le  potentieL  V(M)  en  tout  point  M de  L'axe  Oz. 

Montrer  gue  L'on  a : 

V(z)  = £-[ Jb1 2  + z2-Ja2  + z 2], 

En  deduire  L'expression  du  champ  electrostatique  E(M)  sur  cet  axe.  On  notera  gue 
L'on  a E(z)  = E(z)t^. 

b.  Representer  Le  graphe  z -»  E(z)  a b fixe  et  pour  differentes  vaLeurs  de  a.  (On 
pourra  prendre  a - r\b  avec  q = {0  ; 0,02  ; 0,1  ; 0,2}. ) 

Commenter  Les  resuLtats  obtenus. 

2.  Retrouver  L'expression  du  champ  eLectrostatigue  E ( M)  par  un  caLcuL  direct. 

II.  de  cpu’il  faut  sav oir 


• Potentiel  et  champ  associes  a une  charge  ponctuelle. 

■>  > 

• Relation  entre  potentiel  et  champ  : E = -gradV. 

• Regies  de  symetrie. 


1.  de  cfu ’il  faut  doMpr ehdYe 


1.  a.  La  distribution  de  charges  etant  d’extension  finie,  le  calcul  integral  du  potentiel 
V(M)  ne  pose  pas  de  problemes  particuliers.  II  reste  a noter  que  tous  les  elements  du 
plan  x O y situes  a la  meme  distance  de  O contribuent  de  la  meme  fagon  a V(M).  On  va 
done  decomposer  le  systeme  de  charges  en  couronnes  elementaires  de  rayon  moyen  r 

et  de  largeur  dr : une  simple  integration  suffira.  Le  calcul  de  E(M)  sur  l’axe  Oz  est 


immediat  en  remarquant  que  l’on  a de  fapon  generale  E = -gradV(M)  avec  id,  pour 

des  raisons  de  symetrie  evidentes,  E = E(z)«t , soit  E = — ^ iq . 

dz 


1.  b.  On  pourra  envisager  les  cas  limites  : 
• |z|  5>>  b ... 


• a = 0 (disque  uniformement  charge  de  rayon  b)  et  |z|  — » 0 . . . 


2.  Le  champ  resultant  devant  etre  porte  par  l’axe  Oz,  il  suffit  de  projeter  chaque 
contribution  elementaire  sur  cet  axe. 


532J  Partie  2 - Physique  MPSI 


3-  Solution 


1.  a.  Considerons  les  charges  situees  sur  la  sur- 
face elementaire  delimitee  par  les  cercles  de  rayon 
r et  r + dr : 

a<r<r  + dr<b. 

Toutes  ces  charges  contribuent  de  la  meme  fa<;on 
au  potentiel  V(M)  : 

dV(M)  = — - — -^2-  avec  PM  = Jr2  + z2 


47I80PM 


et 

D’oii 

et 

Soit 


8 q = o8l  = 08Z  = o27trdr. 
1 clnrdr 

dV(M)  = 


v<m>  = if 


d7teo  Jr2  + z 2 
h rdr 


2eo J; 


r 2 + z2 


r 2 + z2 1 


V(z)  = [ Jb2  + z2-  Ja2  + z 2] 


(i) 


Pour  le  calcul  du  champ  electrostatique  en  M,  il  suffit  de  remarquer  que  l’axe  OM 

etant  un  axe  de  symetrie  de  revolution,  le  champ  E (M)  est  porte  par  cet  axe.  On  peut 
ecrire  en  effet : 

4 — > — > 

E (M)  = EjUz  + E±  ( _L  = perpendiculaire  a 1 axe) 
et  l’invariance  du  systeme  par  rotation  (d’un  angle  arbitraire)  par  rapport  a l’axe  Oz 

— ^ -4 

implique  necessairement  que  Ej_  = 0 . 


D’oii 

Or 

et 

Soit : 


E(M)  = E(z)mz. 

•>  > ■>  dV^ 

E(M)  = -gradV,  soit  ici : E(M)  = uz 


^ dV 
E(z)  = -Tz 


O 

2e0 


Jb 


2 + z2  Ja 2 + z2j 


E(M)  = ^-z 


2eo  L J 


1 


/az  + z- 


Jb2 


2 _|_  rj  2 Ill2  _J_  r^2 


(2) 


4 — > 

1.  b.  Onaainsi  E(z)  = E(z)«z  avec  E(-z)  = -E(z). 


Posons  E0  = - — =>  E(z)  = E0 

28n 


lJ 


+ z- 


Jb2 


2 J_  rjl  /ll2  _|_  r^2 
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2 

On  a represente  ci-dessous  les  graphes  de  7 — > E (z)  pour  une  valeur  de  b fixee  etpour 

b 

differentes  valeurs  du  rapport  7 {0  ; 0,02  ; 0,1 ; 0,2}. 

b 


Commentaires 


• Quand  z — > °°  (z  2J>  b),  le  systeme  doit  se  comporter  asymptotiquement  comme  une 
charge  ponctuelle  Q = n(b2-a2)o.  Ainsi,  les  fonctions  V(z)  et  E(z)  doivent  etre  equi- 
valentes  a : 


Verifions-le  : 


V(z)« 


Q 

47te0|z| 


E(z) 


Q |z| 

47te0z3 


(b2  - a2)a 
4eo 


|z| 


V(z) 


2er 


■*r- 


1+r> 


d’ou 

soit 


De  meme 


et 


V(z)  # ~~~  | z|  — ~r  [b2  -a2) 


2en  2 z2 


V(z)  = 


1 an(b2-a2) 
4jie„  lzl 


E(z)  = 


oz 

2e0|z| 


E(z)  # 


GZ 

2e0|z| 


«2) 


Soit  encore 


E(z)  # 


1 G7t(b2  - fl2)|z|  -» 
47t£0  z2  z Uz 


On  retrouve  bien  les  resultats  attendus. 
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• Une  discontinuite  du  champ  E apparalt  pour  a = 0.  Le  systeme  se  reduit  alors  a un  dis- 
que  uniformement  charge  de  rayon  b.  La  relation  (2)  donne  alors  : 

1 


E(z) 


_C_  M _ 

2eo  Uz! 


Jb1 


+ Zx 


SOlt 


l(0+)  = 


et  E(0")  = 


O -» 

2enU’ 


(3) 


.M 


^0 

Ces  resultats  sont  satisfaisants  car  ils  se  confondent  avec  ceux  d’un  plan  infini,  uniforme- 
ment charge  avec  une  densite  c.  En  effet,  pour  a = 0,  fixer  z et  faire  tendre  b vers  l’infini 
revient  au  meme  que  de  fixer  b et  faire  tendre  z vers  0 : 

Verifions-le  en  etudiant  rapidement  le  champ  electrostatique  cree  par  le  plan  infini  (o  uni- 
forme). 

- Le  plan  x Oy  est  plan  de  symetrie  d’ou  : 

A Z 

E(M  ) = sym[E(M)]  (symetrie  prise  par  rap- 
port  a xO y). 

- Tout  plan  contenant  la  droite  [M,  ti^]  est  plan 

de  symetrie  ; E vecteur  polaire  appartient  a ces  q 

plans  et  done  a leur  intersection.  II  est  ainsi  porte  X 

par  uz  =>  E(M)  = E(M )uz. 

- Les  deux  resultats  precedents  conduisent  a : 

E(z>0)  = E 0uz  et  E(z<0)  = -E 0uz. 

- Enfin  appliquons  le  theoreme  de  Gauss  : 


■M' 


E0§Z  + E05Z  = —a5Z 


SOlt 


E0  - 2e„ 


d’ou  E(z  > 0) 


a -» 


2e, 


uz  et  E(z  < 0) 


a -» 
-- — uz. 
2en 


Ces  resultats  sont  bien  identiques  a (3). 

Point  methode 

Probleme  des  distributions  infinies  de  charges  : 

On  pourrait  s’etonner  que  le  passage  a la  limite  (a  —>  0 et  b — » +°o  ) puisse  se  faire 

sur  l’expression  (2)  et  pas  sur  (1),  e’est-a-dire  sur  le  champ  E (M)  et  pas  sur  le 
potentiel  V(M). 

En  effet,  pour  a = 0 et  z fun,  on  obtient  a partir  de  (1)  et  (2)  : 

lim  V(z)  = +oo  (pour  a > 0) 

b — > +<*> 

r c a z 
lim  E = - — —,u7 

o 2e0\z\ 

Pour  s’en  convaincre,  il  suffit  de  se  rappeler  qu’une  expression  du  type 
— — — n’a  de  sens  que  si  le  domaine  de  charges  D est  d’exten- 


V(M)  = 111, 


D 47t£0  PM 


sion  finie,  ce  qui  permet  notamment  d’imposer  le  choix  du  potentiel  nul  a l’infini. 


Chapitre  7 - Electromagnetisme  (535 


Exercice  702 


Exercice  702 


II  est  done  utile  de  se  rappeler  qu’appliquer  un  tel  resultat  a des  distributions  infi- 
nies  de  charges  est  en  general  errone  : les  integrates  considerees  divergent. 

Illustration : A z 

Fil  droit  infini  uniformement  charge  avec  une  densite  lineique  X : ; 

X r+“  dz  ^ 


• L’integrale f 


47t80J_oo  Jr2  + z2 


n’est  pas  definie ; 


-> 

ur 


M 


• Par  contre,  le  champ  E peut  etre  obtenu  aisement  a l’aide  du  q 
theoreme  de  Gauss : 

\ — > 

E = j^—ur  (resultat  classique) ; 

• Or  E = -gradV,  avec  id  V = V(r)  du  fait  de  la  symetrie  de 

revolution  par  rapport  a Oz,  soit  E = - ~ ur  ce  qui  donne  : ^ = — — et 

^ ^ dr  H dr  2nenr 

V(r)  = -- — ^ In  ( -J  en  prenant  une  origine  arbitraire  a la  distance  r = a dufil. 

On  retrouve  bien  que  le  potentiel  diverge  a l’infini,  et  la  condition  V — > 0 a l’inhni 
est  ici  inapplicable.  II  diverge  egalement  en  r = 0 ce  qui  est  du  a la  modelisation 
(hi  sans  dimension  transversale).  — > 

_ , * X r+°°  PM 

• On  peut  verifier  que  1 expression  integrate  E = 

l’expression  correcte  du  champ  electrostatique. 


4jts0J-oo  PM3 


dz  redonne 


On  a E 


Xu,. 


•+“PM  • u„ 


et 


E = 


-> 

E = 


-> 

E = 


47te0J 

— dz  (c 

-00  PM3 

Xur  j- 

+“  rdz 

47te0J 

-00  (r2  + z2)3/2 

Xur 

f+°°  du 

4718  0r 

( 1 + n2)3/2 

Xur 

u 

+00 

E (r)«r 


(PM  ■ ur  = r) 


avec  u = 


47t80r 


.(1  + h2)1/2_ 


2jte0r 


M 


■) 

8E 


2.  Calcul  direct  du  champ  E(M) : considerons  a cet 
effet  la  charge  8 q comprise  entre  les  cercles  de  rayon  r 
et  r + dr  et  associee  a un  secteur  angulaire  de  mesure 
d0 : 

8 q = 08E  = o(rd0)(dr) 

8 q = Ordrd0. 

Cette  charge  cree  en  M un  champ  elementaire  8EP  tel 
que : 


8e! 


1 8qPM 
47t8n  PM3 
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Comme  il  a deja  ete  signale,  le  champ  resultant  doit  etre  porte  par  l’axe  Oz.  On  a done 
E (M)  = Eh^  et : 

sc  s7*  5q  PM  ' uz  dqcosa 

oE  = 6Ed  • u „ = - — 1 — = — -• 


47t£n  PM3  47t8nPM2 


D’oii 


8E 


0 cosardrdO 


car  PM2  = r2  + z2. 


47t80  (r2  + z2) 

Soit  apres  une  integration  immediate  selon  9^J  d0  = 2jtJ  : 
0 r^cosardr 


= 

28  J, 


Or 


cos  a = 


0J«  (r2  + z2) 
z 


Posons  u = r2,  ilvient:  E 


r2  + z2 


oz rfc2  d« 


E = I3! 


(r2  + z2)3/2 


..  c 0Z 

soit  E = — • 
4en 


4e0Jfl2  («  + z2)3/2 
_i  fc2 

2(u  + z2)  2 


Finalement  E(z)  - — 
2en 


1 


1 


■J  a1  + z2  Jb* 


+ zz 


m,  , comme  il  se  doit. 


Demi-espace  charge 


1.  On  considere  un  plan  infini  xOy  possedant  une  charge  de  surface  uniformement 
repartie  avec  une  densite  o. 

Determiner  Le  champ  eLectrostatique  cree  de  part  et  d'autre  du  plan. 

En  deduire  La  fonction  potentiel  associee  verifiant  V = 0 sur  le  plan. 

Donner  Les  graphes  representant  E(x)  et  V(x). 


2.  Le  demi-espace  x > 0 est  caracterise 

par  une  distribution  volumique  de  char- 

_x  vide 

ges  de  densite  p(x,y,  z)  = p0e 

La  region  x < 0 est  vide  de  charges.  

Determiner  Le  potentiel  et  Le  champ  en  (- 
tout  point  de  L'espace  et  tracer  Les  gra- 
phes associes.  Commenter. 

On  prendra  V( 0)  = 0. 
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1.  Ce  <^u’i]  faut  sav oir 

• Utilisation  des  symetries  et  des  invariances  de  la  distribution  de  charges. 

• Theoreme  de  Gauss. 

12.  de  cju’i]  faut  dotopren^Pe 

-) 

1.  Avant  tout,  il  faut  determiner  la  direction  de  E en  utilisant  les  symetries  de  la  dis- 
tribution de  charges. 

Les  proprietes  d’invariance  du  systeme  lors  de  certaines  transformations  geometriques 
permettent  de  determiner  les  variables  dont  depend  E . 

On  peut  alors  utiliser  le  theoreme  de  Gauss. 

2.  On  utilisera  les  resultats  precedents  en  decomposant  la  distribution  volumique  de 
charges  en  tranches  tres  minces  d’epaisseur  dx.  E s’obtient  en  sommant  les  contribu- 
tions des  differentes  tranches  et  en  visualisant  bien  la  position  de  ces  tranches  par  rap- 
port  au  point  ou  l’on  calcule  E . 

■ 3.  Solution 


1 . • Considerons  le  champ  electrostatique  au 
point  M(x,  y,  z).  Tout  plan  contenant  l’axe  A 
(axe  parallele  a Ox  et  passant  par  M)  est  plan  de 

symetrie  pour  la  distribution  de  charges.  E (M), 
vecteur  polaire,  appartient  done  a ces  plans  et 
par  la  meme  a leur  intersection,  e’est-a-dire  a A. 

D oil  E (x,  y,  z)  = E(x,y,z)uz. 


M(x,  y,  z)  A 


O 


x 


-» 
et  u. 


Ici,  le  systeme  est  invariant  par  translation  selon  uy 
nideynidez. 

E = E (x)uz  et  V = V(x) 


done  E et  V ne  dependent 


avec  E(x)  = — — puisque  E = -gradV. 
dx 

• De  plus,  le  plan  yOz  est  plan  de  symetrie  (on  peut  eventuellement  lui  donner  une 
petite  epaisseur  e avec  une  charge  volumique  p telle  que  p e - a,  quitte  a faire  tendre 
e — » 0 et  p — > +00  ...). 

Ainsi : E(-x)  = -E(x) 

• Le  systeme  possede  suffisamment  de  symetries  pour  envisager  l’application  du  theo- 
reme de  Gauss. 


► Point  methode 

Le  theoreme  de  Gauss  ne  peut  s’appliquer  (efficacement)  que  lorsque  le  systeme 
possede  des  symetries  et  des  invariances  suffisamment  fortes. 
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• Considerons  alors  une  surface  de  Gauss  cylindrique  dont  les  generatrices  sont  per- 
pendiculaires  au  plan  yOz  (le  cylindre  est  symetrique  par  rapport  a ce  plan). 


Le  theoreme  de  Gauss  s’ecrit : 


->  — » oint 

E ■ 8E  = 


Or  I = IL  U Zj  U E_x ; Ex  et  ont  la  meme  aire,  notee  E0  ; 

« #/ S = JJe.s2+JJ?.81+JJe.S. 

La  premiere  integrate  est  nulle  puisqu’en  tout  point,  le  champ  E est  porte  par  la  sur- 

face  (E  • 8E  = 0).  Le  champ  E non  defini  en  x = 0 reste  cependant  borne  et  ne  pose 
pas  de  problemes  particuliers  a l’application  du  theoreme  de  Gauss  (par  ailleurs,  on 
pourrait  toujours  revenir  a la  modelisation  [p,  e]  evoquee  precedemment. . 

Sur  Ex,  le  champ  est  uniforme  et  vaut  E (x)iix  d’ou  : 

rr  ^ — > 

E • 8X  — E(x)Z0  (normale  de  meme  sens  que  ux ). 

x ,x 

De  meme  JJ  E -8 £ = -E(-x)20  (normale  de  sens  oppose  a u*x ). 


D’ou  <jj>  E • 8Z  = [E(x)  - E(-x)]Z0  = 2E(x)20  (d’apres  (2)). 


Point  methode 

C’est  parce  que  Lon  a montre  que  E,  ne  dependant  que  de  x,  est  le  meme  en  tout 
point  de  X que  Lon  peut  sortir  E{x)  de  l’integrale  ; c’est  une  constante  vis-a-vis  de 
cette  integration. 

Or  Qlnt  = oZ0  et  le  theoreme  de  Gauss  s’ecrit  ici : 

2E(x)E0  = --oE0  =>  E(x)  = £-■ 
t0 


G -> 

3 , s c -> 

E(x  > 0) 

= - — ur 

2e0 

et  E (x  < 0)  = u 

2e0  x 

• Quant  au  potentiel  V(x),  il  s’obtient  facilement  a partir  de  la  relation  — — = -E(x) 
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d’ouavecV(O)  = 0: 


V(x  > 0)  = 
Soit  en  regroupant  ces  resultats 


— — x et  V(x  < 0) 
2e0 

V(*)  = ~|*| 

/t0 


Donnons  une  representation  graphique  de  E(x)  et  V(x) : 


Commentaires 


La  traversee  de  la  nappe  surfacique  de  charges  s’accompagne  d’une  discontinuite  du  champ  : 


Cette  discontinuite  n’est  en  fait  qu  une  limitation  liee  au  modele  surfacique. 


On  peut  concevoir  ce  systeme  comme  la  limite  d’une  pla- 
que d’epaisseur  e et  presentant  une  charge  volumique  p. 

Pour  les  memes  raisons  de  symetrie,  on  a E = E (x)ux, 
avec  E(-x)  = -E(x). 

Et  avec  le  theoreme  de  Gauss  : 

*>f:Z0(E(x)-E(-x))  - ^EoPc=>E(x)  = 

L £0  Z£q 


p 

pe  = 

6 

X 

e 

0<x<^:I0(E(x)-E(-x))  = ^EoP2x=>E(x)  = 

2.  Remarquons  tout  d’abord  que  la  distribution  de  charges  ne  dependant  que  de  x,  les 
plans  passant  par  M(x,  y,  z)  et  contenant  A parallele  a itx  ( cf  1.)  restent  des  plans  de 

, — > 

symetrie.  II  en  resulte  que  Ton  a toujours  : E = E (x)ux  le  systeme  restant  invariant 
par  translation  selon  Oy  et  O z. 
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Cependant,  nous  n’avons  plus  ici  l’invariance  du  sys- 
teme  par  symetrie  par  rapport  au  plan  yOz. 


• Soit  une  tranche  centree  en  x0  > 0 d’epaisseur  dx0 
infmiment  faible  : on  peut  la  considerer  comme  etant 
equivalente  a une  nappe  surfacique  de  densite 
8a  = p(x0)dx0.  Elle  cree  alors  les  champs  elementai- 
res  (se  reporter  a la  premiere  question)  : 


* > xn 


x<xn 


> 

8E 


8 o 

2e, 


-M, 


8E  = ~ 
2en 


o 

8 o -> 

ur 


p(x0)dx0^ 

— ~ Ur 

2e0 

p(x0)dx0- 

2en 


(1) 


(2) 


O 


I—  dx0 


-0  z'c0 

Nous  pouvons  en  deduire  le  champ  total  en  decomposant  le  systeme  en  tranches 
d’epaisseur  dx0.  II  faut  alors  distinguer  deux  cas. 


> Point  methode 

II  est  important  maintenant  de  visualiser  la  position  du  point  oil  Ton  cherche  le 
champ  par  rapport  aux  tranches  aim  de  sommer  convenablement  les  contributions 
envisagees. 


a.  x < 0 : toutes  les  tranches  donnent  des  contributions  de  meme  sens  (x0  positif  est 
bien  superieur  a x),  d’oii : 


E(x)  = -f 

Jo 

Soit  encore  : E(x)  = [ 

28nJ| 


+~p(xn)dxn 

°dx  (avecE(x)  = E(x)ux). 


2en 


[V-Cdx  = -21 

x0- 

-ae  a 

J o 2£q 

_ 

P nfl  — > 

E(x<0)=-^ux 


b.  x > 0 : il  faut  distinguer  les  tranches  situees  en  x0  < x qui  contribuent  a E (x) 
selon  l’expression  ( 1 ) des  tranches  situees  en  x0  > x pour  lesquelles  la  contribution  est 
donnee  par  (2).  Soit : 

c,  , rxP(xo)dxo  f+“P(*o)d*o 

E(x)  = J ““ fF I 

J0  JX 


et 


d’ou 


T-l  / X P0 

EW  = 


-ae 


x_  Po 
o 2e0 


2en 


-ae 


E(x) 


P oa 
2e0 


1-e a - 0+e fl 


->  po  a( 

E (x  > 0)  = 1 - 2e  a]ux 


2 ef 
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• Le  calcul  du  potentiel  s’effectue  selon  = -E(x) : 

dx 

-Pourx<  0,  le  champ  est  uniforme  et  V(x)  est  une  fonction  affine  dex,  c’est-a-dire  : 


p()a 

V(x  < 0)  = —x 

2^n 


en  prenant  V(0)  = 0 : 

dV  = Po  af 
dx  2e0V 


■ Pour  x > 0 : 


P r\d 

Soil  V(x)  = 

Ztn 


^1  — 2e  £ 

X 

x + 2 ae  a + C 


Point  methode 

La  constante  C se  determine  en  assurant  la  continuity  du  potentiel  en  x = 0,  la  dis- 
tribution de  charges  etant  volumique. 


Pofl 

2en 


[2a  + C]  et  C = -2a. 


D’ou  V(0)  = 0 
Finalement : 


> 11  P Q& 

D’oules  graphes  donnant  E(x)  et  V(x)  avec  E0  = et  V, 


Pofl2. 

2e0 
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Commentaires 


• Dans  cet  exercice,  la  distribution  de  charges  tend  bien  vers  zero  quandx  tend  vers  +°°. 

Ce  n’est  evidemment  pas  une  raison  pour  conclure  qu’il  en  est  de  meme  du  champ  electros- 

( Poa\ 

tatique  lim  E(x)  = - — . II  serait  egalement  errone  de  considerer  que  le  champ  tend 

Vx->+°°  2e0  J 

vers  zero  quand  sous  pretexte  que  toutes  les  distances  (des  charges  au  point  oil 


Ton  calcule  E ) tendent  vers  l’inhni : le  systeme  de  charges  est  lui-meme  infini. 

• On  a etabli  que  lim  E(x)  = et  E(x)  = En  fait,  ces  resultats  etaient  previ- 

*-»+“  2e0  x<0  2e0 

sibles  puisque  p 0a  represente  la  charge  totale  contenue  dans  un  cylindre  d’axe  parallele  a 
Ox  et  de  section  de  base  de  surface  unite. 


r r -- 

Q = p(x)dx-  1 = p0  e adx  = p 0a. 

Jo  Jo 


Pour  ce  qui  est  des  points  a l’infini , du  cote  des  x positifs,  et  des  points  situes  en  x < 0,  le 
systeme  de  charges  se  comporte  comme  une  simple  plaque  perpendiculaire  a Ox  et  posse- 
dant  une  charge  surfacique  O = p0a  (on  peut  regrouper  les  tranches  d’epaisseur  dx0). 

• Dans  le  cas  oil  le  systeme  propose  representerait  ce  qui  se  passe  « localement » a la  surface 
d’un  conducteur  en  equilibre  electrostatique,  il  nous  faudrait  imposer  : 
lim  E(x)  = 0 (le  champ  est  nul  a l’interieur  du  conducteur). 


II  suffit  alors  de  decaler  les  expressions  des  champs  etablies  au  2.  de  la  quantite 


Ainsi,  on  aurait : 

( Poa  Po«V 


P„”  . 

ux 

E0 


Soit  en  notant  oT  = p0a 


->  CJT-> 

E (x  < 0)  = — n 


(n 


■«*)• 


Resultat  classique  connu  sous  le  nom  de  loi  de  Coulomb  (cours  de 
deuxieme  annee). 


Po * 
2zn 


— n 

En 


E = 0 


J 


Lignes  de  champ 


Sur  un  axe  0 z sont  placees  deux  charges  ponctueLLes  q1  en  Aa  et  q2  en  A2 


(0C  = D)  ' 
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1.  Questions  preliminaires  : 

a.  Soit  une  charge  q placee  au  point  0 de  L'axe  OC  d'un  disque  2.  Le  point  0 et  Le 
bord  du  disque  definissent  un  cone  de  demi-angle  au  sommet  a.  CalcuLer  Le  flux  4>,  a 

travers  Le  disque,  du  champ  electrostatique  E cree  par  la  charge  q. 

On  exprimera  c)>  en  fonction  des  grandeurs  q,  a et  £0  (permittivite  du  vide). 

b.  On  revient  au  systeme  (q1,  qz)  et  on  se  place  dans  Le  cas  ou  q1  + q2j=  0.  Montrer 
qu'a  des  distances  « grandes  » de  A1  et  A2,  ce  systeme  se  comporte  - a la  Limite  - 
comme  une  charge  unique  Q = qt  + qz  placee  au  barycentre  G des  points  A1  et  A2, 
affectes  des  coefficients  q1  et  qz. 

2.  On  cherche  a determiner  Le  reseau  des  lignes  de  champ.  A cet  effet,  on  repere  tout 
point  M du  plan  de  figure  par  Les  angLes  Oj  = (A ^z,  AjM)  et  02  = (A2z,  A2M).  On 
se  Limitera  au  demi-plan  superieur,  et  02  pouvant  varier  sur  I'intervalle  (0  ; n). 

M 


Determiner  L'equation  d'une  ligne  de  champ  de  E en  fonction  de  qv  qz,  0:  et  02. 

On  pourra  envisager  separement  les  domaines  du  plan  z > zA  , zA  < z < zA  et 

z<z^- 

3.  On  suppose  dans  cette  question  que  L'on  a q1qz  > 0. 

a.  Est-il  possibLe  qu'une  Ligne  de  champ  joigne  Les  points  A2  et  Aj  ? Definir  un  point 
particuLier  I du  segment  [ Aa A2] . 

b.  Donner  une  caracteristique  des  lignes  de  champ  a I'infini. 

Representer  Le  reseau  de  Lignes  de  champ  pour  qz  = Aq1  et  qz  > 0. 

4.  On  prend  maintenant  qtqz  <0  et  qz  > 0.  Montrer  que  les  lignes  de  champ  par- 
tant  de  A2  soit  vont  a I'infini,  soit  rejoignent  A1.  Determiner  La  valeur  Limite  a2[  de 
I'angLe  a2. 

Donner,  pour  qz  = -2qv  La  vaLeur  de  a2l  et  tracer  Le  reseau  de  Lignes  de  champ. 
Commenter : on  isoLera  notamment  Le  cas  ou  q1  + qz  = 0. 

1.  de  cpu ’il  f&ut  s&voir 

Points  de  cours 

• Flux  du  champ  electrostatique. 

• Ligne  de  champ  - Tube  de  champ. 

Outil  mathematique 

• Notion  d’angle  solide. 
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2.  Cf e cfu ’il  f&ut  doinpr ehdYe 


1.  Un  calcul  integral  est  envisageable  si  Pon  veut  eviter  la  notion  d’ angle  solide.  Cette 
derniere  conduit  cependant  beaucoup  plus  rapidement  au  resultat  demande. 

Etudier  un  systeme  de  charges  en  des  points  tres  eloignes  du  domaine  dans  lequel  elles 
sont  confinees  revient  a faire  un  developpement  multipolaire.  Le  premier  terme  cor- 
respond a la  charge  totale  Q = q1  + q2,  et  le  deuxieme  est  du  type  moment  dipolaire  : 

le  choix  du  point  G barycentre  des  points  et  A 2(<j2)  s’impose  naturellement 

car  le  moment  dipolaire,  defini  selon  P = q1GAl  + q2 GA2,  prend  alors  une  valeur 
nulle  ( qlGAl  + q2GA2  = 0 est  une  propriete  du  barycentre). 

2.  Caracteriser  une  ligne  de  champ  revient  ici  a caracteriser  le  tube  de  champ  obtenu 
par  rotation  de  cette  courbe  autour  de  l’axe  AjA2.  On  ecrira  alors  que  le  flux  a travers 
toute  section  du  tube  est  une  constante  dans  chaque  domaine  vide  de  charges.  Cette 
constante  s’exprimera  simplement  a l’aide  de  qv  q2, 0j  et  02  (utiliser  a cet  effet  l’expres- 
sion  etablie  au  1.) 

3 . et  4.  Dans  les  cas  particuliers  envisages  par  la  suite,  on  aura  a examiner  deux  possibility  : 

• lignes  de  champ  joignant  A,  et  A2,  ce  qui  doit  etre  compatible  avec  l’equation  etablie 
precedemment ; 

• lignes  de  champ  de  type  A2  — » °°,  alors  on  doit  avoir  0,  et  02  qui  tendent  vers  une 
valeur  commune  0L  (d’apres  le  1.  b.) : il  reste  a discuter  l’existence  de  0L. 


Solution 


1.  a.  Le  flux  elementaire  a travers  Pelement  de 
surface  8X  est  donne  par  : 

8(^  = E • 8Z  = E • n 8E  = EZ8E. 


Or  E = 


D’oii : E- 


-> 

q u 

. > OM 

4m0r2‘ 

Otl  H Cl 

OM 

> 

4 r 

' uz  q D 

47t80 

r3  _ 47t80r3 

8Z 


M ^ 

i > ^ 

C , 

1 

“z 

De  plus  : cos0  = — =>  E = — ^ 
v r z 47t80D3 


cos30 


47t80D2 


cos30. 


Et  S(|)  = rCOS308X. 

47t80D2 

Prenons  en  compte  la  contribution  des  elements  de  surface  situes  sur  la  couronne  comprise 
entre  p = CM  et  p + dp  (c’est-a-dire  pour  des  angles  de  l’intervalle  [0  ; 0 + d0] ). 

Deslors:  8E  = 27tpdp,  avec  p = Dtan0. 
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D’ou : 8E  = 2itD2tan0d(tan0)  = 2nD2 


sin0  d0 
COS0  cos20 


Finalement : 8(|) 


8(|) 


— — cos30  • 27iD2  S'n^  d0 


47I80D2 


COS30 


q . 

i Cl 

28, 


sin0d0  = -^-d(-cos0). 


28, 


Et  en  integrant  de0  = 0 a 0 = a,  il  vient : 


<|)  = -2-(l  - cosa) 


(1) 


Commentaire 


II  aurait  ete  plus  simple  de  faire  intervenir  la  notion  d’ angle  solide.  On  avait : 

88  = E -n8L  = - q u \n  81. 

47180  r2 

->  -» 
u yi  8y. 

Or  represente  l’angle  solide  elementaire  defini  par  le  point  O et  la  surface  8Z. 


D’ou  88  = --—80. 

47I£„ 


Et  pour  le  disque  : 8 


47t£n 


-n. 


Soit  avec  O = 27t(l  - cosa)  =>  8 = ^-(1  - cosa). 


J 


Point  methode 


Le  flux  a travers  le  disque  oriente  par  uz  est  le 
meme  qua  travers  la  calotte  spherique  de 

centre  O s’appuyant  sur  le  bord  du  disque, 

— ^ 

calotte  orientee  localement  selon  n'  (absence 
de  charges  contenues  dans  le  volume  delimite 
par  ces  deux  surfaces). 

Ainsi  8(®)  = cKcal°tte). 


Or  8 (calotte)  = JJe(N)  • n'S I = 

avec  Scalotte  = Esphire  • £ = 4rcR2  ■ 2?l(  1 4^°Sa)  = 2?tR2(l  - cosa). 
On  obtientbien  : 8(3)  = r^-(l-cosa). 
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1.  b.  Le  champ  electrostatique  au  point  M est 
donne  par  l’expression : 


4jcef 


A2M 


AjM 

qiA^M3  + q2A2M3 


Faisons  intervenir  le  point  G barycentre  des  points 
Aj  et  A2  affectes  des  coefficients  ql  et  q2  (cela  sup- 
pose done  q1  + q2  ^ 0 ).  G est  defini  selon  : 


M 


qjGAj  + q2GA 2 — 0 ou  A9G  — 


qiA2Aj  + q20 


ql  + q2 

G appartient  au  segment  [ A2  A2]  pour  qx  et  q2  de  meme  signe. 
Deslors  AjM2  = (A^G  + GM)2  = GM2  + 2GM  • A^G  + AjG2 


et  AjM  = GM 

D’oii : 


AjG  ->  fA.Gx2 

1+2gm'm+(gm) 


2 

ou  u 


GM 

GM' 


1 


1 


AM3  GM3 


->  AjG  7AiGV 
1 + 2M  GM  + ( GmJ 


Supposons  maintenant  le  point  M suffisamment  eloigne  de  Aj  et  A,  avec  : 
GM  GAj  et  GM  GA2. 


Soit : 


1 


1 


de  meme 


A^3  GM3 

1 


A2M3  GM3 


i AiG  , rAiG^i 
1-3”  ' GM  [gmJ 


->  A,G  fA2G\ 

U ' GM  IgmJ 


et  E 


_J_ 1_ 

47tenGM3 


^(A^G  + GM) 


i AiG  f aiGA 

1 - 3m  GM  + °1gM  J 


Soit 


+ ^2(^2^  GM) 


4 a2g  m2g\ 

“ ' GM  °i  GM  j 


-> 

E 


l 


1 


47T£nGM3 


[(qjAjG  + q2A2G)  + ( q ^ + q2)GM  -(-  0 + ...]. 


termes  qui  tendent  vers  0 
quand  GM  — > °o 


D’oii 


(2) 
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Tres  loin  des  points  Aj  et  A2  ( GM  » A t A, ) , le  systeme  devient  equivalent  - a la  limite 
- a une  charge  unique  egale  a Q = qY  + q2  placee  au  point  G barycentre  de  A^ijj)  et 
A 2(q2).  Les  lignes  de  champ  vont  done  tendre  asymptotiquement  vers  des  droites 
dont  les  prolongements  passent  par  G. 

2.  Considerons  separement  les  espaces  z > zA  , ze]zAj  ; zAJ,  puis  z < zA  . 

Dans  chacune  de  ces  regions,  une  portion  MN  de  ligne  de  champ  engendre  par  rota- 
tion autour  de  Oz  une  partie  du  tube  de  champ  ne  contenant  aucune  charge  et  pour 
laquelle  le  flux  traversant  une  section  est  constant. 


• z > Za2  : 

Le  tube  de  champ,  et  par  la  meme  la  courbe  NM 
definissant  la  ligne  de  champ,  est  caracterise  par 
un  flux  constant  a travers  chaque  section  du 
tube. 

Ainsi,  pour  tout  disque  tel  que  DP,  on  aura  : 

<t>Dp  = CSte  = + <t>Dp(<?2)- 

Et  d’apres  ce  qui  precede  ( cf  1.  a.)  : 

<I>dp(3i)  = ^(l-cosOj) 

<1>DP(^2)  = ^r(!  - COS02). 


Soil : (|)D 


- — (1  - cos0!)  + - — (1  - cos02)=  constante. 

2e0  2e0 


La  ligne  de  champ  [MN]  a done  pour  equation  en  coordonnees  biangulaires  0j  et  02 : 


^[Cos©!  + q2c  os02  = constante 


(3) 


• zAi  < z < zAi : 

Pour  le  domaine  compris  entre  les  plans  perpendiculaires  a Gz  et  passant  par  A,  et  A.,, 
on  a de  meme  : 


“ 28n( 


COS0l)“^(1 


COS(7t  - 02)). 


Soit : <)D  = — (1-COS0J)-— (1 +cos02). 

Zb0  Zt0 

Et  l’equation  d’une  ligne  de  champ  est  donnee 
par  <|)D  = constante,  soit  encore  : 

q1cosd1  + q2cosd2  = constante. 
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z<  z. 


(t)DP  = "^L(1  -COS(7t-0j))-;^-(l  -COS(7t-02)). 
zt0  Zb0 

<t)Dp  = -^(1  + COS01)_^(1  + COS02)' 

qt  COS0,  + q2cosd2  = constante,  equation  carac- 
terisant  finalement  une  ligne  de  champ. 


3.  a.’  Supposons  qu’une  ligne  de  champ  joi- 
gne  les  points  A2  et  A2.  Notons  a , et  a2  les 
angles  entre  l’axe  A xz  et  les  tangentes  en  At  et 
A2. 

D’apres  2.  b.,  l’equation  de  cette  ligne  de 
champ  est : 


qjeosBj  + q2cos02  = cste. 


Exprimons  cette  constante  en  Aj,  ou  02  = al  et  02  = jt,  et  en  A2  ou  02  = 0 et 

= ■ 


cste  = qlcosal  + q2  ■ (-1)  = q1  ■ (1)  + q2cosa2 


d’ou : q{(l  - coso^)  = -q2(l  + cosa2). 


Les  deux  quantites  entre  parentheses  sont  positives  (voire  nulles).  En  dehors  de  la  solu- 
tion a2  = 0 et  a2  = n,  cette  egalite  est  impossible  pour  qx  et  q2  de  meme  signe. 


Aucune  ligne  de  champ  ne  rejoint  done  les  points  At  et  A2  pour  qxq2  > 0. 


• Pour  a2  = 0 et  a2  = Jt  et  qyq2  > 0,  il  existe  un 

point  I ou  le  champ  E s’annule  ( cf.  figure). 

Ce  point  est  defini  par  : 


<h 


<h 


A.  I AP I 

q , + (It — — = 0 

yiA2I3  i2A2I3 


A2I 

V 


3.  b.  Une  ligne  de  champ  partant  de  q2  ira  done  a l’infini  oil  elle  tendra  asymptotique- 
ment  vers  une  droite  passant  par  G et  faisant  un  angle  02L  tel  que  : 

q2cosa2  + q1  = (q1  + q2)cos02L 


soit : cos02L  = 


q2  cosa2  + q1 


1 + ^2 

On  remarque  alors  que  02L  variera 
entre  les  valeurs  0 (pour  a2  = 0 ) et 
02L  (pour  a2  — > n ) tel  que  : 


COS  0 T T 


‘h  — 
ql  + q2 
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• De  meme,  pour  une  ligne  de  champ  partant  de  qv  on  aura  : 

/ \ r\  a cos  a,  - q2 

qlcosa1-q2  = (^  + <z2)cos01L  =>  cos01L  = 

1 h + q.2 

L’ angle  01L  varie  entre  les  valeurs  n (pour  aj  = n ) et  0(L  (pour  — > 0 ) avec 

cos0(L  = — — — • Onadonc0(L  = 02L  = ^l- 
‘h  + q2 

La  figure  ci-dessous  represente  un  reseau  de  lignes  de  champ  pour  q2  = Aql  > 0 : 


A2I  [q ~2  GA2  ql  1 

Ail  a)  q i GAj  q2  4 

Avec  de  plus,  cos0L  = - 0,6  =>  0L  = 127°,  ce  que  Ton  verifiera  sur  la  figure. 

Les  lignes  de  champ  partent  bien  de  Aj  ou  de  A2  pour  tendre  asymptotiquement,  a 
l’infini,  vers  un  faisceau  de  droites  dont  les  prolongements  convergent  en  G. 

4.  Cette  fois-ci,  on  suppose  qlq2  < 0,  certaines  lignes  de  champ  partiront  done  du 
point  A2  (en  prenant  q2>  0 ) pour  aboutir  au  point  Aj  (avec  ql  < 0 ),  alors  que 
d’autres  partant  de  A2  iront  a l’infini. 

• Lignes  de  champ  A2  — » infini : elles  tendront  asymptotiquement  vers  une  droite  pas- 
sant par  G (barycentre  de  A 2(q2)  et  A ^q^  : il  faut  alors  supposer  q1  + q2  ^ 0 ) et  fai- 
sant  l’angle  limite  02L  avec  l’axe  A {z  tel  que  : 

(ql  + q2)cosQ2L  = q{+q2  cosa2. 

Ceci  suppose  done  que  -1  s£  cos02L  =£  1,  eten  prenant  q1  + q2  > 0 (ce  qui  ne  limite 
pas  la  generality  de  1’etude),  il  vient : 


soit 


q i *?2  ^ ii  "*■  q2cosa2  ^ q^  + q2 


- 1 - 


2ql 

‘il 


cos  a. 


1. 
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Une  telle  situation  ne  sera  possible  que  pour  : 


0 a,  =£  Arcos 


2ql 
fa  - 


= a 


21- 


Pour  q2  = -2qv  on  a a2L  = 


■ Lignes  de  champs  A2  — » Ax : elles  correspondront  alors  a a2  L =S  a2  =£  it. 

D’oii  le  trace  des  lignes  de  champs  effectue  par  ordinateur  (q2  > 0,  ql  < 0 et 
q2  = -2(jj ). 


A j VJ  2 

= — - - 2 (A2  milieu  du  segment  [AjG]). 

A2G  ‘h 

Commentaires 

I • Pour  q2  = —2 qv  il  existe  une  ligne  particuliere  correspondant  a 

( 2^i\  ji 

a2  = a2L  = Arcos^-  1 J = Arcos(O)  = -• 

Cette  ligne  recoupe  l’axe  Oz  au  point  I. 


I A!  A2 
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(y0  = zotan02  {nouvelle  origine  en  A2) 
Le  point  M(yn  ; zn)  de  'tL  est  defini  par  : ( 

[y0  = (z0+ l)tan0j  (onapris  AjA2  = 1) 


d’ou 


z„+  1 


tan0. 


(4) 


z0  tan0t 

avec  : qlcosQl  + q2cos02  = <2i  + q2cosa2L  =>  c°s0i  - 2cos0,  = 1 (5) 

Au  voisinage  de  I,  on  a 0j  = 7t-q  et  0,  = Jt-e  aveceetr)<SC  1 d’ou  d’apres  (5) : 


i_nii+2ii-^ 


n 


2 et  e 


jl 

ii 


Et  avec  (4)  : 


nul. 


1 IAj  1 -> 

— ’ soit  encore  = = — > ce  qui  definit  bien  le  point  I ou  le  champ  E est 


J~2 


IA, 


• Cas  particulier  qx  + q2  = 0.  Alors  toutes  les  lignes  de  champ  partant  de  q2  (choisie  posi- 
tive) arriveront  en  ql  (q1  < 0).  Tres  loin  des  deux  charges,  le  systeme  est  equivalent  a un 
dipole.  On  obtient  done  le  systeme  de  lignes  de  champ  dessine  ci-dessous  : 


Interaction  entre  charges  identiques 

1.  Deux  particules  identiques  (masse  m,  charge  q)  sont  abandonnees  dans  Le  vide, 
sans  vitesses  initiates,  a une  distance  r0  L'une  de  L'autre. 

Determiner,  de  deux  fagons  differentes,  Les  vitesses  de  ces  deux  particuLes  Lorsqu'eLLes 
seront  infiniment  eLoignees  L'une  de  L'autre. 

2.  Repondre  a La  meme  question  dans  Le  cas  de  trois  particules  identiques  abandon- 
nees sans  vitesses  initiates,  Leurs  positions  initiates  correspondant  aux  sommets  d'un 
triangLe  equilateral  de  cote  r0. 

On  ne  tiendra  pas  compte  de  I'interaction  gravitationnelle. 
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1.  Ce  cfu’il  f&ut  sav oir 

• Force  de  Coulomb. 

• Energie  potentielle  d’interaction  de  deux  charges  ponctuelles. 

• Energie  potentielle  d’une  charge  soumise  a un  champ  electrostatique  exterieur. 

• Loi  fondamentale  de  la  dynamique. 

• Theoreme  de  F energie  mecanique. 

■ 2.  Cf e cfu’il  faut  doinprehdre 

1.  La  force  agissant  sur  chaque  particule  est  la  force  d’interaction  coulombienne : la  relation 
fondamentale  de  la  dynamique  doit  permettre  de  relier  la  vitesse  d’une  particule  a sa  position. 

On  peut  aussi  utiliser  la  conservation  de  l’energie  mecanique,  la  force  coulombienne 
etant  conservative  : il  faudra,  au  prealable,  determiner  F energie  potentielle  interieure 
E™'  associee  a l’interaction  coulombienne  entre  les  deux  particules. 

2.  Le  probleme  est  analogue  dans  le  cas  de  trois  particules.  Il  sera  necessaire  de  gene- 
raliser  l’expression  de  E™'. 


3.  Solution 

1.  Une  premiere  methode  consiste  a appliquer  le  principe  de  la  dynamique  a Fune  des 
deux  particules. 

Prenons  comme  axe  Ox  la  droite  passant  par  les  positions  initiales  des  deux  particules, 
l’origine  O etant  prise  au  milieu  du  segment  de  longueur  r0. 

Le  point  materiel  (particule  [m,  q],  abs- 


cisse 


r0 

initiale  x0  = — ) est  soumis  a la  force 


(m,  q ) 


(m,  q ) 


fi 


O 


Mi  /j 


= /l  ' Ux  avec  /l  = ' f 

4jte0  (M!M2)1 2 

Du  fait  de  la  symetrie,  on  a a chaque  instant. 


OMj  = x(f)  et  OM2  = -x(t)=>M2Mj  = 2 x(f). 

q 1 , 

;«*  (!) 


Soit:  /,  = - . 

47t804x2 

L’ equation  du  mouvement  de  la  particule  M , s’ecrit  alors  : 


d2OMj  -> 

- fi  = fiu*- 

Le  mouvement  s’effectue  done  selon  l’axe  Ox  et : 


fflX 


167t£0X2 


(2) 
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Multiplions  l’egalite  (2)  par  x,  puis  integrons  entre  l’instant  initial  t = 0 oil  x 

et  x = 0,  et  un  instant  t quelconque : 

--a*  <12  C*xdt 

mxxdt  = — r — — — ■ 

Jo  16jt£nJo  x2 


xn  - ~ 


Soit  encore  : 


Finalement : 


mx2(t)  - 0 


x(t) 


qi  »x(t)  dx'  _ q2 

167te0J[o  x'2  16nec 

2 


x(t) 


-.2  r 


1 


87t£0m|_r0  x(t)_ 

x2  est  une  fonction  monotone  qui  tend  vers  une  limite  pour  x—>+°°  telle  que  : 

i2 


(3) 


limx2(t)  = 


- _2I 


1 


47t£0m  r0 


V = 


\q\ 


0,ru  0 


(4) 


• Une  deuxieme  methode  consiste  en  une  approche  energetique  : chaque  particule  est 
soumise  a la  force  de  Coulomb  exercee  par  l’autre  particule,  et  on  peut  defmir  pour 

l’ensemble  du  systeme  une  energie  potentielle  interieure  E™'  = — ■ 


Commentaires 


Am0  r12 


On  a arbitrairement  fixe  la  valeur  de  cette  energie  a 0 pour  des  particules  infiniment  eloignees 
Tune  de  l’autre  (done  hors  interaction). 

Cette  energie  potentielle  d’interaction  est  une  energie  propre  au  systeme  constitue  par  ces 
deux  particules  ; on  ne  peut  pas  l’attribuer  a une  seule  de  ces  particules. . . J 

Les  forces  intervenant  etant  conservatives,  on  peut  appliquer  le  theoreme  de  l’energie 
mecanique  qui  prend  ici  la  forme  : 


Em  - E,.  + E‘nt  = cte. 


On  a done  avec  E„ 


1 


2 y.[\mx2(t)  \ et  E‘nt  = -2- 

V2  WJ  ? 47te0(2x) 


mx2(t)  H 

47t£0(2x) 


= 0 + 


47t£0r0 


A l’infini,  x2  —>  Y2X  , d’ou  : 
mV2 


4m0r0 


V, 


\q\ 


V47l£  oro 


m 


(6) 


Ce  qui  correspond  bien  au  resultat  precedent  (4). 


Point  methode 


Lorsqu’il  est  possible  d’associer  une  energie  potentielle  aux  forces  qui  travaillent, 
il  est  plus  souvent  efficace  d’utiliser  la  conservation  de  l’energie  totale  du  systeme. 
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2.  • Premiere  methode  : 


On  utilise  les  memes  modes  de  raisonnement 
qua  la  question  precedente : par  raison  de 
symetrie,  les  trois  particules  occupent  a cha- 
que  instant  des  positions  correspondant  aux 
sommets  d’un  triangle  equilateral  dont  le 
centre  O reste  fixe  dans  un  referentiel  gali- 
leen.  Considerons  la  particule  Mj,  sur  l’axe 
Ox  : elle  est  soumise  aux  forces  d’interaction 

f2  et  /3  de  la  part  des  particules  M2  et  M3, 
avec/2  +/3  = /•  ux  et  / = /2cosa  +/3cosa 


2/2cosa 


W 2 

ici  cosa  = cos30°  = — , d’oii : / = J3  ■/,  = 73  ■ — - — - 
2 z 47tenr2 


avec  rcosa  = HM,  = -x  (O  est-  aussi-le  point  de  concours  des  medianes). 
Finalement : 


S 


47ten 


3 2 

2X'73 


q2J 3 

2 4kSq  ■ 3x2 


La  loi  fondamentale  de  la  dynamique  appliquee  a la  particule  Mj  donne  : 


mx  = /=>  x = 


2 73 


47t80m  ■ 3x2 


Multiplions  par  x et  integrons  entre  les  instants  0 et  t (x(0)  = 0 et 

2 ro 
*(0)  = -f0cosa  = — ) : 

3 73 

1 -2  q2j3  t*x'dt  q2j3  dx' 

-mx  -0  = — - 1 - — 1 — 


4jte0  x 3 


rx  at  _ pwdx 

Jq  x'2  127t80  JX(0)  x'2 


d’ou : 


x2(f)  = g273  r 1 ! 73' 

6ne0m\_  x(t)  r0 


Les  particules  s’eloignent  indefiniment  l’une  de  l’autre  pour  atteindre  une  vitesse 
limite  telle  que  : 


= M 

J2m0mr0 


(7) 


• Seconde  methode : 


Comme  dans  la  premiere  question,  on  peut  definir,  pour  le  systeme  des  trois  particu- 
les, une  energie  potentielle  interieure  Epl  associee  aux  forces  de  Coulomb. 
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On  determine  E™'  en  reprenant  un  raisonnement  identique  a celui  developpe  dans  le 
point  cours  du  1.  La  formule  (5)  devient  alors  : 


pint 


1 ( ‘hQi  chcl3'\ 


4m, 


ov  '12 


J 


soit  d’une  maniere  plus  generate  : 


im  = _J_y  Mi. 

P 47t£n-^  r.-; 


”i>7 

Initialement,  cette  energie  potentielle  prend  la  valeur  : 

1 3 q2 


pint  _ 


4jte0  r0 


('ij  = ro)- 


La  conservation  de  l’energie  mecanique  du  systeme  propose  entre  l’instant  initial  et  le 
moment  oil  les  particules  sont  infiniment  eloignees,  donne  alors  : 


Em  = Ec  + Ep  = constante 


0 + 


3 q2 


4ne0r0 


mVL,  1 + 0. 


Soit 


VL 


2 q2 


4m0mr0 

ce  qui  est  bien  le  resultat  deja  obtenu. 


et 


\q\ 


J2m0mr0 


© Potentiel  de  Yukawa 


On  se  propose  de  determiner  La  distribution  de  charges  qui  cree  en  tout  point  M de 
L'espace  (0M  = r-u , r = ||om||  ) un  potentiel  electrostatique  de  La  forme  : 

V = ■ ? ■ e~« 

47t£0  r 

q etant  La  charge  elementaire  (q  = 1,6  • lO^19  C ) et  a une  distance  (a  = 10~10  m ). 

1.  Determiner  le  champ  electrostatique  E (M)  en  tout  point  M (different  de  1'origine  0). 

2.  Calculer  le  flux  de  ce  champ  a travers  la  surface  d'une  boule  de  centre  0 et  de  rayon 
r,  et  en  deduire  La  charge  Q(r)  contenue  dans  cette  boule. 

Etudier  les  cas  limites  r et  r —>  0:  quelles  conclusions  peut-on  en  tirer  ? 

3.  Determiner  la  densite  de  charge  volumique  p(r)  repartie  dans  L'espace  autour  de  0. 
La  distribution  de  charges  etudiee  peut  etre  prise  comme  modele  electrostatique  d'un 
atome.  Qu'en  pensez-vous  ? 
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Solution 


1.  Les  equipotentielles  V = constante  sont  des  spheres  de  centre  O,  ce  qui  implique 
que  le  champ  E , qui  leur  est  orthogonal  est  radial.  Son  expression  en  coordonnees 
spheriques  se  reduira  done  a une  seule  composante  : E = E ■ u . 

Or  E = -gradV  avec  id  V = V(r)  oil  r,  9,  tp  sont  les  coordonnees  spheriques. 

dV  ->  dV 

Soit  E = —-j-u  et  E = E(r)  = 

dr  dr 


d’ou 


E(r)  - 


a r 1 

47t£0|_  r2 


et 


Remarquons  que  E est  defini  et  continu  dans  tout  l’espace  sauf  en  r = 0 oil  il  n’est 
pas  defini.  Les  charges  responsables  de  ce  champ  se  reduisent  done  a : 

- une  distribution  volumique  p(r)  pour  r > 0 (une  distribution  surfacique  de  char- 
ges provoquerait  une  discontinuity  du  champ . . . ) ; 


- « eventuellement  » une  charge  ponctuelle  en  r = 0 . 

2.  Le  flux  du  champ  electrostatique  E a travers  la  sphere  ■f(C\  r)  a pour  expression  : 
p = |E  • nhif  ^ "NM’ 


avec  ici  E ■ n8 if  = E(r)w  ■ nbif  = E(r)SEf 
->  . 

(n  = u et  ft  • w = 1 ), 


Sf(0,  r) 


soit 


<|)  = $E(r)SEf 


et  § = E(r)J>8ff  (E(r)  = constante  sur  la  surface  Sf). 
D’ou  4>  = E(r)  ■ 47tr2 

et  en  rempla^ant  E(r)  par  son  expression  ( cf.  (1)). 


Or,  d’apres  le  theoreme  de  Gauss,  le  flux  (|>  du  champ  electrostatique  est  egal  au  quo- 
tient par  e0  de  la  charge  contenue  a l’interieur  de  la  surface  fermee  a travers  laquelle 
on  a calcule  le  flux  : 


d’ou 


4>  = J~Q(r) 

Q(,)=9(l+3exp(-:) 
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Si  r — > oo  : Hm  Q(r)  = 0 

r — > °o 

ce  qui  indique  que  la  charge  totale  repartie  dans  tout  l’espace  est  de  valeur  globale 
nulle. 


Et  si  r — > 0 : limQ(r)  = q. 

r — » 0 

Une  sphere  de  centre  O de  rayon  tendant  vers  zero  contient  la  charge  q : c’est  la  defini- 
tion d’une  charge  ponctuelle  situee  en  O. . . 

La  distribution  de  charges  responsable  du  potentiel  electrostatique  V etudie  est  done 
constitute : 


• d’une  charge  ponctuelle  q placee  en  O ; 

• et  d’une  distribution  de  charges  volumiques  negatives  dans  l’espace  autour  de  O, 
pour  assurer  la  neutrality  electrique  globale  du  systeme. 


3.  La  symetrie  spherique  de  la  distribution  indique  que  la  density  volumique  p cher- 
chee  ne  depend  que  de  r = OM.  Pour  determiner  p ( r) , evaluons  de  deux  talons  dif- 
ferent es  la  charge  8Q  contenue  dans  l’espace  entre  deux  spheres  concentriques  de 
rayons  r et  r + dr: 

8Q  = Q(r  + dr)  - Q(r) 


8Q  = p • 8v  = p • 47tr2dr  (8v  = 47tr2dr) 

, , , 1 Q(r  + dr)  - Q(r) 

47tr2  dr 

p designant  la  densite  moyenne  de  charge  entre  les  distances  r et  r + dr. 
Par  passage  a la  limite  (dr  — ^ 0) : 

. , 1 dQ 

p^p(r)  = i^d7 


Or: 


dQ  1 - 

— = q - -e 
dr  a 


■4|  l+llV*  = 

1 aja  a2 


et  p(f)°~i^7--exl,B) 

Cette  distribution  est  done  finalement  constitute  d’une  charge  ponctuelle  en  O,  qui 
peut  correspondre  a la  charge  (positive)  d’un  noyau  atomique,  entourte  d’un 
« nuage  » ntgatif  de  valeur  totale  opposte.  Ce  nuage  peut  etre  assimilt  a l’effet  moyen 
des  tlectrons  entourant  le  noyau,  dont  la  repartition  n’est  dtfinie  que  par  la  probability 
de  prtsence  en  chaque  point. 


Commentaires 

La  distribution  de  charges  p(r)  tend  tres  vite  vers  zero  lorsque  l’on  s’eloigne  de  O.  Pour 
visualiser  la  repartition  de  charges  negatives,  il  est  plus  interessant  de  tracer  la  courbe  repre- 
sentative de  donnant  revolution  de  la  « quantity  de  charges  » 47tr2p(r)  presente  a la 
distance  r = 0 (quelle  que  soit  la  direction. 
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Point  de  champ  nul 


Sur  un  axe  Ox,  on  place  deux  charges  egales  q (q  > 0)  en  deux  points  d'abscisses 
respectives  a et  -a  (a  > 0). 


1.  Decrire  gualitativement  Les  proprietes  du  potentieL  et  du  champ  eLectrostatique, 
en  particulier  au  voisinage  de  I'origine  0.  L'equilibre  stable  d'une  particule  chargee 
est-il  possible  en  0 ? 


2.  Etude  plus  precise  : 


a.  On  cherche  a determiner  I'expression  du  potentieL  V(x,  y)  au  voisinage  du  point  0 
et  dans  un  pLan  meridien  xOy.  Montrer,  en  faisant  un  deveLoppement  Li  mite  a L'ordre 

X V 

2 par  rapport  a - et  ^ , que  L'on  a : 


V(x,y)  = 


2q  fi  i 2x2 -yz~ 

47ie0oL  2 a1 2 


On  rappeLLe  que  : 


(1  +e)  2 = l-^e  + ^£2  + o(£2). 


En  deduire  I'allure  des  equipotentielles  et  des  Lignes  de  champ  au  voisinage  de 
L'origine. 


■ Solution 

1.  Le  point  O est  un  centre  de  symetrie  de  la  distribution  de  charges.  Le  champ  en  ce 
point  y est  done  nul. 

D’autre  part,  le  systeme  est  invariant  par  rotation  autour  de  l’axe  Ox.  II  est  alors  pos- 

sible  de  se  limiter  a l’etude  du  potentiel  V(x,  y)  et  du  champ  E(x,  y)  dans  un  plan 
Oxy  contenant  cet  axe. 

Enhn,  une  symetrie  par  rapport  a ce  plan  laissant  le  systeme  invariant,  le  champ  E est 
contenu  dans  xOy. 
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Le  potentiel  V(M)  = 


4nen 


Xtfi 

— (r; : distance  de  M a la  ze  charge  q;)  est  toujours 

i ‘ 

positif  si  toutes  les  charges  sont  positives,  et  tend  vers  l’infini  au  voisinage  d’une  charge 
ponctuelle.  On  en  deduit  immediatement  failure  de  V(x)  pour  un  point  M sur  l’axe  Ox. 


V(0) 


O 


-\-u 


La  symetrie  de  la  distribution  de  charges  implique  que  V(x)  est  une  fonction  paire,  et 
la  valeur  V(0)  du  potentiel  en  O est  ainsi  un  minimum  local. 


• L’axe  O y est  un  axe  de  symetrie,  et  V(x  ; y)  est  egalement  une  fonction  paire  de  y. 
Sur  l’axe  O y (x  = 0),  le  champ  E est  porte  par  O y,  et  la  fonction  V(0  ; y)  diminue 
lorsque  Ton  s’eloigne  du  point  O puisque  les  distances  aux  charges  augmentent  alors. 
V(0  ; y),  continue  et  derivable,  admet  done  en  O un  maximum. 


La  valeur  V(O)  = V(0  ; 0)  du  potentiel  en  O est : 

- un  minimum  de  V(x  ; 0), 

- un  maximum  de  V(0  ; y). 

Le  champ  E est  nul  en  O,  et  ce  point  est  bien  une  position  d’equilibre  pour  une  parti- 
cule  de  charge  q0  quelconque.  Cependant,  cette  position  correspond  toujours  a un 
equilibre  instable  quel  que  soit  le  signe  de  q0. 

En  effet,  si  q0  est  positif,  il  suffit  de  deplacer  legerement  la  charge  q0  le  long  de  l’axe  O y 
pour  que  l’equilibre  soit  rompu.  La  particule  est  alors  soumise  a la  force  : 


f - 'JqE  - ' 


dV(0  ; y)  -> 
dy  y 


La  force  / tend  a eloigner  q0  du  point  O (maximum  de  q0V). 


Si  q0  est  negatif,  la  situation  est  la  meme  cette  fois-ci  sur  l’axe  Ox  (maximum  de 
q0V(x  ; 0)  enO...). 
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2.  On  a vu  au  1.  qu’il  suffisait  d’etudier  la  fonction  V(M)  dans  un  plan  quelconque 
xOy.  Done,  pour  M(x  ; y)  dans  ce  plan  : 


V(M)  = 


4jt£n 


V(M) 


47ien 


1 1 
— + — 

h r2 

2 , ,,2 


avec  : r1  = (x-  a)2  + y 
r\  = (x  + a)2  + y2 


(1) 


Soit 


1-* 


2x  x2  y2' 

1 + — 


11  -- 
Expression  de  la  forme  — = -(1+e)  2 


2x  x2  + y2 

avec  8 = + 

a a2 


Developpons  le  crochet  (en  utilisant  la  formule  de  l’enonce)  jusqu’au  second  ordre  par 


. , x y 

rapport  aux  quantites  - et  - : 
a a 


rx  a 
r1  a 


2x  x2  + y2 
a a 

2-1 


3f 4x2Y 

8v"a2"J_ 


, x 2x2  - y 

1 + - + T~ 

a 2a2 


(2) 


De  meme,  en  changeant  x en  -x,  nous  obtenons  : 

(3) 


I#* 

r,  a 


x 2 x2  - y2' 

1 - - + t— 

2 a2  . 


a 


Soit  au  total  d’apres  (1),  (2)  et  (3) : 
V(x ; y)  # 


Finalement 


Soit  encore  avec 


V„  = V(0  ; 0)  = 

0 v ^ 47t80fl 


V(M) 


V0  + 


2 q 


47t80fl3 


x2-t 
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■ Lignes  equipotentielles : 

V2 

Elies  correspondent  a V(M)  = cste  soitx2-y  = cste. 

Ce  sont  des  hyperboles  de  centre  O,  d’axe  Ox  ou  Oy  et  d’ asymptotes  y = ±Jlx. 

■ Lignes  de  champ  : 

Pour  determiner  les  lignes  de  champ  au  voisinage  de  O,  calculons  le  champ  E associe 
a l’expression  approchee  du  potentiel : 


E = = 2_.* 

x dx  ne0a 3 

E = = +^L-.y 

y dy  7t£0a3  2 

d’ou  l’equation  differentielle  des  lignes  de  champ  (courbes  tangentes  en  chaque  point 
au  champ  E ) : 


dx  _ dy  dx  _ 2dy 
Ex“Er^  x " y 

+ — = 0 =>  2lny  + lnx  = constante 
y x 


soit,  pour  les  lignes  de  champ, 


xy2  = constante 


■ Representation  graphique : 

Donnons  Failure  de  ces  courbes  (equipotentielles  et  lignes  de  champ)  dans  le  plan  xOy 
et  au  voisinage  de  O (en  tenant  compte  du  fait  que  ce  sont  des  courbes  orthogonales) : 


(equipotentielles  en  trait  plein  - lignes  de  champ  en  pointille). 


562)  Partie  2 - Physique  MPSI 


• Lignes  de  champ  : 

Remarquons  que  les  asymptotes  des  hyperboles  sont  des  equipotentielles  particulieres 
(V  = V(0  ; 0))  ce  qui  permet  de  preciser  les  valeurs  du  potentiel,  et  par  la  meme 
l’orientation  des  lignes  de  champ  : 


V(0  ; 0)  = V0 


Ce  qui  confirme  - bien  sur  - les  resultats  obtenus  a la  premiere  question. 
Commentaires 

On  a represente  ci-dessous  en  perspective  la  surface  (x  ; y)  — > Z = V(x  ; y.) 

II  apparait  clairement  au  centre  de  la  figure,  point  O,  un  col  traduisant  une  position  d’equi- 
libre  instable  en  ce  point. 
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B.  Magnetostatique 


Spire  circulaire 


Une  spire  circulaire  de  centre  O et  de  rayon  a est  parcourue 
par  un  courant 


z 


M 


1.  RappeLer  ^expression  du  champ  magnetique  B(z)  en  un 
point  M situe  sur  I'axe  z'z  de  la  spire.  Que  peut-on  dire  de  B (z) 
pour  z suffisamment  grand  devant  a ? 


2.  a.  En  deduire  la  valeur  de  la  circulation  du  champ  magneti- 
que sur  I'axe  de  la  spire. 


b.  Retrouver  le  resultat  precedent  par  application  du  theoreme 

d'Ampere.  z 

c.  Obtiendrait-on  un  resultat  different  pour  un  axe  z'z  decentre  (z'z  reste  parallele  a 
I'axe  de  la  spire  et  coupe  le  disque  delimite  par  la  spire)  ? 

1.  de  cfu’il  faut  savoir 

• Regies  de  symetrie  relatives  aux  champs  de  la  magnetostatique. 

• Loi  de  Biot  et  Savart. 

• Champ  magnetique  cree  par  une  spire  circulaire. 

• Dipole  magnetique  et  champ  cree  par  ce  dipole. 

• Theoreme  d’Ampere. 

12.  de  cfu’il  fa. -at  doinpr ehdYe 

1.  Pour  des  points  eloignes  (r»a),  la  spire  doit  etre  equivalente  a un  moment 


magnetique  M.  - ina2uz. 

2.  b.  On  reliera  le  resultat  obtenu  au  theoreme  d’Ampere  en  considerant  que  la  « droite  » 
(z'z)  fait  partie  d’un  contour  ferme  se  rebouclant  suffisamment  loin  de  la  spire. 


3.  Solution 


1.  ■ Direction  du  champ  B au  point  M situe  sur  I’axe  de  la  spire  : 


z 


Tous  les  plans  contenant  I’axe  sont  des  plans  d’antisymetrie 


M 


pour  la  distribution  de  courant.  Le  champ  B,  vecteur  axial, 
appartient  a ces  plans  et  done  a leur  intersection.  II  en  resulte 


u 


'Z 


que  B(M)  est  porte  par  I’axe  z'z,  soit : 
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■ Propriety  de  lafonction  B(z) : 

Le  plan  xOy  de  la  spire  peut  etre  considere  comme  plan  de  symetrie.  On  doit  done 
avoir  : 


B(M/)  = -Sym[B(M)]  avec  M'  = Sym(M) 

Sym  designe  l’operation  de  symetrie  par  rapport  a ce  plan. 
Soit  pour  les  points  de  l’axe  : 

B(-z)  = B(z). 


Et  en  dehors  de  l’axe  : 


et 


B(z) 


Po;  r PMsinB 
47tJ  PM3 


8 1 


M-o*  sin0 
471  PM2 


8 1. 


<|>8Z  = 27ta  soit  finalement  avec  sin 9 = 


a 

PM 


Uni  sin30  Un* 

B(z)  = —2na  =>  B(z)  = — sin30(z)  (1) 

47t  a1  2 a 
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■ Comportement  asymptotique  de  B(z)  (pour  z 5S>  a ) 

On  peut  alors  faire  1’approximation  sin0~-  (pour  z > 0 ) 

z 

„ , IWaV  2[i0(ina2) 

" BW  “ liUJ  = 

Cette  expression  n’est  rien  d’autre  que  celle  du  champ  associe  au  moment 
magnetique  M = ina2iiz  place  en  O. 

Ainsi  pour  des  distances  OM  suffisamment  grandes  devant  le  rayon  a de  la 

spire  cette  derniere  se  comporte,  pour  le  champ  magnetique  quelle  cree, 

— ^ ->  ->  — > 

comme  un  moment  magnetique  d/1  = iSn  (ici  S = na2  et  n = uz). 


Commentaires 


z A 


O 


d/t 


M 


-> 

n 

m / 

• Une  spire  parcourue  par  un  courant  i est 
« assimilable  » a un  dipole  magnetique  pour  des 
points  suffisamment  eloignes  ; ceci  est  d’autant 
mieux  realise  que  la  distance  d’observation  r 
(r  = OM)  est  grande  devant  les  dimensions 
caracterisant  l’extension  du  systeme  (rayon  a 
pour  une  spire  circulaire). 

Pour  une  spire  plane,  on  demontre  que  l’on  a : 

d/1  = iSn  (S  surface  hachuree). 

• II  ne  faut  pas  confondre  ce  point  de  vue  qui 
s’interesse  au  seul  champ  cree  a « grandes 
distances  » avec  celui  qui  consiste  a etudier  le 
comportement  d’une  telle  spire  placee  dans  un 
champ  magnetique  exterieur  independant  du 
temps. 

II 

- Dans  le  cas  ou  ||d/t  | est  fixe  (spire  de  forme  invariable  parcourue  par  un  courant  cons- 

— > 

tant),  (’interaction  avec  un  champ  B0  uniforme  se  traduit  par  une  energie  potentielle 
^ ^ 

d’interaction  U = -d/1  ■ B0.  Ainsi,  la  force  resultante  s’exerijant  sur  le  dipole  est  nulle  (U 

^ ^ , ->  ^ — > 

invariant  par  translation  de  d/L  ).  d/L  n’est  alors  soumis  qu’a  un  couple  T = d/t  a B0. 

— ^ ^ 

- Dans  le  cas  ou  le  champ  exterieur  B0(x,  y,  z ) n’est  plus  uniforme,  le  circuit  reste  reduc- 

^ — > 

tible  a un  dipole  d/t  a condition  que  B0  varie  spatialement  sur  des  distances  caracteristi- 
ques  tres  superieures  a a ...  Pour  un  circuit  indeformable  parcouru  par  un  courant 

constant,  la  valeur  de  ||d/l||  reste  invariable  et  l’expression  U = -d/t  ■ B0  garde  sons  sens 

— > ^ ^ ^ 

avec  B0  variant  avec  le  point.  Le  dipole  d/L  est  soumis  au  couple  d/1  a B0  mais  egalement 

a une  force  / (U  n’est  plus  invariant  par  translation) . . . 


J 
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2.  a.  La  circulation  % sur  l’axe  z'z  du  champ  magnetique  est  definie  par  la  relation  : 

r+K  -> 

3(z)dz  ( 

-K 


pTJX  ~7 

c€  = lim  B(z)dz  (B  est  porte  par  l’axe). 


Soit  encore  puisque  B(-z)  = B(z) : 

% = 2 [ h°°B(z)  dz 

Jn 


tan0  = - d’oii  dz  = 

z 


sin20 


d0  et^  = -2a\  B[z(0)]- 
J!  Si 


d0 

sin20 


(Pour  z = 0,  ona0  = - et  pour  z — » +°°,  0 0 ). 
Reportant  l’expression  (1)  de  B(z),  il  vient : 

n n 

% = poif2sin0d0  = poi[-cos0]o. 

Jo 

Soit 


X = p0z' 


(2) 


2.  b.  Ce  resultat  doit  pouvoir  s’obtenir  par  application  du 
theoreme  d’ Ampere.  A cet  effet,  considerons  la  courbe  fermee 
r0  constitute  du  segment  A' A (longueur  2D)  et  du  demi-cer- 
cle  de  centre  O et  de  rayon  D (O  est  le  milieu  du  segment  AA'). 
Le  theoreme  d’ Ampere  s’ecrit  alors  : 
f -> 

<p  B • 8/  = 

ro 

iT  est  le  courant  total  (compte  algebriquement)  traversant 

toute  surface  £ s’appuyant  sur  le  conteur  ro.  Une  surface  envi- 

sageable  est  le  demi-disque  hachure  sur  la  figure  ci-contre.  La 
■) 

normale  n a cette  surface  est  liee  au  sens  de  parcours  de  ro. 
On  a done  ici : 

iT  = i (le  courant  i traverse  £ dans  le  sens  defini  par  n ). 


fA  ->  — > r 

D’oit  B • 8/  + 

J A'  Jt\, 


B • 8/  = | i0i, 


rA  ->  ^ 

+ 

J A'  J demi-cercle 

Faisons  tendre  D vers  l’infini  ( D » a ). 

La  premiere  integrate  redonne  % par  definition. 

II  reste  a demontrer  que  la  contribution  de  la  seconde  tend 


bien  vers  zero. 

Or  f 

Jr 


B • 


5/  = J 

" Hemi-i 


BeDd0' 


* demi-cercle  ^ demi-cercle 

Mais  pour  D » a , la  spire  devient  equivalente  au  moment 

— ^ _ — y 

magnetique  M,  = ina2uz. 
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Le  champ  magnetique  associe  a Ai  - ina2u z admet  pour  composantes  : 
M-o2d/lcos9'  _ M-od/lsinB' 


B„ 


4jt  D3 


et  B, 


e 


4ti  D3 


De  sorte  que : 


, -n 


BBDd9' 

0 4tcD2 


J sin9'd9'  = |40x  • 


J demi-cercle 

quantite  qui  tend  vers  zero  quand  D tend  vers  l’infini  ( D » a ). 
On  retrouve  bien  le  resultat  (2). 


2D2 


3.  On  aurait  obtenu  le  meme  resultat  pour  un  axe 
z z decentre  (c’est-a-dire  ne  passant  plus  par  le  cen- 
tre O de  la  spire  : cf.  figure). 

Le  calcul  precedent  donnerait  en  appliquant  le  theo- 
reme  d’ Ampere  sur  le  contour  ferme  constitue  du  seg- 
ment C'C  ferme  par  Fare  de  cercle  CC'  centre  en  O : 
<p  B • 5/  = |U0i  (i  traverse  dans  le  meme  sens  que  n ). 

D’ou  [ B ■ 81  + f B ■ 81  = |i0i . 

JC'  JCc' 


O 


Or  la  circulation  cherchee  % est  la  limite  de  la  premiere  integrate  lorsque  les  points  C 
et  C'  sont  rejetes  a l’infini  (D  — > °°),  d’ou  : 

c€  + lim  [ B • 81  = |I0i . 


Or  [ B-8 1 - f BeD  d9'  » - [ sin9'd9'  = cosa . 

J 0 4D2  Ja  ° 2D2 

On  a done  : lim  [ B • 81  — > 0 (D  » a et  cosa  — > 1 ).  II  reste  % = p0i . 

d->+“>jcc' 


Le  resultat  est  inchange. 


0 Solenoide  epais 


On  enrouLe  des  spires  jointives  tres  fines  sur 
un  cyLindre  de  rayon  Ra,  sur  une  epaisseur 
e = R2  - Rr  Chaque  spire  est  parcourue 
par  un  courant  i. 

Sur  une  « rangee  »,  on  a p spires  par  unite 
de  Longueur,  et  on  a empile  Les  spires  sur  m 
rangees. 
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1.  Determiner,  en  tout  point  de  L'espace, 

^expression  du  champ  magnetique  B dans  Le  cadre  de  L'hypothese  du  solenoide  infi- 
niment  Long.  On  posera  n - pm  e t B0  = p.0n/. 

2.  Retrouver  Le  resuLtat  precedent  par  appLication  du  theoreme  d'Ampere. 

■ 1.  de  cpvi’il  faut  savoir 

• Regies  de  symetries. 

• Champ  magnetique  cree  par  un  solenoide  (modelisation  du  solenoide  droit « infini  »). 

• Theoreme  d’Ampere. 


■ 2.  de  cjti’il  faut  dotopreh^re 

1.  On  decomposera  le  systeme  en  un  ensemble  de  solenoides  « emboites  » d’epaisseur 
infinitesimale  dr0. 


3.  Solution 

1.  Pour  le  systeme  propose,  les  symetries  restent  les  memes  que  celles  du  solenoide 
droit  infini.  On  a done  : 

B = B(M  )uz. 

De  plus,  les  invariances  selon  z et  selon  0 (coordonnees  cylindriques  d’axe  z'z) 
impliquent : 

B = B (r)uz. 

On  peut  alors  decomposer  le  systeme  en  solenoides  d’epaisseur  dr0  que  Ton  va  assimi- 
ler  a des  solenoides  droits  infinis  comportant  un  nombre  8 n de  spires  par  unite  de  lon- 
gueur avec : 


dz 


dz 


drn 


i 

.=□ 

r0 

bn' d zi 


drn  drn 

D>  v o / . U U 

ou  on  = mp- — = nz 


R2  Rj  R2  Rt 


(1) 
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Le  champ  magnetique  associe  vaut  (cf.  champ  cree  par  un  solenoide  droit  « infini  ») 
SB'  = 0 pour  r > r0 

8B'  = [i08n'wz  pour  r<r0=>8B'  = [l0ni- m). 

R2  - Rj 

II  suffit  maintenant  de  sommer  les  contributions  de  chaque  solenoide  elementaire. 

• A l’exterieur  de  tous  les  solenoides,  on  aura  done  B = 0 . 


B = 0 pour  r > R2 


Pour  r<  Rj,  les  champs  crees  par  tous  les  solenoides  s’ajoutent  et : 


B(r<  Rt)  = |!0ni [ 

J ] 


0 -> 

u. 


Ri  ^2  ^1 


B(r  < R:)  = | JL0niu 


Pour  Rj  < r < R2,  seuls  les  solenoides  de  rayon  superieur  a r contribuent  a B.  Ainsi : 


= Rom  f 

J r 


r2  drn 


R2-R1 


R,  — r 

b = m'r1-r1“z 


D’ou  le  graphe  donnant  B(r) : 


Commentaire 


Pour  r < Rp  le  systeme  se  reduit  bien  evidemment  a un  solenoide  droit  infini  comportant 
n = mp  spires  par  unite  de  longueur  parcourues  par  le  courant  i.  J 

— > 

2.  Ayant  demontre  que  B = B(r)uz  (cf.  1.),  on  se  propose  d’utiliserletheoremed’ Ampere. 
• Considerons  le  contour  r,  du  plan  de  figure  situe 
dans  le  domaine  r < Rt.  Le  theoreme  d’ Ampere 
s’ecrit : 


^(B)  — |d0iT 

% ( B ) = circulation  de  B sur  un  contour  T ; 
iT  = courant  traversant  toute  surface  orientee 

s’appuyant  sur  r.  Ici  i T = 0 et  ^(B)  = B(r')/i  - B(r)h. 
D’ou  B(r)  = B(r'). 

On  a bien  un  champ  uniforme,  note  B0,  pour  r < Rj. 


r- 1- 


ri 
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• On  demontre  de  la  meme  fagon  que  B est  uniforme  pour  r > R2.  Notons-le  B2. 

• Considerons  maintenant  le  contour  T2.  On  a : 
hB0-hB(r)  = p0;'T 

( r-Rj  'i 

ou*T  = (phy[mR_Rj 

r — R 

soit : B(r)  = B0-p0m- -f 

k2  Kj 

• Le  champ  doit  etre  continu  en  r = et  r = R2.  OnabienB(R1)  = B0. 

II  faut  done  que  : 

^2  = — M-om- 

II  reste  a utiliser  P argument  que  le  champ  B2  est  nul  puisqu’il  peut  etre  considere  comme 
la  resultante  des  champs  exterieurs  associes  a des  « solenoides  emboites  » d’axes  z'z. 
Deslors  B,  = 0 et  B0  = [i0ni. 


Solenoide  en  forme  de  tore 


N spires  sont  enrouLees  sur  un  tore  de  section  carree  (cote  de  longueur  a)  et  de  rayon 
moyen  R. 

Elies  sont  parcourues  par  un  meme  courant  i,  et  on  note  ® Le  flux  total  Les  traversant. 
On  supposera  que  le  systeme  est  invariant  dans  toute  rotation  d'axe  z'z  (N  grand  ...). 


z A 


! 7 

7 

i 

; 

0 

/ 

z 

R 
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1.  Donner  L'expression  du  champ  magnetique  B en  tout  point  de  L'espace. 

2.  En  deduire  L'expression  du  coefficient  L Liant  Le  flux  O a travers  I'ensembLe  des  N 
spires  et  le  courant  / : O = Li. 

3.  Que  deviennent  les  resultats  precedents  lorsque  R est  tres  grand  devant  a ? 

On  rappelle  que  ln(l  + u)~u.  Commenter. 

1.  de  cfu’il  faut  sav oir 

• Regies  de  symetrie. 

• Theoreme  d’ Ampere. 

• Notion  de  flux  du  champ  B . 

■ 2.  de  cfu’il  faut  dompreh^re 

■) 

1.  Les  regies  de  symetries  imposent  la  direction  du  champ  B . Le  theoreme  d’ Ampere 
permet  de  le  determiner  completement. 

2.  Pour  R tres  grand  devant  a,  on  pourra  considerer  que  B est  quasi  uniforme  sur 
toute  section  droite  du  tore.  Le  systeme  constitue  un  solenoide  referme  sur  lui-meme, 
systeme  pour  lequel  les  effets  de  bord  sont  ainsi  supprimes. 


3.  Solution 


1. 


Point  cours 

■) 

En  magnetostatique,  le  champ  B est  defini  a partir  de  la  distribution  des  courants. 

• Si  le  plan  n est  un  plan  de  symetrie  de  cette  distribution,  on  a,  B etant  un  vecteur  axial : 

- en  tout  point  Ne  II:  B(N)  _L  n ; 

- en  deux  points  N et  N'  symetriques  par  rapport  a n : 

B(N')  = -Sym[B(N)]. 

• Si  le  plan  n est  un  plan  d’antisymetrie  (symetrie  © changement  de  signe),  alors  : 

■) 

- en  tout  point  N de  n : B(N)  est  contenu  dans  n ; 

- en  deux  points  N et  N'  symetriques  par  rapport  a n : 

B(N')  = +Sym[B(N)]. 


■ Direction  du  champ  magnetique  : 

Considerons  le  point  M.  Dans  l’approximation  precisee  dans 
l’enonce  (N  grand,  systeme  invariant  par  rotation  autour  de  l’axe 
z'z),  on  peut  admettre  que  le  plan  passant  par  M et  contenant  l’axe 
Oz  est  plan  de  symetrie  pour  la  distribution  de  courants.  Le  champ 

magnetique  B(M),  vecteur  axial,  est  perpendiculaire  a ce  plan,  ce 

qui  donne  : B(M)  = B(M)m0  (coordonnees  cylindriques). 

Finalement  B(M)  = B (r;z)«e. 


z k 

b— 


— > 
® «e 
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■ Determination  de  B(r  ; z) : 

Le  champ  B est  orthoradial,  et  B(r  ; z)  est  constant  a r et  z fixes.  Nous  pouvons  done 
lui  appliquer  le  theoreme  d’ Ampere  en  choisissant,  pour  le  contour  ferme  T,  un  cercle 
d’axe  Oz  et  de  rayon  r contenu  dans  le  plan  z = constante. 


► Point  methode 

Le  theoreme  d’Ampere  nous  indique  que  la  circulation  du  champ  B sur  un  contour 
r ferme  est  egale  au  produit  de  |T0  (permeabilite  du  vide)  par  le  courant  algebrique 
total  i T traversant  toute  surface  orientee  s’appuyant  sur  F. 

L’efficacite  de  ce  theoreme  repose  sur  la  possibility  de  choisir  un  contour  T sur  lequel  le 
calcul  de  la  circulation  reste  simple.  C’est  le  cas  lorsque  les  symetries  sont  sufiisantes,  ce 
qui  correspond  a notre  etude  et  justifie  le  choix,  pour  T,  d’un  cercle  d’axe  Oz. 

On  a done : 

f ^ 

® B • 8/  = |l0iT  =>  B(r  ; z)2nr  = |i0iT  (1) 


Plusieurs  cas  peuvent  se  produire  : 

-Contour  Tj  tel  que  |z|  > y 

II  vient  iT  = 0,  aucun  courant  n’etant  enlace  par  r, , et 
done  B = 0. 


i 


□: 


- Contour  T2  tel  que  |z|  < ^ etr<R-^- 
On  a egalement  pour  la  meme  raison  iT  = 0 et  B = 0. 

- Contour  T2  tel  que  |z|  < ^ et  r > R + y 

Cette  fois-ci,  zT  = 0 parce  que  les  differents  courants  se  compensent,  d’ou  B = 0. 


:□ 


On  en  deduit  que  le  champ  magnetique  B(M)  est  nul  a l’exterieur  du  tore. 


- Contour  T circulaire  interieur  au  tore. 

II  est  traverse,  dans  le  sens  de  l’axe  Oz,  par  un  cou- 
rant total  iT  = Nz,  d’ou  : 

B(r  ; z)2nr  = |T0Nz. 

Soit  un  champ  magnetique  a l’interieur  du  tore 
defini  par  la  relation  : 


^ FoN!'^ 

B = — Ua 

2nr  6 


(2)  R- 


a , . „ a 

- < r < R+ - 

2 2 


2.  Une  spire  est  traversee  par  un  flux  cp  = jj  B • n 8X. 


Or  ici  n = we  et  B ne  depend  que  de  r,  d’ou  : 

PoN*( 


9 


PoNl  rrdrdz  M-o ^ z f 2 , fR+: 

0 0 


r-2  r 
2 


et  z < 


dr 
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|i0N  ia 

Finalement  cp  = In 

Y 271 


R + 


R- 


LtnN2ia, 

Et  pour  le  flux  total  ® = N<p  = — - In 


R + - 
2 

R-  - 
2 


(chaque  spire  est  traversee  par  le 


meme  fluxtp). 

Le  coefficient  L defini  par  O = Li  a done  pour  valeur  : 


R + - 

2 

R-  - 

2 

3.  Pour  R suffisamment  grand  devant  a,  on  peut  confondre  dans  Fexpression  ( 1)  r et  R. 

En  effet,  onaR--<r<R+-  et  1 — — < - < 1 + — avec  — <K  1 . 

2 2 2R  R 2R  R 

— > N — > — > 

Sort  Bjjj,. « et  Bext  = 0 • 


N 

Or  27tR  represente  la  « longueur  l du  tore  » et  — le  nombre  n de  spires  par  unite  de 

longueur.  Nous  obtenons  done,  dans  l’approximation  ^ <SC  1 : 

R 


Bint  ~ 


II  s’agit  bien  entendu  du  resultat  classique  obtenu  pour  le  solenoide  droit  dit « infiniment 
long  ». 

• Pour  obtenir  une  expression  approchee  du  coefficient  L,  developpons  le  logarithme  : 


In 


1 

& 

+ 

to  1 a 

= In 

+ 

to  1 _ 

R-" 

1-A 

2_ 

2Rj 

a t T lloN2fl  a N2  _ 2. 

■ - et  L = - = ttn • (2jcR  ■ a2). 

R 2jc  R ^°(27tR)2 


Soit  avec  n = et  T = 27tRa2  le  volume  du  tore  (pour  R 5e>a  ) : 
27tR 


L = p0«2T 


Commentaires 

• Cette  grandeur  L represente  en  fait  le  coefficient  d’auto-inductance  du  bobinage  torique. 

11  est  proportionnel  au  carre  du  nombre  de  spires  par  unite  de  longueur  et  au  volume  du 
tore. 

• On  peut  considerer  qu’un  solenoide  torique  dont  le  rayon  moyen  R est  grand  devant  les 

dimensions  caracterisant  sa  section  constitue  un  modele  realiste  du  « solenoide  infini ».  Les 
effets  de  bord  (selon  u*e  ) y sont  inexistants  puisqu’il  se  referme  sur  lui-meme.  J 
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© Ligne  de  champ 

Un  solenoide  droit  presente  une  section  circu- 
Lai  re  de  rayon  a.  Sa  Longueur  2/  est  tres  grande  a 
devant  a et  il  possede  n spires  jointives  par  unite 
de  Longueur.  IL  est  parcouru  par  un  courant  /. 

On  s'interesse  a La  Ligne  de  champ  qui  coupe  Le 
pLan  z = 0 a une  distance  r0  de  L'axe.  ELLe  res-  / / 

sort  en  traversant  La  face  avant  du  soLenoide  en 
un  point  A. 

1.  QueLLe  reLation  simpLe  reLie  rA  et  r0  ? 

2.  Dans  Le  cas  ou  r0  est  petit  devant  a,  determiner  L'expression  donnant  L'angLe  0A 
defini  par  0A  = (uz,  B(A)). 


1.  Ce  cju ’il  faut  sav oir 

• Notion  de  tube  de  champ. 

■) 

• B est  a flux  conservatif. 

• Champ  cree  par  un  solenoide  « infini » ; champ  cree  sur  son  axe  par  un  solenoide 
droit  de  longueur  finie. 


■ 2.  de  <ju’i]  faut  doinpr ehdYe 

1.  Pour  determiner  une  relation  entre  r0  et  rA,  on  utilisera  le  fait  que  le  champ  magne- 
tique  est  a flux  conservatif.  La  longueur  du  solenoide  etant  tres  grande  devant  son 
rayon,  on  pourra  assimiler  le  champ  autour  de  O a celui  du  solenoide  « infini  ».  Il  res- 
tera  a evaluer  la  composante  Bz  du  champ  cree  sur  le  disque  de  rayon  rA  : le  resultat 
peut  s’obtenir  en  juxtaposant  deux  solenoldes  identiques  au  precedent. 

2.  L’expression  de  l’angle  0A  necessite  la  connaissance  des  composantes  B,(A)  et  Br(A) 
du  champ  magnetique  en  A.  BZ(A)  a ete  determine  a la  question  precedente. 

On  calculera  Br(A)  au  voisinage  de  l’axe  ( rA  <?C  a ) en  considerant  un  petit  cylindre 

■) 

centre  sur  l’axe  et  en  lui  appliquant  la  propriete  « B est  a flux  conservatif  ». 
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3.  Solution 


1. 


Point  cours 

• Un  tube  de  champ  est  la  surface  engen- 

dree  par  les  lignes  de  champ  s’appuyant  sur 

une  meme  courbe  fermee  r\  (cf.  figure).  p [ A. 

• Or  le  champ  magnetique  possede  la  ' 

-> 

- «1 

A 

— > 

J , n2 

propriety  d’etre  a flux  conservatif  ce  qui  E , 
implique  : 

->  / 
n 

V;  ^2 

Jlj-te  - !IJ 

7^5  z 

soit 

0(10  = ®(E2) 

, E [ et  Z2  etant  orientees  de  la  meme  maniere. 

• Considerons  done  la  portion  de  tube  de  champ  delimitee  par  les  disques  D0  (centre 
O,  rayon  r0),  D0<  (centre  O',  rayon  rA)  et  par  la  surface  laterale  obtenue  en  faisant 
tourner  la  ligne  de  champ  EA  autour  de  l’axe  OO'. 


D’apres  ce  qui  precede,  nous  avons  : 

®(Z0)  = ®(E0-)  (1) 

Or  la  section  z = 0 est  tres  eloignee  des  bords  du  soleno’ide  (en  comparaison  a la 
dimension  transversale  a : l » a).  II  est  ainsi  legitime  de  faire  l’approximation 

B(z  = 0 \r)~  [i0niuz  (champ  du  soleno’ide  dit  « infini  »). 

Commentaires 


Sur  l’axe,  on  a : 

U „ni 

B(z;0)  = — — (cosBj  - cos02). 

Or  cos0j  = ■■■■ - ~ 

Ja2  + (/- z)2 

et  cos0,  = — ^ + z — 

fa2  + (/  + z)2 


Pour  z = 0,  il  vient : B(0  ; 0) 


2[l0m  l 


^ fa2  + l 

On  a bien  B(0  ; 0)  = |t0m|^l  + jj  = \l0ni  pour  a l . 


1 + 75)  2- 
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Soit  ®(E0)  » (| i0m)  ■ nrl  (2) 
quant  a <J>(E0,),  il  s’ exprime  selon  : 

O(Eo0  = ff 

> — > > 

Or  nQ,  = uz  et  B • n0-  = B z{zQ> ; r) 

d’ou : O(Zo0  = ff  Bz(z0,;r)8Z. 

20/ 

soit  encore : 

O(2o0  = f ABz(z0, ; r)2nrdr.  (3) 

Jo 


Pour  evaluer  B,(z0- ; r),  on  peut  faire  la 

remarque  suivante  : associons  deux  solenoides  identiques  au  precedent  en  les  placant 
bout  a bout  ( cf  figure  ci-dessous). 


i 

IL 

(SJ 

O' 

(S2) 

IL 

Le  solenoide  S,  cree  en  A le  champ  B(  , le  solenoide  S2 

le  champ  B2 . Ces  champs  sont  contenus  dans  le  plan 
defini  par  O'z  et  O'A,  et  ils  sont  symetriques  par  rap- 
port a A 'z.  De  plus,  on  a B'lz  = B2z  = B,(r)  grandeur 
que  l’on  cherche  a determiner. 

Or  l’association  de  S:  et  S2  constitue  un  solenoide  de 

rayon  a et  de  longueur  4 1 dont  O'  est  le  centre.  On  peut  done  admettre  avec  une  excel- 
lente  approximation  ( l a ) que  : 


b; 


s,  u s. 


(A) 


I J-0niuz. 


Soitpuisque  BS  US2(A) 
Et 


b;  +B2  = 2Bz(zg/  ; r)uz . 
it  nni 

Bz(Zq'  ! r)  = — (4) 


L’equation  (1)  devient,  avec  (2),  (3)  et  (4)  : [i0ninr0 
Po  ni 


IV11 

2 


r 

Jo 


2nrdr 


et  | i0mnr0 


-nr. 


72  r0 


(5)  pour  l 55>  a. 
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2.  Si  l’on  note  BZ(A)  et  Br(A)  les  composantes 
axiale  et  radiale  du  champ  magnetique  en  A, 
nous  avons : 

Br(A)  i 

tan0A  = BlA)  aVCC  Bz(A)  = 2Ho'n' 

II  reste  a determiner  Br(A).  A cet  effet,  conside- 
rons  un  petit  cylindre  centre  sur  le  point  P de 
l’axe  Oz,  de  longueur  dz  et  de  rayon  r. 

Nous  supposerons  r suffisamment  petit  (devant  a) 
pour  que  l’on  puisse  confondre  Bz(r;z)  avec 
Bz(0  ; z)  = B^z)  (B^z)  est  le  champ  sur  l’axe 


dz 


z'z).  A cette  approximation,  nous  avons  (B  a flux  conservatif) : + ®s  + = 0 


avec 


<J>y 


B,-Z, 


27trdzB,. 


®£  = B1(z+  dz)  ■ nr2  et  = -Bl(z)nr2. 


D’ou  2jtrBrdz  + ^[B^z  + dz)  - B^z)]  = 0. 

r dBj 


Soit 


B «-■ 


2 dz 

Prenons  une  nouvelle  origine  en  O'. 

On  a done  z - l+Z 
(J 0ni 

et  Bj(Z)  = — [cosBj-cosGj]  avec cos02= 


—ih 

6 

O'  z 

-// 

(02 ~n  caxl^>  a)  et  cos0j 


-Z 


Jz2 


+ aL 


Soit  Bj(Z)  = ^ii0nifl — p==l 
2 V Jz2  + a2-) 


Or 


dBj 

dz 


z = / 


£BO 
dZ  J 


1 .1 

z = o 2 a 


D’ou  Br(A)  #---  --| X0ni 


1 


.1 


Br(A)  # 


2 a 


I 

2 


Ainsi  si  r0  est  petit  devant  a,  il  en  sera  de  meme  de  rA  (cf  (5))  et  l’angle  0A  sera  donne 
par  : 


tan0,  # 0A  # 


Br(A)  ^ 2 a ' 
BZ(A) 


[lorn 


0A  $ T“”  " 

A 2 a 


En  definitive,  nous  obtenons  ( r0  « a ) : 


0A# 


J_^o 

Jl  a 
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Cartes  de  lignes  de  champ 

A.  Deux  fiLs  droits  « infinis  » paralleles  a u'z  coupent  Le  plan  xOy  aux  points 
a(-|  ; 0 ; oj  et  A'(|  ; 0 ; o). 

y 


— @ © ► 

AO  A'  x 

ILs  sont  parcourus  par  des  courants  Ix  (fiL  A)  et  I2  (fil  A')  positifs  dont  Le  sens  est 
ceLui  de  u*z . 

1.  Etude  qualitative  : 

On  donne  ci-dessous  La  carte,  dans  Le  pLan  xOy  et  pour  Ia  = I2  > 0,  des  Lignes  de 
champ  de  B(M) : 


On  a pris  a - 1. 


a.  Pouvez-vous  justifier  Les  differentes  caracteristiques  de  cette  figure  ? 

b.  Comment  cette  « carte  » est-eLLe  modifiee  pour  Ia  ^ I2  (Ia  > 0 et  I2  > 0 ) ? 

2.  Etude  quantitative  : 

a.  On  suppose  : Ij  ^ I2.  Montrer  que  L'on  peut  definir  une  fonction  O(M)  teLLe  que  : 

B(M)  = ~uz  a gradO(M). 
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On  rappelle  que  S etant  un  point  fixe,  on  a : 

— ^ 

grad  [ln(SM)]  = 

On  exprimera  O en  fonction  de  |i0,  lv  I2  et  des  distances  AM  et  A'M. 

On  pourra  prendre  0 = 0 pour  AM  = A'M  = 1. 

b.  Comment  peut-on  definir  simpLement  Les  lignes  de  champ  a partir  de  La  fonction  O ? 
Montrer  qu'il  est  possibLe  de  re Lier  Le  probLeme  etudie  a un  probLeme  d'eLectrostatique 
que  L'on  precisera. 

■) 

c.  On  se  propose  d'etudier  Le  champ  B en  des  points  du  pLan  xOy  tres  eLoignes  de  A 
et  A'.  On  suppose  done  que  MA  et  MA'  :*>  AA'.  Faire  un  deveLoppement  du  potentieL 
O.  En  deduire  que  L'on  a : 

B(M)  = "uz  a ^(Ij  + I2)  ^ ^ (O'  point  du  segment  AA'). 

2 71  O M 

Comment  faut-il  choisir  O'  pour  que  cette  approximation  soit  La  meiLLeure  possibLe  ? 
Que  devient  ce  point  pour  Ia  = I2? 

B.  On  revient  au  cas  ou  Ij  = I2  = I > 0 et  on  superpose  au  systeme  precedent  un 

champ  uniforme  B0  perpendicuLaire  a On  obtient  Le  reseau  de  Lignes  de  champ 
represente  sur  Les  figures  ci-dessous  : 


Fig.  2 


Fig.  3 


La  figure  3 est  un  « zoom  » de  La  figure  2. 
Les  figures  2 et  3 correspondent  a B0  = 0,8 


Hoi 

2na 


1.  a.  Commenter  ces  « cartes  » de  Lignes  de  champ.  On  precisera  La  direction  et  Le 
sens  de  B0 . 

b.  Donner  L'expression  du  nouveau  potentieL  ®'(M). 
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2.  Mettre  qualitativement  en  evidence  deux  Lignes  particulieres  Lc  et  L'c  et  etudier 
Leur  existence  : on  cherchera  a determiner  Les  ordonnees  des  points  d'intersection  de 
Lcet  L'c  avec  L'axe  Oy.  En  deduire  une  vaLeur  critique  Bc  de  B0. 

3.  On  suppose  : B0>BC.  Etudier  rapidement  Les  variations  de  B(y)  pour  y > 0. 
Donner  I'allure  des  Lignes  de  champ. 


Solution 


A.  1.  a.  ■ Proprietes  de  symetries  : 

• Le  plan  xOy  est  plan  d’antisymetrie  de  la  dis- 
tribution de  courants.  Le  champ  magnetique  au 
point  M de  ce  plan  y est  done  contenu  : 

B(M)  = Bx(x;y)«t  + Br(x;y)iy 

Le  champ  ne  depend  pas  de  z puisque  le  systeme 
est  invariant  par  translation  selon  uz. 


y . 

M 

/ 

A 0 

A'  x 

• D’autre  part,  dans  le  cas  oil  Ij  = I2 , le  plan  yOz  est  plan  de  symetrie.  II  en  resulte  que  : 
- le  champ  sur  l’axe  y'y  est  perpendiculaire  a cet  axe  : 

B(0  ;y)  = / (y)u*x  ; 


- En  deux  points  symetriques  N et  N'  du  plan  xOy,  on  a : 

B(N')  = -Sym[B(N)]. 


* y 

\ 4 

B(N)  / 

\ B(N  ) 

f—n-— 

/N 

N 1 

A 0 

A' 

• Enfin,  on  peut  considerer  que  le  plan  xOz  est  egalement  plan  de  symetrie.  Le  champ 
■)  ^ 

B est  done,  sur  l’axe  x'x,  perpendiculaire  a cet  axe,  et  en  deux  points  S et  S'  du  plan 
xOy  symetriques  par  rapport  a Ox,  on  a : 


y ■ 

B(S)  . 

\s 

A 0 

A/  ^ B(S') 

.''V 
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On  peut  done  conclure  - dans  le  cas  ou  Ij  = I2  - que  le  reseau  des  lignes  de  champ  est 
symetrique  par  rapport  k x'x  et  y'y,  ce  que  Ton  observe  bien  sur  la  figure  proposee 
dans  l’enonce. 


■ Champ  proche  d’un  des  deux  fils  : 

Pour  AM  <5A  A'M,  l’influence  du  fil  passant  par  A est  preponderate  : au  voisinage 
du  point  A,  les  lignes  de  champ  different  d’autant  moins  de  cercles  centres  en  A que 
l’inegalite  precedente  est  stricte. 

On  observe  done  des  lignes  de  champ  fermees  entourant  respectivement  A et  A'  aux 
voisinages  de  ces  deux  points,  traces  des  fils  dans  le  plan  xOy. 

■ Champ  a grande  distance  : 

Pour  OM  AS>  A A',  on  peut  reduire  l’ensemble  des  deux  fils,  en  premiere  approxima- 
tion, a un  seul  fil  confondu  avec  l’axe  z z et  parcouru  par  le  courant  total  21.  Les  lignes 
de  champ  deviennent,  dans  le  plan  xOy,  des  cercles  de  centre  O. 


■ Ligne  critique  : 


Une  ligne  critique  Lc  constitue  la  ligne  de 
separation  entre  les  lignes  de  champ  qui 
entourent  les  deux  points  A et  A'  et  celles  qui 
n’entourent  que  A ou  que  A'. 


Elle  est  constitute  de  deux  lobes  qui  se  rejoi- 
gnent  en  O ou  le  champ  est  ici  nul.  En  effet : 


B(O) 

B(O) 


V-oH-Uy) 

2n  AO  + 2n  A'O 

Mn i_y> 

271  Uo  A,oJUy 


= 0 


x 


y , 

— • — § — 

— § — • — ► 

o 


A' 


puisque  OA  = OA'  (O  milieu  du  segment  AA'). 

On  retrouve  bien  toutes  ces  caracteristiques  sur  le  reseau  de  lignes  de  champ  represen- 
tees ci-dessous.  Elies  sont  orientees  dans  le  sens  trigonometrique  (I  > 0). 
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A.  1.  b.  • Au  voisinage  de  A (respectivement  de  A' ),  l’influence  du  fil  traversant  le  plan 
xOy  en  A (respectivement  en  A')  est  preponderate  et  on  aura  des  lignes  de  champ 
entourant  A (respectivement  A' ). 

• Loin  de  A et  A'  (pour  MO  A5>  AA' ),  on  doit  retrouver  des  lignes  de  champ  quasi  cir- 
culates centrees  en  un  point  G du  segment  AA'  (pour  ^ I2,  on  n’a  plus  la  symetrie 
precedente  et  le  point  G ne  se  confond  plus  avec  le  point  O . . . On  verra  dans  la  partie  2 
qu’il  s’agit  en  fait  dubarycentre  de  A(Ij)  et  A'(I2)  ...). 


• II  existe  done,  une  ligne  critique  constitute  de  deux  lobes  dissymetriques  se  rejoi- 
gnant  en  un  point  C de  champ  nul.  On  a : 


vur\  - M ^ ^ * 

_ 2n{AC~  A'CJUy' 

y , 

C est  defini  selon  (C  e [AA']) : 

CA'  h 

/ 

CA  I2' 

Pour  I ! = 2I2,  cas  correspondant  a la  figure 
ci-dessous,  il  vient : 

\ A O 

k- 

X 

CA  = 2CA'  =>  AC  = 2CA'  =>  OC  - OA  = 2(OA'  - OC) 

d’ou  : 30C  = OA  + 20A'  =>  OC  = ^(-  0,5  + 2 x 0,5)  = - pour  OA~'  = AO  = 0,5. 

3 6 


On  a pris  : 

• AO  = OA'  = 0,5. 
Ij  = 2I2  > 0. 


Commentaire 


Les  lignes  de  champ  restent  symetriques  par  rapport  a Ox,  mais  la  symetrie  par  rapport  a 
Oy  est  perdue  (I2  ^ I2).  J 
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A.  2.  a.  Le  champ  B cree  dans  le  plan  xOy  par  les  deux  fils  droits  est  donne  par  : 


c/i/r\  BoIiue(A)  |i0I2«e(A ) 

B(M)  = 

w^(A)  vecteur  unitaire  directement  perpendiculaire  au  vecteur  AM. 


c , «e(A)  -> 

bolt  = u , A 


AM  "z  " AM2 
Finalement,  nous  obtenons : 


AMu  ,.(A)  _>  AM 

= u,  a ■ 


'AM2 


i(M)  = ^z. 


T AM  T A'M 
I,— t + L 


'am2  2a'm2 


AM 


Et  d’apres  le  texte,  A et  A'  etant  des  points  fixes  du  plan  xOy,  = grad[ln(AM)] 

4 'M  > 

6t  A'M2  = grad[ln(A'M)]. 

D’oii : B(M)  = Zz  a < ! :grad(ln(AM))  + ^y-^grad(ln(A'M))  L 

I Z.  iv  jL,  J L 

Soit : B(M)  = Zz  a gradO(M)  avec  : 


<D(M)  = —I,  ln(AM)  + — I,  In  (A'M) 
2n  2n 


A.  2.  b.  Considerons  dans  le  plan  xOy  une  ligne 
equi-O. 

On  a B(M)  = Zz  a gradO(M). 

Le  vecteur  E'  = gradO(M)  est  normal  en  M a 

la  ligne  equi-O.  Le  vecteur  Zz  a gradO(M)  est 
done  tangent  a cette  ligne. 


7 , 

B(M)  .VO 

/M\ 

O = 

O 

X 

11  en  resulte  que  les  lignes  de  champ  (de  B ) se  confondent 
avec  les  « equipotentielles  » O = cste. 


Partie  2 - Physique  MPSI 


Commentaire 


C’est  ainsi  qu’on  a pu  tracer,  sur  ordinateur,  les  faisceaux  de  lignes  de  champ. . . 


On  peut  egalement  remarquer  que  ce  potentiel  est « analogue  » a celui  obtenu  dans  un 
probleme  d’electrostatique  pour  un  systeme  de  deux  fils  uniformement  charges  (den- 
sites  lineiques  ^ et  X2).  Les  fils  sont  paralleles  a uz  et  passent  par  A et  A'. 


D’apres  le  theoreme  de  Gauss  applique  a chaque  fil,  pris  separement,  on  aurait : 


— > 

Au  champ  Ej,  on  associe  le  potentiel  electrostatique  Vj(M)  tel  que  (symetrie 
cylindrique) : 


Ei 


dVj— > AMi 

; — M,  Ur  = . 

drt  r‘  V ri  AM; 


Soit 


dVj 


K 1 

27t80r1 


(rl  = AM) 


et  V,  = — lnr,  (+cste). 

1 27te0  1 

Les  equipotentielles,  pour  le  probleme  des  deux  fils  charges,  sont  definies,  dans  le  plan 
xOy,  par : 

X X 

— — ln(AM)  + — — In(A'M)  = cste. 

ZKEq  ZK£q 


Quant  aux  equipotentielles  du  probleme  reel  (O  = cste),  elles  correspondent  a : 

UnI,  UnI, 

— ln(AM)  + — ln(A'M)  = cste. 

2n  2n 

D’ou 


— © 

© 

<t=> 

— © 

© 

A 

A' 

A 

A' 

fil  charge 

fil  charge 

fil  parcouru 

fil  parcouru 

X2 

par^ 

par  I2 

equipotentielles 

lignes  de  champ  de  B 

h 

£0 

<=> 

Mi 
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A.  2.  c.  On  suppose  maintenant  que  O'M  5i>  AA', 
O'  etant  un  point  du  segment  AA'. 

Faisons  alors  un  developpement  limite  du  poten- 
tiel  O : 

Llnl,  Uni, 

<D  = — ^ln(AM)  + — ln(A  M) 

2n  2k 

LLnl,  ^2  LI  n 1 9 ^2 

o = ^Liln(AM  ) + ^ln(A'M  ) = Oj  + ®2. 


et 


->2 


Or  (AM)  = (O'M-O'A)  = O'M  - 20'A  • O'M  + O'A 


D’ou  Oj 

Op 


= O'M2 
M-o^i 


>2-1 


, 20'A  • O'M  O'A 

1 + ■ 


O'M2 


O'M2 


47t 

— ln(O'M)  + — 
2n  4n 


i 1 1 1 20  A ■ O M O A 

ln(0  M2)  + Ini  1 rr— 7 + 


O'M2 


O'M2 


-2^.53 

O'M2 


soit:  0«  ^(Ij  + I2)ln(0'M) 


Ho  O'M 
2jtO'M2 


(^O'A  + IjO'A')  + 


<P„  Vb 

tpa  correspondrait,  pour  le  probleme  d’electrostatique,  a un  fil  droit  de  trace  O'  dans  le 
plan  xOy.  Pour  le  probleme  reel,  il  s’agit  d’un  fil  droit  parcouru  par  le  courant  Ij  + I2 ; 

(pfc  serait  associe  a un  terme  dipolaire  lineique. . . ; 

O se  reduit  d’autant  plus  vite  a tpa  que  tpfc  est  nul,  c’est-a-dire  que  le  point  O'  est  choisi 
de  telle  sorte  que  : 

IjO'A  + LjO'A'  = 0. 

Introduisons  le  barycentre  G des  points  A ( 1 1 ) et  A'  ( 1 2 ) : 

(Ij  + I2)0'G  = IjO'A  + GO'A'  (Ij  + I2  0 ici  done  G existe  bien). 
d’oii  O'G  = 0 et  O' se  confond  avec  G. 

Il  en  resulte  que,  suffisamment  loin  de  A et  A',  les  lignes  de  champ  se  « confondent  » 
avec  des  cercles  de  centre  G. 


„ HoxT  T,  GM 
B(M)  ~ uza  —(It  + I2): 


27t 


GM2 


- dans  le  cas  oil  It  = I,,  G s’identifie  au  point  O ce  qui  est  normal  (symetrie) ; 

- pour  Ij  = 2I2,  on  a : 

2GA  + GA'  = 0=>2(OA-OG)  + (OA'-OG)  = 0 et  30G  = 20A+0A' 

etpourOA'  = 0,5  = -OA,  OG  = (le  point  G est  symetrique  de  C...). 

6 
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B.  1.  a.  • Suffisamment  loin  des  points  A et  A',  les  champs  crees  par  les  fils  droits  vont 

— ^ 

devenir  negligeables  devant  B0  ; les  lignes  de  champ  doivent  alors  quasiment  se  con- 

— > 

fondre  avec  des  droites  paralleles  a la  direction  de  B0  . 

La  figure  2 nous  indique  alors  que  le  champ  B0  est  parallele  a l’axe  Ox. 


B0  - B0ux. 


• D’autre  part,  pour  Ij  = I2  et  B0  = B Qux,  le  planyOz  reste  un  plan  symetrie  : 

- les  lignes  de  champ  coupent  l’axe  y'y  a angle  droit ; 

- les  lignes  de  champ  sont  symetriques  par  rapport  a y'y. 

Ce  que  l’on  observe  bien  sur  la  figure  2. 

Evidemment  l’existence  du  champ  B0  = B0m^  detruit  la  symetrie  par  rapport  a x'x. 
Mais  changer  B0  en  -B0  reviendrait  a faire,  pour  ce  qui  est  du  trace  des  lignes  de 
champ,  une  symetrie  par  rapport  a x'x. 

On  passe  d’une  figure  a l’autre  par  une  simple  rotation  de  n autour  de  Oz  : 


Enfin,  il  est  a noter  que  pour  I , = I2  = I0  >0,  on  a ici  B0>  0.  Pour  s’en  convaincre,  il  suf- 
fit  de  prendre  en  compte  la  ligne  de  champ  qui  coupe  l’axe  Ox  en  un  point  N tel  que 
ON  > OA'. 


Bj  2 est  le  champ  cree  par  les  deux  fils  droits. 


B.  1.  b.  On  a : B'  = B2  2(M)  + B0«x 


Bo 


ou  B12(M)  = MzAgrad®  avec  O = — {^^(AM)  + I2ln(A'M)}. 


Deplus:  B0  = B0ux  = «za(-B0m  ) = uz  a grad(-B0y). 
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Le  nouveau  potentiel  <J>'(M)  peut  alors  s’ecrire  : 


O'(M)  = O(M)-B0y 


Ii  = h > 0 

— > — > 

B0  = B0mx 

avec  B0  > 0. 


• II  y a deux  lignes  particulieres  Lc  et  L'c  : 

- Lc  separe  les  lignes  de  champ  qui  entourent  A seul  (ou  A'  seul)  de  celles  qui  entou- 
rent  A et  A' ; 

- L'c  constitue  une  frontiere  entre  les  lignes  de  champ  fermees  (les  precedentes)  et  cel- 
les  qui  ne  le  sont  pas  et  qui  vont  a l’infini. 

• II  apparait  done  deux  points  singuliers  C et  C'  ou  le  champ  B doit  etre  nul.  Calculons 
le  champ  total  en  un  point  M de  l’axe  O y. 
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Posons  k = 


> alors  : 


Bn 


na 


B(/) 


->  pnI 

B (y)  = 

na 
4 


y 


B0-2 


IV  (a/2) 


na 


1 + 


y \2 
a /2 


k-2 


Y 


1 +Y2. 


— > ' v y 

ur  ou  Y = — — 


(a/2) 


Les  points  de  l’axe  O y oil  B s’annule,  s’ils  existent,  sont  solution  de  l’equation  : 

1 +Y2-?Y  = 0. 
k 

Le  discriminant  reduit  associe  vaut : A'  = — - 1 . 

k2 


II  faut  done  que  k2  < 1 , soit  id 


ii0I 

Bo  < Bc  = — - 

na 


La  valeur  critique  Bc  correspond  au  module  du  champ  cree  par  un  fil  en  l’emplacement 
du  second. 


On  a alors  : Y =7+  /—  - 1 =>  points  CetC'. 

k d k 2 


Commentaire 


Pour  B0  = Bc,  les  points  C et  C'  se  confondent  et  l’on  a (k  = 1 ) : 

Yc  = Yc.  = 1 soit  yc  = i 
ou  encore  OC  = OC'  = OA  = OA'. 

> 

B.  3.  Le  champ  sur  1 axe  Oy  vaut  B = B(Y )ux  avec  : 

\lnl  Y V 

B(Y)  = B0  - 2— oil  Y = —Z—  ■ 

0 na  1 + Y2  (a/2) 


Tra^ons  sur  un  meme  graphe  les  courbes  Y — > B0  et  Y — > 2 


IV  Y 
7trt  1 + Y2 


Bo,  > Bc 


Bq,  < Bc 


J 
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• Pour  la  valeur  B0  de  B0  inferieur  a Bc,  on  retrouve  les  points  singuliers  C et  C' 
d’ordonnees  reduites  Yc  et  Yc-  (pour  lesquels  B(Y)  = 0). 

• Pour  B02  > Bc,  ces  points  n’ existent  plus.  Pour  Y > 0,  B(  Y)  passe  par  un  minimum 
pour  Y = 1 (soit  y = ^ ). 

II  doit  alors  apparaitre  une  ligne  critique  correspondant  a la  ligne  de  champ  passant 

— ^ ^ 

par  ce  point  C"  (B^  est  parallele  a nx  ). 

On  a represente  ci-dessous  quelques  lignes  de  champ  pour  B0  = 2BC : 
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